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LEÇONS  D'ALGÈBRE 


INTRODUCTION 


EMPLOI  DES  SIGNES  ET   DES  LETTRES 
COMME  MOYEN  D 'ABREVIATION  ET  DE  GENERALISATION. 


Signes  algébriques. 

1.  Pour  abréger  récriture  et  faciliter  le  raisonnement, 
on  est  contenu  de  représenter  les  quantités  par  des  lettres. 
On  a  coutume  d'affecter  les  premières  lettres  de  l'alpha- 
bet fl,  *,  e, ...  aux  quantités  connues,  les  dernières  ar,  y,  z,... 
aux  quantités  inconnues. 

On  a  imaginé  aussi  des  signes  pour  indiquer  les  diverses 
opérations  de  l'arithmétique. 

Le  signe  +  »  que  l'on  prononce  plus,  indique  l'addition. 
Ainsi,  5  plus  3  s'écrit 

5  +  3. 
Le  signe — »  que  l'on  prononce  moins,  indique  la  sous- 
traction. Ainsi,  5  jnoins  3  s'écrit 

5  —  3. 
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Le  signe  X  >  que  Ton  prononce  multiplié  par,  indique  la 
multiplication.  Ainsi,  5  multiplié  par  3  s'écrit 

5X3. 
Pour  abréger  encore  davantage,  lorsque  les  quantités 
sont  représentées  par  des  lettres,  on  indique  leur  produit 
en  mettant  simplement  ces  lettres  les  unes  à  la  suite  des 
autres ,  et  sous-en tendant  le  signe  X  •  Ainsi ,  le  produit 
aX  àXc  s'écrit  plus  simplement 

abc. 
Le  produit  4  X  a  X  *  X  c  s'écrira 

t\abc. 
On  indique  la  division  par  une  barre  horizontale  au- 
dessus  de  laquelle  on  écrit  le  dividende,  au-dessous  le 
diviseur.  Ainsi,  5  divisé  par  3  s'écrit 

5 

— . 

3 
C'est  le  signe  de  la  fraction  en  arithmétique. 

On  indique  la  puissance  d'un  nombre,  ou  le  produit  de 
plusieurs  facteurs  égaux  à  ce  nombre,  par  de  petits  chif- 
fres placés  en  haut  et  à  droite  et  marquant  le  nombre  des 
facteurs  ou  le  degré  de  la  puissance»  Ainsi,  la  troisième 
puissance  de  la  quantité  a  s'écrit 


a\ 


Le  nombre  3  se  nomme  exposant. 

On  indique  la  racine  par  le  signe  /"" ,  au-dessous  duquel 
on  écrit  le  nombre  dont  on  extrait  la  racine.  Ainsi!  la  ra- 
cine quatrième  de  la  quantité  a  s'écrit 


a. 

Vindice  du  radical,  qui  est  ici  4,  se  met  dans  l'ouverture. 
Cependant,  quand  il  s'agit  de  racines  carrées,  on  se  dis- 
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pense  de  mettre  l'indice  *.  Ainsi,  la  racine  carrée  de  a  s'é- 
crit simplement 

y/â. 

On  se  sert  dit  signe =,  que  Ton  prononce  égaie,  p&trr 
exprimer  l'égalité  de  deux  quantités.  Ainsi,  5  plus  5  égale  8 

s'écrit 

5  +  3  =  8. 

Le  signe>veut  dire  plus  grand  que,  le  signe  <plu*  petit 
que.  Ainsi,  5  plu*  grand  que  3  s'écrit 

5>3. 
Au  contraire,  3  plus  petit  que  5  s'écrit 

3<5. 

On  remarquera  que  ces  signes  d'inégalité  ont  la  forme 
d'un  angle,  et  que  la  quantité  la  plus  grande  est  toujours 
placée  du  côté  de  l'ouverture  de  l'angle. 

Quelques  exemples  feront  bien  comprendre  l'utilité  de 
ces  différents  signes  et  le  but  de  l'algèbre. 

Emploi  des  signes  comme  moyen  <T  abréviation. 

9.  Problème  I.  Partager  5o  francs  entre  trois  personnes, 
de  manière  que  la  première  ait  6  francs  de  plus  que  la  seconde,  la 
seconde  4  francs  de  plus  que  la  troisième. 

Voici  comment  on  peut  résoudre  cette  question  avec  les 
seules  ressources  de  l'arithmétique. 

Il  est  clair  que  si  l'on  connaissait  l'une  des  parts,  on  ob- 
tiendrait ensuite  facilement  les  deux  autres.  Cherchons, 
par  exemple,  la  troisième  part  :  la  seconde  part  surpasse 
la  troisième  de  4  francs  ;  la  première,  ^mrpassajvt  la  seconde 
de  6  francs,  surpasse  la  troisième  de  4  plus  6,  c'est-à-dire 
de  io  francs.  La  somme  des  trois  parts  se  compose  donc  de 
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trois  fois  la  troisième  part,  plus  4>  plus  10,  c'est-à-dire 
slus  14.  Mais  cette  somme  est  égale  au  nombre  à  parta- 
ger 5o.  Si  de  5o  nous  ôtons  14,  le  reste  36  sera  égal  à  trois 
fois  la  troisième  part;  si  nous  divisons  56  par  3,  nous  au- 
rons la  troisième  part  12. 

Ainsi  la  troisième  part  est  12.  La  seconde,  qui  la  surpasse 
de  4  francs,  est  16.  La  première,  qui  surpasse  la  seconde 
de  6  francs,  est  22. 

3.  Reprenons  la  même  question  en  écrivant  les  raison- 
nements au  moyen  des  signes  de  l'algèbre. 

Nommons  la  troisième  part x, 

la  seconde,  qui  la  surpasse  de  4>  sera x  +  4, 

la  première,  qui  surpasse  la  seconde  de  6,  sera    x  -f-  4  +  6. 

La  somme  des  trois  parts  est 3x+i4. 

Mais  cette  somme  doit  être  égale  au  nombre  à  parta- 
ger 5o,  ce  qui  s'écrit 

3#-f-  i4==5o. 

On  nomme  équation  une  égalité  dans  laquelle  entre  au 
moins  une  lettre  représentant  une  quantité  inconnue.  Les 
raisonnements  qui  précèdent  nous  ont  conduit  à  l'équation 

3a? -f"  i4  =  5o. 
Il  s'agit  maintenant  de  résoudre  cette  équation,  c'est-à- 
dire  de  trouver  la  valeur  inconnue  de  x. 

Si,  de  ces  deux  quantités  égales,  nous  retranchons  la 

même  quantité  14,  il  restera  évidemment  deux  quantités 

égales, 

3a?  =  5o—  i4  =  36. 

Enfin,  si  nous  divisons  par  3,  nous  aurons 

36 

X  =  —  =12. 

3 
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La  question  est  résolue,  puisqu'il  suffit  de  connaître  la 
troisième  part  pour  avoir  les  deux  autres. 

4.  Problème  IL  Partager  167  francs  entre  quatre  per- 
sonnes, de  manière  que  la  première  ait  2  francs  de  plus  que  la 
seconde,  la  seconde  7  francs  de  plus  que  la  troisième,  et  la  troi- 
sième 5  francs  de  plus  que  la  quatrième. 

Nommons  la  quatrième  part x, 

la  troisième  sera x  -f-  5, 

la  deuxième #+5  +  7, 

la  première. ar  +  5  +  7  +  2. 

La  somme  des  quatre  parts  est  4x-f-3i;  mais  cette 
somme  doit  être  égale  au  nombre  à  partager  167,  ce  qui 

s'écrit 

4x-j-3i  =  167. 

Pour  résoudre  cette  équation,  on  opérera  comme  précé- 
demment. Si  Ton  retranche  3i  des  deux  côtés,  on  a 

4#=  167  —  3i  =  i36. 
Si  Ton  divise  ensuite  par  4,  on  trouve 

_i36_ 
_  4  — 
Ainsi,  la  quatrième  part  est  34  francs,  la  troisième 
39  francs,  la  deuxième  46  francs,  la  première  48  francs. 
On  vérifiera  que  la  somme  est  bien  167. 

H .  Problème  III.  Partager  53  francs  entre  deux  personnes, 
de  manière  que  la  première  ait  un  tiers  de  plus  que  la  seconde, 
plus  encore  4  francs. 

Nommons  la  seconde  part x, 

x 
Ja  première  sera #  +  5  +  4* 
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Or  la  aaaame  des  deux  parts  doit  être  «gaie  à 43;  on  a 
donc  l'équation 

Puisque  a  -}-  »  font  L  xz  +  -  font  *=- ,  et  l'équation  s'écrira 
plus  simplement 

Pour  résoudre  cette  équation,  nous  retrancherons  d'a- 
bord 4  de  part  et  d'autre,  ce  qui  donne 

Si  nous  multiplions  ensuite  par  3  ces  deux  quantités  égales, 

nous  aurons 

7^  =  49X3=i47- 
Ehftn,  si  nous  divisons  par  7,  nous  trouvons 

7 

Quand  on  connaît  la  seconde  part  ai  francs,  en  y  ajou- 
tant son  tiers  7  francs  et  encore  4  francs,  on  obtient  la  pre- 
mière part  3a  francs.  Et  effectivement  la  somme  des  deux 
parte  fait  bien  5$  fraies. 

6.  PaoBL^MB  IV.  faux  personnes  possèdent  k  même  capital. 
Lu  première  place  le  sien  â  5  peur  100,  la  seconde  àSpour  reo. 
Le  revenu  de  la  première  surpasse  de  400  francs  celui  de  la  se- 
conde. Trouver  ce  eçpUal. 

Rappelons  d'abord  ce  principe  établi  en  arithmétique  : 
pour  trouver  l'intérêt  d'un  capital,  on  multiplie  le  taux 
de  l'intérêt  par  le  capital  et  l'on  divise  par  100.  Si  donc 
on  désigne  par  x  le  capital  cherché,  le  revenu  de  la 
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première  personne  sera  — >  celui  de  la  seconde  — . 

iOO  100 

Puisque  le  revenu  de  la  première  surpasse  celui  de  la  se- 
conde de  400  francs,  on  a  l'équation 

5a?       3a? 

— = 1-400. 

100      100 

Pour  résoudre  cette  équation ,  nous  retrancherons  d'à- 

3x 
bord  —  de  part  et  d'autre,  ce  qui  donne 
100  ^ 

5a?       3a? 

100      100  ' 

ou,  en  effectuant  la  soustraction) 

— =400. 
100 

Multiplions  ensuite  par  100,  nous  avons 

sa? =40000. 
Divisant  enfin  par  a,  nous  trouvons 

40000 

a?  = =  20000. 

a 

Ainsi  le  capital  cherché  est  20000  francs. 

Vérification.  Lie  capital  20000  francs,  placé  à  5  pour  100, 
produit  1000  francs  de  revenu;  placé  à 3  pour  100,  Une 
produit  que  600  francs.  Le  premier  revenu  surpasse  bien  le 
second  de  400  francs. 

Résolution  dune  équation  à  une  inconnue. 

1.  On  voit,  par  ces  exemples,  combien  l'emploi  des  let- 
tres et  des  signes  aide  l'esprit  et  facilite  le  raisonnement. 
Ce  qui  précède  nous  fournit  aussi  l'occasion  de  faire  quel- 
ques remarques  utiles  sur  la  résolution  des  équations. 
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Nous  avons  dit  qu'on  appelle  équation  en  algèbre  une 
égalité  dans  laquelle  entre  au  moins  une  lettre  représen- 
tant une  inconnue.  Les  deux  quantités  égales  entre  elles 
sont  les  deux  membres  de  l'équation.  Les  diverses  parties, 
séparées  ies  unes  des  autres  par  le  signe  4-  ou  par  le 
signe  — ,  sont  les  termes  de  l'équation. 

H  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  faire  passer  un  terme 
d'un  membre  dans  l'autre;  il  suffit,  pour  cela,  de  l'écrire 
dans  l'autre  membre  en  changeant  son  signe.  Soit,  par 
exemple,  l'équation 

6a?  —  7  =  i3  +  aa\ 

Si  nous  ajoutons  7  aux  deux  membres,  c'est-à-dire  aux 
deux  quantités  égales,  l'égalité  subsiste  évidemment  et  l'é- 
quation devient 

6a?=i3  4-3#  +  7- 
Le  terme  7,  qui  avait  le  signe — dans  le  premier  membre, 
est  passé  avec  le  signe  4-  dans  le  second  membre.  De  même, 
si  nous  retranchons  ax  des  deux  membres,  l'équation  de- 
vient 

6x —  ax=  134-7. 

Le  terme  zx  qui  avait  le  signe  4-  dans  le  second  membre 
est  passé  avec  le  signe  —  dans  le  premier. 

Ce  principe  de  la  transposition  des  termes  est  extrême- 
ment utile  ;  il  remplace  les  raisonnements  et  permet  d'o- 
pérer en  quelque  sorte  mécaniquement  la  résolution  des 
équations.  On  fait  passer  les  termes  connus  dans  un  mem- 
bre, les  termes  inconnus  dans  l'autre;  on  réduit  et  on  di- 
vise par  le  multiplicateur  de  l'inconnue. 

Ainsi,  l'équation  précédente  est  devenue 

6x  —  aar=  i3  4"7- 
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En  réduisant,  on  a 

4#  =  20, 

et,  en  divisant  par  4> 

20      . 
x=  — =  5. 

4 

On  peut  vérifier  que  5  est  bien  la  valeur  de  l'inconnue  ; 
car  en  remplaçant  x  par  5  dans  l'équation  proposée,  les 
deux  membres  deviennent  tous  deux  égaux  à  23. 

8.  Considérons  encore  l'équation 

8a? —  i7  =  5x—  2. 
On  fera  d'abord  passer  le  terme  17  dans  le  second  membre 
en  changeant  son  signe,  ce  qui  donne 

8x  =  5a?4- 17  —  2. 

Mais  le  terme  5x,  qui  est  en  tête  du  second  membre,  n'a  pas 
de  signe  ;  on  procédera  comme  s'il  était  affecté  du  signe  + 
et  on  le  fera  passer  dans  le  premier  membre  avec  le  signe — ; 
car,  si  des  deux  membres  on  retranche  5#,  on  a 

Sx —  5#==  17  —  2; 

d'où  l'on  déduit 

3x  =  i5, 

x  =  5. 
Quand  l'équation  contient  des  dénominateurs,  on  com- 
mence par  les  faire  disparaître  en  multipliant  tous  les  termes 
de  l'équation  par  un  nombre  convenable.  Si  l'équation  ne 
renferme  qu'un  seul  dénominateur,  on  multiplie  par  ce 
dénominateur.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  dans  les  pro- 
blèmes III  et  IV.  S'il  y  a  dans  l'équation  plusieurs  dénomi- 
nateurs différents,  on  multiplie  par  leur  produit,  ou,  plus 
simplement,  par  leur  plus  petit  multiple. 

0.  Problème  V.  Trouver  un  nombre  dont  le  quart  aug- 
menté de  7  égale  ie$  deua  tiers  diminués  de  3. 
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En  appelant  x  le  nombre  cherché,  on  écrira  immédiate* 

ment  l'équation 

x  .  ax 

Pour  chasser  les  deux  dénominateurs  3  et  4»  nous  mul- 
tiplierons tous  les  termes  parle  produit  i  a  de  ces  deux  dé- 
nominateurs, ce  qui  donne 

3x  +  84  =  8ar  —  36. 
Nous  remarquons  que,  pour  multiplier  les  deux  fractions 

X         IkX 

-  et—  par  ia,  il  suffît  de  multiplier  leur»  numérateurs 

par  3  et  4,  en  ôtant  les  dénominateurs.  Par  la  transposi- 
tion des  termes,  l'équation  devient 

84-f36  =  8#  —  3x; 
d'où  l'on  déduit 

5#=  120, 
120 

*=_=a4. 

Vérification.  Le  quart  de  24,  augmenté  de  7,  donne  i3; 
les  deux  tiers  16,  diminués  de  3,  donnent  aussi  i3. 

Mise  des  problèmes  en  équations. 

10.  La  résolution  d'un  problème  comprend  deux  parties 
distinctes  :  on  met  d'abord  le  problème  en  équations,  c'est- 
à-dire  que  l'on  établit  par  des  équations  les  relations  qui 
existent  entre  les  quantités  connues  et  les  quantités  incon- 
nues ;  on  résout  ensuite  les  équations,  c'est-à-dire  que  l'on 
cherche  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  aux  équa- 
tions. Nous  avons  indiqué  les  règles  très-simples  par  les- 
quelles on  résout  les  équations  à  une  inconnue.  La  marche 
à  suivre  pour  mettre  un  problème  en  équations  n'est  pas  sus- 
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ceptibled'ê*  e  formulée  d'une  manière  aussi  nette  et  précise. 
Dans  beaucoup  de  cas  simples,  il  suffit,  après  avoir  repré- 
senté les  inconnues  par  des  lettres,  d'écrire  textuellement 
l'énoncé  du  problème  au  moyen  des  signes  de  l'algèbre  ;  c'est 
ce  que  nous  avons  fait  notamment  pour  le  problème  V.  Mais, 
ordinairement,  renoncé  du  problème  ne  se  prête  pas  à  cette 
traduction  immédiate  en  langage  algébrique  ;  dans  ce  cas, 
la  meilleure  règle  à  suivre,  c'est,  après  avoir  bien  examiné 
les  conditions  de  l'énoncé  et  représenté  les  inconnues  par 
des  lettres,  de  raisonner  comme  si  ces  lettres  représentaient 
des  quantités  connues  et  d'écrire  les  opérations  qu'il  fau- 
drait faire  pour  vérifier  que  ces  valeurs  des  inconnues  satis- 
font bien  àl'énoncé  ;  on  arrive  ainsi  sans  grande  difficulté  aux 
équations  du  problème.  C'est  de  cette  manière  que  nous  avons 
procédé  pour  le  problème  IV;  nous  avons  représenté  par  x 
le  capital  inconnu  et,  raisonnant  comme  si  ce  capital  était 
connu,  nous  avons  écrit  que  le  revenu  de  la  première  per- 
sonne surpasse  de  4oo  francs  celui  de  la  seconde.  Les  exem- 
ples suivants  feront  encore  mieux  comprendre  ce  précepte. 

I  i .  Problème  VI.  Deux  fontaines  coulent  dans  un  bassin  ;  la 
première,  coulant  seule,  le  remplit  en  4  heures;  la  seconde,  cou- 
lant seule,  le  remplit  en  6  heures.  Combien  de  temps  les  deux  fon- 
taines, coulant  ensemble,  mettront-elles  à  remplir  le  bassin? 

Désignons  par  x  le  nombre  d'heures  qu'il  faut  aux  deux 
fontaines  pour  remplir  le  bassin,  et  raisonnons  comme  si 
nous  voulions  nous  assurer  que,  dans  ce  temps  x  supposé 
connu,  les  deux  fontaines,  coulant  ensemble,  remplissent 
bien  le  bassin.  La  première  fontaine,  coulant  seule,  remplit 

le  bassin  en  4  heures  ;  en  une  heure,  elle  verse  donc  -  du 
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bassin  ;  |en  x  heures,  elle  en  remplit  une  fraction  marquée 

x 
par  7 .  La  seconde  fontaine,  coulant  seule,  remplit  le  bas- 

4 

sin  en  6  heures  ;  en  une  heure ,  elle  verse  -  du  bassin  ;  en 

o 

X 

x  heures,  elle  en  remplit  une  fraction  -.  Dans  le  temps  x9 

les  deux  fontaines,  coulant  ensemble,  versent  donc  une 

x     x 
quantité  d'eau  représentée  par  -  +  ^ ,  la  capacité  du  bas- 
sin étant  prise  pour  unité.  Mais,  pendant  ce  temps,  elles 
doivent  remplir  le  bassin  ;  on  a  donc  l'égalité 

x  ,  x 

Telle  est  l'équation  du  problème. 

Pour  la  résoudre,  on  fera  d'abord  disparaître  les  déno- 
minateurs; on  voit  de  suite  que  la  est  le  plus  petit  mul- 
tiple des  nombres  4  et  6.  On  multipliera  donc  par  ia  tous 
les  termes  de  l'équation,  et  nous  observons  que,. pour  multi- 

X       X 

plier  par  ia  les  deux  fractions  -  et  ^,  il  suffit  de  multiplier 

leurs  numérateurs  par  3  et  par  a,  en  ôtant  les  dénomina- 
teurs. L'équation  devient  ainsi 

3x4-aa?=ia,     ou  '  5#=ia. 

On  en  déduit 

ia  a 

x=  ~  =  aA4-K  =  a*a4m. 

Ainsi,  il  faut  a  heures  24  minutes  aux  deux  fontaines,  cou- 
lant ensemble,  pour  remplir  le  bassin. 
La  vérification  a  lieu  effectivement,  si  l'on  remplace  dans 

l'équation  x  par  sa  valeur—;  car  les  deux  fractions  -  et  - 

*>  4      6 
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deviennent ,  après  simplification ,  ■=  et  -z  >  dont  la    somme 
est  i. 

f  S.  Problème  VII.  Unpèhe  a  40  ans,  son  fils  en  a  10.  Dans 
combien  de  temps  Vâge  du  père  serarUil  triple  de  celui  du  fils  ? 

Soit  x  le  nombre  d'années  cherché.  Après  ce  temps,  l'âge 

dn  père  sera  4o  +  x,  celui  du  fils  io-fa\  Gomme  à  cette 

époque  l'âge  du  père  doit  être  triple  de  celui  du  fils,  on  a 

l'équation 

4o  +  x=(io  +  x)  X3. 

La  parenthèse  indique  que  la  quantité  io  +  #  est  multi- 
pliée par  3.  Pour  répéter  trois  fois  la  somme  10+x,  il  suf- 
fit évidemment  de  répéter  trois  fois  chaque  partie;  l'équa- 
tion devient  donc 

4o  +  x  =  3o  +  3^î 
d'où  l'on  déduit 

Ainsi,  dans  5  ans  l'âge  du  père  sera  triple  de  l'âge  du 
fils.  Et,  en  effet,  à  cette  époque  le  père  aura  45  ans,  le 
fils  1 5,  et  45  est  bien  le  triple  de  i5. 

13.  Problème  VIII.  Deux  courriers  partent  au  même  in- 
stant de  deux  villes  distantes  de  100  lieues  et  vont  à  la  rencontre 
Tun  de  F  autre.  Le  premier  fait  3  lieues  à  theure^  le  second  en 
fait  2.  Quels  chemins  les  deux  courriers  parcourront-ils  avant  de 
se  rencontrer  ? 

Le  choix  de  l'inconnue  a  une  grande  importance  pour  la 
facilité  des  raisonnements  et  la  simplicité  des  calculs.  Dans 
le  problème  actuel,  au  lieu  de  prendre  les  inconnues  indi- 
quées par  renoncé,  c'est-à-dire  les  chemins  parcourus,  nous 
prendrons  une  autre  inconnue  dont  les  premières  se  dé- 
duisent aisément,  savoir  le  temps  pendant  lequel  marchent 
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les  deux  courriers.  Soit  x  ce  temps  exprimé  en  heures. 
Le  premier  courrier,  faisant  3  lieues  à  l'heure,  parcourra 
en  x  heures  3x  lieues;  le  second,  faisant  2  lieues  à  l'heure, 
parcourra  dans  le  même  temps  aa?  lieues.  Mais  la  somme 
des  chemins  parcourus  doit  être  égale  à  la  distance  totale 
100  lieues.  On  a  donc  l'équation 

3#-|-a#  =  ioo; 
d'où  l'on  déduit 

x=ao. 

Ainsi,  les  deux  courriers  se  rencontrent  après  ao  heures 
de  marche.  Le  premier  aura  parcouru  60  lieues,  le  se- 
cond 40.  La  somme  est  bien  égale  à  100. 

14.  Problème  IX.  Une  montre  marque  midi;  les  deux  ai- 
guilles, savoir  C  aiguille  des  heures  et  celle  des  minutes,  sont  ac- 
tuellement au  mime  point  du  cadran.  On  demande  dans  combien 
de  temps,  et  en  quel  point  du  cadran,  l'aiguille  des  minutes  ren- 
contrera celle  des  heures. 

Le  cadran  d'une  montre  est  divisé  en  60  parties  égales. 
Dans  une  heure,  l'aiguille  des  minutes  parcourt  les  60  di- 
visions du  cadran,  tandis  que  celle  des  heures  n'en  parcourt 
que  5.  Prenons  l'heure  pour  unité  de  temps  et  appelons  x 
le  temps  cherché  ;  dan»  le  temps  x,  l'aiguille  des  heures  par- 
court 5x  divisions,  et  celle  des  minutes  6ox  ;  mais,  après  ce 
temps,  l'aiguille  des  minutes,  ayant  rejoint  celle  des  heures, 
a  parcouru  le  tour  du  cadran,  c'est-à-dire  60  divisions,  plus 
5x  divisions.  On  a  donc  l'équation 

60a? =60  4-  5#; 
d'où  l'on  déduit 

x=  —  =  —  =ik5nH =  ih5ma7iH 

55       11  11  11 
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Ainsi,  la  première  rencontre  aura  lieu  à  ih  5m  *?•  et  une 
fraction  £  de  seconde.  La  deuxième  rencontre  aura  lieu 
après  un  temps  égal,  c'est-à-dire  à  ah  1  om  4-nm  ;  la  troisième, 
encore  après  un  temps  égal,  c'est-à-dire  à  3h  i6m-f-ir,n»  e*c. 
La  onzième  rencontre  aura  lieu  à  minuit,  après  un  inter- 
valle de  ia  heures. 

15.  Problème  X.  Le  soleil  s'avance  chaque  jour  de  l'ouest 
à  test  de  5g' S',  19,  la  lune  de  i5°io'34*,  89.  La  lune  est  ac- 
tuellement en  conjonction  avec  le  soleil.  On  demande  dans  com- 
bien de  temps  elle  reviendra  en  conjonction. 

On  dit  que  la  lune  est  en  conjonction  avec  le  soleil  quand 
ces  deux  astres  sont  en  ligne  droite  avec  la  terre  et  d'un 
même  côté  de  la  terre  ;  c'est  le  moment  de  la  nouvelle  lune. 
Prenons  pour  unité  de  temps  le  jour  et  appelons  a:  le  temps 
cherché.  Réduisons  les  arcs  en  secondes.  Le  soleil,  décri- 
vant 3548*,  19  par  jour,  décrira  3548%  19  X  #  en  x  jours;  la 
lune,  décrivant  4?434",89  par  jour,  décrira  47434">&9  x  x  se- 
condes dans  le  même  temps.  Mais  la  lune,  ayant  rejoint 
le  soleil,  a  décrit  dans  le  ciel  une  circonférence  entière, 
c'est-à-dire  36o°ou  1296000*,  plus  l'arc  décrit  par  le  soleil. 
On  a  donc  l'équation 

47434,89  x=  1296000  -f-  3548,19  a:. 

On  en  déduit 

1296000  .     .,, 

ff=  ."r,~ =  2QI  1 2b 44™  2$,7. 

43886,70        V       •«      V 
Ce  temps  est  ce  qu'on  appelle  la  durée  de  la  révolution  sy- 
nodique  de  la  lune,  ou  le  mois  lunaire. 

16.  Problème  XI.  Combien  faut-ilmélanger  devin  à  45  cen- 
times le  litre  et  de  vin  à  33  centimes  pour  faire  i5o  litres  de 
mélange  à  40  centimes  le  litre? 
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Appelons  x  la  quantité  du  premier  vin  qu'il  faut  mettre 
dans  le  mélange;  celle  du  second  vin  sera  i5o — a?.  Un  litre 
du  premier  vin  coûtant  45  centimes,  a?  litres  coûteront  45a? 
centimes;  de  même  i5o — x  litres  du  second  vin  coûteront 
33  (  i5o — x)  centimes.  Mais,  puisqu'un  litre  du  mélange 
doit  revenir  à  4o  centimes  le  litre,  le  mélange  entier  doit 
coûter  4o  X  i5o  ou  6oooe.  On  a  donc  l'équation 

45a?  4*  33  (i  5o  —  x)  =  6ooo , 
en  prenant  le  centime  pour  unité. 

Multiplier  33  par  i5o — x  revient  à  le  répéter  i5o  fois 
moins  a?  fois,  ce  qui  donne  33  X  i5o  ou  4q5o  moins  33#. 
L'équation  devient  donc 

45a? + 495o  —  33a?  =  6ooo  ; 
d'où  l'on  déduit 

x  = =  87,5  litres. 

12 

En  retranchant  ce  nombre  de  i5o,  on  a  ce  qu'il  faut 

prendre  du  second  vin.  Ainsi,  on  mélangera  87,5  litres  du 

premier  vin  avec  6a,5  du  second. 

17.  Problème  XII.  On  a  un  lingot  d'argent  pesant  1345 
grammes  au  titre  0,87.  Combien  faut-il  y  ajouter  <Tun  second 
lingot  au  titre  0,95  pour  en  élever  le  titre  à  0,90? 

On  appelle  titre  d'un  lingot  d'or  ou  d'argent  la  quantité 
d'or  ou  d'argent  pur  que  renferme  un  gramme  du  lingot. 

Appelons  x  la  quantité  du  second  lingot  qu'il  faut  ajou- 
ter au  premier.  Le  lingot  formé  de  l'alliage  des  deux  pre- 
miers pèsera  ia45  +  a?  grammes.  Un  gramme  du  premier 
lingot  contenant  0,87  d'argent  pur,  1245  grammes  con- 
tiendront 0,87X1245  ou  io83,i5.  Un  gramme  du  second 
lingot  contenant  0,95  d'argent  pur,  a?  grammes  en  con- 
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tiendront  o,g5  X  x.  Mais  le  troisième  lingot,  pour  être  au 
titre  0,90  et  peser  12454-tf  grammes,  devra  contenir  0,90 
(i*45 +*)  d'argent  pur.  On  a  donc  l'équation 

io83,i5  +  o,95a?  =  0,90  (1245 +  x). 
Si  Ton  multiplie  par  100  les  deux  membres,  l'équation 

devient 

io83i5  +  95a:  =  90(1245  +  a?)  » 
ou 

io83i5-|-95a?=  ii2o5o-f-90#. 

On  en  déduit 

x  ==747  grammes. 

18.  Problème  XIII.  D'après  Vitruve,  la  couronne  du  roi 
Hiéron  pesait  7465  grammes  et  perdait  dans  Teautity  grammes. 
On  sait  que  Y  or  perd  dans  Ceau  les  52  millièmes  de  son  poids,  que 
r  argent  en  perd  les  95  millièmes.  Déterminer  les  quantités  (for 
et  d'argent  qui  entrent  dans  la  composition  de  la  couronne. 

On  raconte  que  le  roi  Hiéron  de  Syracuse  avait  fait  re- 
mettre à  un  orfèvre  une  certaine  quantité  d'or  pour  en 
faire  une  couronne.  Le  travail  achevé,  la  couronne  avait 
bien  le  poids  voulu,  mais  le  roi,  soupçonnant  l'orfèvre  d'a- 
voir gardé  une  partie  de  l'or  et  d'y  avoir  substitué  un  égal 
poids  d'argent,  consulta  Archimède  sur  le  moyen  de  dé- 
couvrir la  fraude  sans  endommager  la  couronne.  Un  jour 
qu  Archimède  était  aux  bains,  la  solution  du  problème  se 
v  présenta  tout  à  coup  à  son  esprit.  On  dit  que,  transporté 
de  joie,  il  s'élança  hors  du  bain,  et,  oubliant  qu'il  était  nu, 
traversa  les  rues  de  Syracuse  en  criant  :  J'ai  trouvé,  j'ai 

trouvé  (c<Jpiîita,  eflfwpta). 

Le  moyen  imaginé  par  Archimède  repose  sur  ce  principe 
de  physique  trouvé  par  lui,  savoir,  que  tout  corps  plongé 
dans  l'eau  y  perd  une  partie  de  son  poids  égal  au  poids  du 
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volume  d'eau  déplacé.  Il  consiste  à  déterminer  par  deux 
expériences  préliminaires  combien  l'or,  plongé  dans  l'eau, 
perd  de  son  poids,  et  combien  perd  l'argent;  puis  à  déter- 
miner de  la  même  manière  combien  perd  la  couronne  plon- 
gée dans  l'eau  et  à  comparer  le  résultat  aux  précédents. 

Un  gramme  d'or  perdant  o,o5a  dans  l'eau,  7465  grammes 
d'or  perdent  o,o5a  X  74*>5  ou  3&8,*8.  Si  la  couronne  était 
d'or  pur,  plongée  dans  l'eau,  elle  perdrait  donc  388, 18  ;  mais 
elle  perd  467  grammes  ;  ceci  annonce  qu'il  entre  dans  sa  com- 
position un  métal,  comme  l'argent,  moins  dense  que  l'or. 

Appelons  x  la  quantité  d'argent  introduite  par  l'orfèvre  ; 
la  quantité  d'or  sera  ?465 — x.  Un  gramme  «d'argent  per- 
dant 0,095  dans  l'eau,  x  grammes  perdront  0,095  x.  De 
même  7465 — x  grammes  d'or  perdront  o,o5»(7465 — x). 
La  perte  éprouvée  par  les  deux  quantités  d'or  et  d'argent 
devant  être  égale  à  la  perte  (jfiy  grammes  éprouvée  par  la 
couronne  (on  suppose  que  l'alliage  des  deux  métaux  a  Heu 
sans  contraction  ni  dilatation),  on  a  l'équation 

0,095$  -j-  o,a5a  (7465  —  x)  =  4^7- 

En  faisant  fat  multiplication  indiquée  par  la  parenthèse, 
cette  équation  devient 

0,095a: -f-388,i8 — o,o5ax=4^7 
0,04507=78,82, 
d'où  l'on  déduit 

x=  i833  grammes. 

Ainsi,  l'orfèvre  avait  substitué  18 33  .grammes  d'argent  à 
un  égal  poids  d'or. 

19.  Jusqu'ici  nous  n'avons  résolu  que  des  problèmes  à 
une  inconnue.  Nous  allons  -donuer  quelques  exemples  de 
questions  i  plusieurs  inconnues* 
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PROBLÈME  XIV.  Pour  payer  ses  ouvriers  sur  le  pied  de 
3  francs  chacun,  il  manque  8  francs  à  celui  qui  les  fait  travail- 
ler* Mais  s'il  ne  leur  donnait  que  a  francs  chacun,  il  lui  resterait 
3  francs.  Quelle  est  la  somme  d'argent  et  le  nombre  des  ouvriers? 

Désignons  par  x  le  nombre  des  ouvriers,  et  par  y  la 
somma  d'argent.  Pour  donner  3  francs  à  chacun,  il  fau- 
drait Zjc  francs  ;  mais  comme  il  manque  8  francs,  on  a  l'é- 
quation 

y  =  3x  —  8. 

Pour  donner  s  francs  à  chacun,  il  fa\it  2a?  francs,  et  comme 
il  reste  3  francs,  oçl  a  l'équation 

y  =  2X  -f-  3. 
On  a  ainsi  deux  équations  à  deux  inconnues. 

Si,  dans  la  seconde  équation,  nous  remplaçons  y  par  la 
quantité  égale  3a? — 8  donnée  par  la  première,  nous  obte- 
nons une  équation  à  une  seule  inconnue 

3a?  —  8s=z2x-\r3, 

de  laquelle  nous  déduisons,  en  la  résolvant  par  le  procédé 

ordinaire, 

a?=  11. 

Une  fois  la  valeur  de  x  trouvée,  on  obtient  celle  de  y  en 
remplaçant  x  par  sa  valeur  1 1  dans  l'une  des  deux  pre- 
mières équations,  ce  qui  donne 

Ainsi  il  7  a  1 1  ouvriers,  et  la  somme  d'argent  est  26  francs. 

SO.  Problème  XV.  Deux  sources,  qui  coulent  uniformé- 
ment, ont  rempli  çn&w&lç  un  réservoir  de  a$  mètres  cubes,  en 
coulant  tune  pendant  7  heures,  Foutre  pendant  a  heures.  Les 
deux  mêmes  sources  ont  rempli  un  second  réservoir  de  22  mètres 
tubçs,  M*  fFWOSère  coulant  pendant  3  heures,  la  seconde  pen- 
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dant  5  heures.  On  demande  quelle  est  la  dépense  de  chacune  de 
ces  sources. 

Prenons  pour  unité  de  volume  le  mètre  cube,  et  appelons 
a?  et  y  les  volumes  d'eau  que  fournissent  les  deux  sources 
par  heure.  La  quantité  d'eau  versée  par  la  première  en 
7  heures  est  yx,  celle  versée  par  la  seconde  en  a  heures 
est  ay  ;  le  premier  réservoir  ayant  été  rempli  de  cette  ma- 
nière, on  a  l'équation 

7a?4-*y=i8. 
De  même  3x  et  5y  sont  les  quantités  d'eau  versées  par  les  deux 
sources  en  3  heures  et  en  5  heures  ;  le  second  réservoir 
ayant  été  rempli  de  cette  façon,  on  a  la  seconde  équation 

3x+5y  =  aa. 

Pour  résoudre  ces  deux  équations,  tirons  de  la  première  la 
valeur  de  y,  comme  si  x  était  connue,  ce  qui  donne 

18  —  nx 

et  mettons  cette  valeur  à  la  place  de  y  dans  la  seconde 
équation,  nous  aurons  l'équation 

v       a       / 

qui  ne  renferme  plus  qu'une  seule  inconnue  x. 

Si  l'on  multiplie  par  5  le  numérateur  de  la  fraction,  cette 
équation  devient 

3ar  +  2 =aa; 

a 

en  chassant  le  dénominateur  et  résolvant,  on  trouve 

a9* 
Pour  avoir  ensuite  la  valeur  de  y,  on  remplacera  x  par 
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sa  valeur  —  dans  l'équation 
a9 

18  —  nx 

ce  qui  donne 

100 

On  vérifierait  que  les  nombres  fractionnaires  —  et  —  t 

29       »9 

mis  à  la  place  de  x  et  de  y,  satisfont  bien  aux  deux  équa- 
tions du  problème.  Si  l'on  réduit  en  décimales,  on  trouve 
que  les  deux  sources  dépensent  par  heure,  la  première 
i586  litres,  la  seconde  3448  litres,  en  négligeant  les  frac- 
tions de  litre. 

Résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues, 

21.  Remarquons  la  méthode  que  nous  avons  suivie  pour 
résoudre  deux  équations  à  deux  inconnues.  Nous  avons 
tiré  de  l'une  des  équations  la  valeur  de  l'une  des  incon- 
nues, par  exemple  de  y,  comme  si  l'autre  x  était  connue, 
et  nous  avons  substitué  cette  valeur  dans  l'autre  équation; 
nous  avons  obtenu  de  la  sorte  une  seule  équation  à  une  in- 
connue x,  que  nous  avons  résolue  par  le  procédé  ordinaire. 
Appliquons  encore  cette  méthode  à  quelques  exemples. 
Soient  les  deux  équations 

5a? — 3y=i4, 
7*  +  %  =  4o. 
De  la  première,  en  faisant  passer  le  terme  3y  dans  le  se- 
cond membre,  le  terme  14  dans  le  premier,  et  divisant 

par  3,  on  tire 

Sx — 14 

y= — 5 — 
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Mettons  cette  valeur  à  la  place  de  y  dans  la  seconde  équa- 
tion, nous  aurons  l'équation  à  une  inconnue 

5x — 14 

7x  +  6 3-^  =  40. 

Ici  le  diviseur  3  disparaît,  à  cause  du  multiplicateur  6,  et 
réquatiaft  devient 

7#  +  2  (5x  —  14)  =  4°> 
ou 

jx-\-\ox —  28=40; 
d'où 

a?=4. 

En  portant  eette  valeur  de  x  dans  relation 

5x — 14 

on  trouve 

Vérification.  Ces  deux  valeurs  4  et  2,  mises  à  la  place  de 
x  et  de  y,  rendent  les  deux  premiers  membres  des  équa- 
tions proposées  égaux  respectivement  à  14  et  à  40,  et  les 
équations  sont  satisfaites. 

Soient  encore  les  deux  équations 

\\x — i5y=   7. 
De  la  première,  résolue  par  rapport  à  y,  nous  tirons 

i3x — 17 

y= -• 

9 

Si,  afin  d'éviter  le  signe  —  devant  le  terme  en  y  dans  H 
seconde  équation!  on  fait  passer  ce  terme  dans  le  second 
membre,  cette  équation  devient 

nj?  =  7+i5y; 
en  mettant  à  la  place  de  y  sa  valeur  déduite  de  la  pre- 
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mière  équation,  on  a  * 

9 

On  peut  simplifier  cette  équation  en  divisant  par  3  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  de  la  fraction,  ce  qui  donne 

ou 

,  65a?  —  85 

yT^         3 

Multiplions  par  3,  l'éqiation  devient 

33ar  =  ai+65ir—  85; 
d  ou  Ton  tire 

#=2. 
Cette  valeur,  portée  dans  l'équation 

donne 

Nous  verrons  plus  tard  que  la  précaution  que  nous  avons 
prise  de  faire  passer  le  terme  i5y  daos  le  second  membre, 
afin  d'éviter  le  signe  —,  n'est  pas  nécessaire. 

M.  Problème  XVI.  On  a  formé  trou  mélanges  de  froment, 
ie  seigle  et  d'orge.  Le  premier  contient  10  mesures  de  froment9 
5o  de  seigle  et  20  dorge;  il  retrient  A  a3o  francs.  Le  second 
contient  ia  mesures  de  froment,  i5  de  seigle  et  6  dorge;  il  re- 
vient à  i38  francs.  Le  troisième  contient  4  mesurée  de  froment, 
10  de  seigle  et  5  (Forge,  et  revient  à  yS  francs.  Quel  est  le  prix 

,       *  la  mesure  de  froment,  de  seigle  et  dorge? 

'  Appelons  x,  y,  z  le  prix  d'une  mesure  de  chaque  denrée. 
Une  mesure  de  froment  valant  x  francs,  10  mesures  vau- 
dront 10  fois  plus,  c'est-à-dire  10a?;  ainsi  la  quantité  de 
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froment  contenue  dans  le  premier  mélange  coûtera  îox;  de 
même  la  quantité  de  seigle  coûtera  3oy,  la  quantité  d'orge 
20Z  ;  comme  le  mélange  coûte  a3o  francs,  on  a  l'équation 

ioj?  +  3oy  +  aoz  =  23o. 
On  obtiendra  de  même  les  équations 

iax+  i5y  +  6z=i38, 
4#+loy~h5z  =  75. 
Nous  remarquons  d'abord  que  Ton  peut  simplifier  la  pre- 
mière équation  en  divisant  tous  ses  termes  par  10,  et  la  se- 
conde en  divisant  tous  ses  termes  par  3,  de  sorte  que  ces 
trois  équations  deviennent      ' 

x+  3y  +  2Z  =  a3, 
4*+   5y  +  2Z=46, 
l\x  +  îoy  -f-  5z  =  75. 
Il  s'agit  de  résoudre  ces  trois  équations  à  trois  inconnues. 
La  méthode  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  suivie 
pour  deux  équations  à  deux  inconnues.  De  la  première 
équation  résolue  par  rapport  à  x,  comme  si  l'on  connaissait 

y  et  z,  on  tire 

£  =  23  —  3y  —  2Z. 

Si  nous  mettons  à  la  place  de  x  cette  valeur  dans  les  deux 

autres  équations,  nous  obtiendrons  deux  équations  à  deux 

inconnues 

4(a3  — 3y  — 2z)+   5y  +  2z  =  46, 

4(23  — 3y  — 2z)+ioy-(-5z  =  75. 

Ces  équations,  simplifiées,  deviennent 

7y  +  6z  =  46, 

2y  +  3z  =  i7. 

De  la  dernière,  nous  tirons 

17  — 2y. 
3 
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substituant  dans  la  précédente,  nous  obtenons  une  équa- 
tion à  une  inconnue 


7^  +  6^-^=46, 


17  — »y_ 
plus  simplement 

7y+a(i7— ay)=46; 

doù 

y=4. 

En  portant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation 

17  —  *y 

*  — s-  ' 

on  trouve 

z  =  3. 

En  portant  ces  valeurs  de  y  et  de  %  dans  l'équation 

a?=a3 —  3y —  az, 
on  trouve  enfin 

ar=5. 

Ainsi,  la  mesure  de  froment  coûte  5  francs,  celle  de  seigle 

4  francs,  celle  d'orge  3  francs. 

> 

Emploi  des  lettres  comme  moyen  de  généralisation* 

23.  Nous  avons  expliqué  la  formation  d'une  écriture 
abrégée  qui  facilite  beaucoup  le  raisonnement  et  qui  con- 
stitue, en  quelque  sorte,  la  langue  des  mathématiques.  Elle 
présente  un  autre  avantage  non  moins  important,  qui  est 
de  généraliser  la  résolution  des  problèmes.  Il  suffit,  pour 
cela,  de  représenter  par  des  lettres,  non-seulement  les  quan- 
tités inconnues,  mais  encore  les  quantités  connues,  et  nous 
avons  déjà  dit  que,  afin  d'éviter  la  confusion,  on  se  sert  des 
premières  lettres  de  l'alphabet  pour  les  quantités  connues, 
des  dernières  pour  les  quantités  inconnues.  De  cette  ma- 
nière, les  raisonnements  porteront  non  plus  sur  des  nom* 
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bres  particuliers,  mais  sur  des  quantités  quelconques,  et 
l'on  résoudra  ainsi,  à  la  fois,  toutes  les  questions  de  même 
espèce.  Quelques  exemples  feront  bien  comprendre  cette 
nouvelle  propriété  de  l'algèbre. 

24.  Reprenons  le  problème  I.  Partager  5o  francs  entre 
trois  personnes,  de  manière  que  la  première  ait  6  francs  de 
plus  que  la  seconde,  la  seconde  4  francs  de  plus  que  la  troi- 
sième. 

Nommant  a?  la  troisième  part,  nous  avons  dit  que  les  deux 
autres  parts  sont  exprimées  par  #  +  4  et  a; -|- 4  +  6;  écri- 
vant que  la  somme  des  trois  parts  est  égale  à5o,  nous  avons 
obtenu  l'équation 

3a?  +  i4  =  5o, 
que  nous  avons  résolue,  et  d'où  nous  avons  déduit 

x  =  12. 

Si  l'on  change  les  nombre»  qui  entrent  dans  l'énoncé  du 
problème,  si  l'on  demande,  par  exemple,  de  partager 
64  francs  entre  trois  personnes,  de  manière  que  la  première 
ait  5  francs  de  plus  que  la  seconde,  la  seconde  7  francs  de 
plus  que  la  troisième,  il  est  clair  qu'il  faudra  recommencer 
exactement  les  mêmes  raisonnements. 

Ainsi,  nommant  la  troisième  part a?, 

la  seconde  sera x  -}-  7, 

la  première #  +  7  +  5. 

Écrivant  que  la  somme  des  trois  parts  est  égale  au  nombre 
à  partager  64,  on  aura  l'équation 

3a? -f- 19=64, 
que  Ton  résoudra  de  la  même  manière,  et  d'où  Ton  déduira 

a?  =  i5. 
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On  a  dû  naturellement  se  demander  si  Ton  ne  pourrait 
pas  résoudre  à  la  fois  toutes  les  questions  de  ce  genre,  de 
manière  qu'on  ne  fût  pas  obligé  de  recommencer  les  mêmes 
raisonnements  dans  chaque  exemple  particulier.  Or  ceci 
est  bien  facile.  Représentons  par  la  lettre  a  la  somme  q 
partager,  par  *  l'excès  de  la  première  part  sur  la  seconde, 
par  c  l'excès  de  la  seconde  sur  la  troisième,  et  raisonnons 
sur  ces  lettres  comme  sur  des  nombres  donnés. 

Nommant  la  troisième  part x, 

la  seconde  sera x  -f-  *, 

la  première #  +  *  +  *- 

Écrivant  que  la  somme  des  trois  parts  est  égale  au  nombre 
à  partager  a,  nous  aurons  l'équation 

Sx  4-  se  +  *  =  û- 
Retranchons  des  deux  membres  les  quantités  *  et  ac,  l'é- 
quation devient 

3#=0  —  b-^xe\ 

divisant  par  3,  notis  trouvons 

a  —  b  —  %e 

*=— i — 

C'est  là  ce  qu'on  appelle  une  formule.  Elle  indique  quelles 
opérations  il  faut  effectuer  sur  les  quantités  connues  pour 
en  déduire  la  valeur  de  l'inconnue.  Cette  formule  dit  que 
pour  trouver  la  troisième  part,  il  faut,  du  nombre  à  partager 
a,  retrancher  l'excès  b  de  la  première  part  sur  la  seconde, 
et  deux  fois  l'excès  c  de  la  seconde  sur  la  troisième,  puis 
diviser  le  résultat  par  3. 

Quand  on  veut  appliquer  à  un  exemple,  on  remplace 
dans  la  formule  les  lettres  par  leurs  valeurs  particulières 
et  Ton  effectue  les  calculs.  Ainsi,  dans  le  premier  exemple, 
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on  fera  a=5o,  6=6,  c=4;  la  formule  donne 

5o— 6  —  4Xa. 
X= - , 

d'où,  en  effectuant  les  calculs, 

£=12. 

C'est  bien  la  valeur  trouvée  directement, 

28.  Généralisons  de  la  même  manière  le  problème  VIII, 
et  pour  cela  représentons  par  a  la  distance  des  deux  villes, 
par  b  la  vitesse  du  premier  courrier,  c'est-à-dire  le  nombre 
de  lieues  qu'il  parcourt  en  une  heure,  par  c  la  vitesse  du 
second.  Nous  prendrons  encore  pour  inconnue  le  temps 
pendant  lequel  marchent  les  deux  courriers  jusqu'à  leur 
rencontre.  Nommons  x  ce  temps.  Le  premier  courrier,  fai- 
sant b  lieues  à  l'heure,  parcourra  en  x  heures  bx  lieues; 
le  second,  faisant  c  lieues  à  l'heure,  parcourra  dans  le 
même  temps  ex  lieues.  Mais  la  somme  des  chemins  par- 
courus par  les  deux  courriers  doit  être  égale  à  la  distance 
totale  a  lieues.  Nous  avons  donc  l'équation 

bx  +  ex  =  a, 
que  l'on  peut  écrire 

(b-\-c)x=a, 

la  parenthèse  indiquant  que  la  quantité  6-|-c  est  multi- 
pliée par  x.  En  divisant  les  deux  membres  de  l'équation 

par*+c>ona 

a 


.    à  +  c 

Cette  formule  dit  que,  pour  trouver  après  combien 
d'heures  a  lieu  la  rencontre,  il  faut  diviser  la  distance  des 
deux  points  de  départ  par  la  somme  des  chemins  que  par- 
courent les  deux  courriers  en  une  heure. 
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On  appliquera  à  l'exemple  considéré,  en  faisant  a=  100, 
é=3,  c=2,  ce  qui  donne 

100  100 

X  =  =— : =  -— -  =  20  . 

3  +  2        5 

26.  Généralisons  encore  le  problème  VII,  que  nous  po- 
serons ainsi  :  l'âge  d'un  père  est  a  années,  celui  du  fils  b. 
Dans  combien  de  temps  l'âge  du  père  sera-t-il  n  fois  l'âge 
du  fils? 

Désignons  par  x  le  nombre  d'années  cherché.  Après  ce 
temps,  l'âge  du  père  sera  a-\-x,  celui  du  fils  *+#.  Comme 
l'âge  du  père  doit  être  n  fois  l'âge  du  fils,  on  a  l'équation 

a  +  a?=(6  +  a?)Xn, 
ou 

a-\-x  =  nb-\-nx. 

Par  la  transposition  des  termes,  cette  équation  devient 

a  —  nb  =  nx — x, 
ou 

a  —  nb  =  x  X  (»  —  i); 
d'où  l'on  déduit 

a — nb 

x= • 

n — i 

Si  l'on  applique  à  l'exemple  considéré,  on  fera  a =4o, 

6=io,  n=3;  la  formule  donne 

4o  —  io  X  3 4o—  3o 

3  —  1  2 

97.  Cette  introduction  suffit,  je  pense,  pour  faire  com- 
prendre au  lecteur  le  but  de  l'algèbre,  et  lui  donner  une 
idée  de  la  méthode  à  laquelle  les  mathématiciens  ont  donné 
le  nom  d'analyse.  Elle  offre  d'ailleurs  l'avantage  de  mettre 
les  commençants  en  état  de  résoudre  immédiatement  un 
grand  nombre  de  questions  ;  nous  en  proposons  ici  quelques- 
unes  comme  exercices.  Nous  allons  maintenant  revenir  sur 
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nos  pas  et  exposer  eu  détail,  et  avec  ordre,  le  mécanisme 
du  calcul  algébrique. 

EXERCICES. 

Problème  I.  Trois  personnes  ont  ensemble  na  ans;  la  deuxième 
a  8  ans  de  plus  que  la  plus  jeune;  la  troisième  a  autant  que  les 
deux  autres.  Quel  est  l'âge  de  chacune  d'elles.? 

Réponse.  La  plus  jeune  a  a4  ans,  Ja  deuxième  3a  ans,  la  troi- 
sième 56. 

Problème  IL  Faire  53  francs  avec  16  pièces  de  a  et  de  5  francs. 

Réponse.  On  prendra  9  pièces  de  s  francs  et  7  de  5  francs. 

Problème  III.  Un  homme,  en  arrivant  à  Paris,  a  dépensé  le  pre- 
mier jour  le  \  de  son  argent,  le  second  jour  la  moitié  du  reste  ;  il 
n'a  plus  alors  que  48  francs..  Combien  an  ait-il  d'argent? 

Réponse,  iao  francs. 

Problème  IV.  Trouver  la  fraction  telle  que,  si  l'on  ajoute  1  à 
son  numérateur,  elle  devienne  égale  à  $  et  si  l'on  ajoute  1  à  son 
dénominateur,  elle  devienne  égale  à  J. 

Réponse.  ^. 

Problème  V.  Un  bassin  est  alimenté  par  deux  tuyaux  de  conduite. 
Dans  une  première  expérience,  le  premier  ayant  été  ouvert  pen- 
dant 4  heures  et  le  second  pendant  5  heures,  on  a  obtenu  40  mètres 
cubes  d'eau.  Dans  une  seconde  expérience,  le  premier  ayant  été  ou- 
vert pendant  6  heures  et  le  second  pendant  3  heures  et  demie,  on  a 
obtenu  5o  mètres  cubes.  Quelle  est  la  quantité  d'eau  que  chaque 
tuyau  fournit  en  une  heure  ? 

Réponse,  Le  premier  tuyau  dépap*e.6$7$  tititts4'eaupar  heure,  le 
second  a5oo. 

Problème  VI.  Une  personne  a  des  jetons  dans  ses  deux  mains  ; 
si  elle  en  passe  une  de  la  droite  dans  ,1a  gauche,  il  y  en  a  autant 
dans  les  deux  mains;  mais  si  elle  en  passe  un  de  la  gauche  dans  la 
droite,  celle-ci  en  contient  le  double. 

Réponse.  La  main  droite  contient  7  jetons,  la  gauche  5. 

Problème  VIL  Une  personne  a  décidé  dans  .son  testament  que  sa 
fortune  serait  distribuée  entre  quatre  personnes,  de  manière  que  la 
deuxième  ait  deux  fois  autant  que  la  première,  la  troisième  autant 
,que  les  .deux  premières  et  la  quatrième  autant  que  la  deuxième  et 
la  troisième.  La  fortune  totale  s'élève  a  1 1000  francs.  Quelle  est 
la  part  de  chacune  d'elles? 

Réponse.  La  première  aura  1000  francs,  la  «deuxième  aooo,  la 
troisième  3ooo  et  la  quatrième  5ooo. 


INTRODUCTION.  31 

Problème  VIII.  Trouver  le  nombre  dont  le  double  ajouté  à  24 
surpasse  80  autant  que  100  surpasse  ce  nombre. 

Réponse.  5a. 

Problème  IX.  Partager  7*  en  deux  parties  telles  que  3  fois  la  plus 
grande  surpasse  7  fois  la  plus  petite  de  i5. 

Réponse.  Ces  deux  parties  sont  54  et  ai. 

Problème  X.  De  deux  tonneaux  égaux,  après  avoir  tiré  de  l'un 
45  litres  et  de  L'autre  i5o,  il  reste  deux  fois  plus  de  vin  dans  le 
premier  que  dans  le  second.  Combien  chaque  tonneau  contenait-il 
de  litres? 

Réponse,  a  55  litres. 

Problème  XI.  Un  maître,  ayant  proposé  ia  problèmes  à  son 
élève,  convient  de  lui  donner  a5  centimes  pour  chaque  problème 
résolu,  à  la  condition  que  l'élève  paiera  10  centimes  pour  chaque 
Droblème  non  résolu.  Le  compte  fait,  le  maître  doit  à  l'élève 
1  franc  a5  centimes.  Combien  celui-ci  a-t-il  résolu  de  problèmes? 

Réponse,  L'élève  a  résolu  7  problèmes. 
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Définitions. 

88.  Toute  expression  algébrique  indique  une  série  d'opé- 
rations à  effectuer  sur  des  quantités  représentées  par  des 
lettres.  L'expression  est  un  polynôme,  si  elle  est  composée 
de  plusieurs  parties  séparées  les  unes  des  autres  par  le 
signe + ou  par  le  signe — ;  ces  diverses  parties  sont  les 
termes  du  polynôme.  Dans  le  cas  contraire,  c'est  un  monôme. 

On  donne  spécialement  le  nom  de  binôme  à  tout  poly- 
nôme composé  de  deux  termes,  celui  de  trinôme  à  tout  po- 
lynôme composé  de  trois  termes,  etc. 

Ainsi,  les  expressions 

5abc    '        a+ô       >    V«'  +  t>'> 
sont  des  monômes. 

Les  expressions 

/—                 af  +  £a 
5a8  —  5a*    ,    a+4ya*     ,    7a ZTT9 

sont  des  binômes. 
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Les  expressions 

a*  —  2a*  +  3A»     ,    aa-f  Z^âb  —  5i, 

sont  des  trinômes. 
L'expression 

44— 3a3*+5a*ô8  — 7a/;8  — 26* 
est  un  polynôme  à  cinq  termes. 

29.  Une  expression  algébrique,  qui  ne  contient  pas  le 
signe  \l    ,  est  dite  rationnelle  ;  par  opposition,  elle  est  dite 

irrationnelle,  si  elle  contient  le  signe  v/~\ 

L'expression 

4a*_—  36» 

"  a+b~~ 
est  rationnelle  ;  mais  l'expression 

a-\-\[ab 
est  irrationnelle. 

30.  Une  expression  rationnelle  est  entière,  si  elle  ne  con- 
tient pas  le  signe  de  la  division  ;  elle  est  fractionnaire 9  si 
elle  le  contient. 

L'expression 

a1  —  zab  -f-  b* 

est  un  polynôme  entier. 

L'expression 

a1  —  b2 

est  fractionnaire. 

31.  Tout  monôme  entier  est  de  la  forme 

yazb%c. 
Il  faut  distinguer  dans  ce  monôme  les  lettres  a,  b,  c  qui 
le  constituent,  les  exposants  3,  a,  1  dont  ces  lettres  sont 

affectées  (la  lettre  c,  qui  n'a  pas  d'exposant,  est  censée  af- 

3 
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fectée  de  /exposant  1  ;  et,  en  efiet,  la  quantité  c  est  la  pre- 
mière puissance  de  c),  et  le  multiplicateur  7  placé  au  com- 
mencement. Ce  multiplicateur  porte  spécialement  le  nom 
de  coefficient  ;  il  indique  que  la  quantité  a*b*c  est  répétée 
7  fois. 

Le  monôme 

a8Aac, 

qui  n'a  pas  de  coefficient,  est  censé  avoir  le  coefficient  1  ; 

en  effet,  on  a  ici  une  fois  la  quantité  as69c. 

32.  On  appelle  degré  d'un  monôme  entier,  par  rapport  à 

une  lettre,  l'exposant  de  cette  lettre  ;  degré  par  rapport  à 

plusieurs  lettres,  la  somme  des  exposants  de  ces  lettres. 

Ainsi  le  monôme 

7a8é'c 

est  du  troisième  degré  par  rapport  à  a,  du  second  degré 
par  rapport  à  A,  du  premier  degré  par  rapport  à  c.  Il  est  du 
cinquième  degré  par  rapport  aux  deux  lettres  a  et  b>  du 
sixième  degré  par  rapport  aux  trois  lettres  a,  b,  c 

On  appelle  degré  d'un  polynôme,  par  rapport  à  une  lettre, 
le  degré  du  terme  dans  lequel  cette  lettre  est  affectée  du 
plus  fort  exposant.  Ainsi  le  polynôme 

5a?3  —  4#f  +  3a?  —  6 
est  du  troisième  degré  par  rapport  à  x. 

Lorsque  tous  les  termes  d'un  polynôme  sont  du  même 
degré  par  rapport  aux  différentes  lettres  qu'il  renferme,  on 
dit  qu'il  est  homogène.  Ainsi  le  polynôme 

ao8  —  SaPb  +  t&b*  —  6b9 
est  homogène  et  du  troisième  degré,  parce  que  tous  ses 
termes  sont  du  troisième  degré,  par  rapport  aux  deux 
lettres  0  et  b  qui  entrent  dans  ce  polynôme 
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Un  terme  qui  ne  contient  pas  une  lettre  est  regardé 
comme  étant  du  degré  o  par  rapport  à  cette  lettre.  Ainsi 
le  premier  terme  aa',  qui  ne  contient  pas  la  lettre  b,  sera 
du  degré  o  par  rapport  à  b.  Le  dernier,  qui  ne  contient  pas 
la  lettre  a,  sera  du  degré  o  par  rapport  à  a  ;  de  cette  façon, 
on  peut  dire  que  dans  tous  les  termes  la  somme  des  expo- 
sants est  égale  à  3. 

Polynôme. 

33.  Un  polynôme  indique  une  série  d'additions  et  de 
soustractions  à  effectuer. 
Ainsi  le  polynôme 

a-\-b  —  c-\-d — e —  / 

indique  qu'il  faut  ajouter  la  quantité  a,  puis  la  quantité  b, 
ensuite  retrancher  c,  ajouter  rf,  retrancher  e  et  encore  /. 

Les  termes  affectés  du  signe  +  sont  dits  positifs;  les 
termes  affectés  du  signe — sont  dits  négatifs.  Le  terme  a, 
qui,  placé  au  commencement,  n'a  pas  de  signe,  est  positif, 
et  doit  être  considéré  comme  affecté  du  signe  +. 

Il  est  évident  que  la  série  des  opérations  indiquées  par  un 
polynôme  revient  à  ajouter  la  somme  des  termes  positifs  et  à 
retrancher  la  somme  des  termes  négatifs. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  supposons  que  le 
polynôme  représente  les  opérations  d'un  négociant  dans 
le  courant  de  la  journée,  les  termes  positifs  étant  les  re- 
cettes,  les  termes  négatifs  les  dépenses.  Au  commencement 
de  la  journée,  le  négociant  avait  en  caisse  une  certaine 
somme  d'argent  ;  il  a  fait  d'abord  une  recette  a  et  une  se- 
conde recette  *  ;  puis  il  a  payé  c  ;  après  quoi  il  a  reçu  d,  il 
a  payé  e  et  encore  f  II  est  évident  qu'à  la  fin  de  la  journée 
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son  avoir  a  été  augmenté  de  la  somme  des  recettes  et  di- 
minué de  la  somme  des  dépenses. 
Soit  le  polynôme  numérique 

12  +  7 —  )5  +  20  —  6  —  a. 

La  somme  des  termes  positifs  est  39,  celle  des  termes  né- 
gatifs a3.  Il  faut  ajouter  3g  et  retrancher  23,  ce  qui  revient 
à  ajouter  16,  excès  de  la  première  somme  sur  la  seconde. 
Dans  ce  cas,  la  valeur  du  polynôme  est  positive  ;  on  l'é- 
crit +  16. 

Lorsque  la  somme  des  termes  négatifs  l'emporte  sur  celle 
des  termes  positifs,  le  polynôme  n'en  conserve  pas  moins 
une  signification  très-nette.  Soit  le  polynôme 

5  —  3  +  7  —  10  +  4—9. 

Il  faut  ajouter  16,  somme  des  termes  positifs,  et  retran- 
cher 22,  somme  des  termes  négatifs;  ce  qui  revient  à 
retrancher  6,  excès  de  la  seconde  somme  sur  la  première. 
Dans  ce  cas,  la  valeur  du  polynôme  est  négative;  on  l'é- 
crit —  6. 

Deux  polynômes,  et  en  général  deux  expressions  algébri- 
ques sont  égales,  lorsqu'elles  ont  la  même  valeur  affectée 
du  même  signe. 

34.  Il  résulte  clairement  de  ce  qui  précède  que  l'on  peut 
changer  à  volonté  V ordre  des  termes  d'un  polynôme;  car, 
quel  que  soit  l'ordre  des  termes,  on  a  toujours  finale- 
ment la  même  somme  à  ajouter  et  la  même  somme  à  re- 
trancher. 

Ainsi  les  termes  du  polynôme 

a  +  é  —  c  +  d — e  —  / 
peuvent  être  écrits  dans  tel  ordre  qu'on  voudra,  par  exemple 
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dans  Tordre  suivant 

—  e  +  d — /+  a  —  c  4"  *• 
Il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  commencer  par  un  terme  né- 
gatif. Pour  revenir  à  notre  comparaison,  cela  signifie  que 
le  négociant  commence  par  payer  e,  qu'il  reçoit  ensuite  d, 
qu'il  paye  /",  etc.  Or  rien  n'empêche  de  supposer  que  le  né- 
gociant a  dans  sa  caisse,  au  commencement  de  la  journée, 
une  assez  grande  somme  d'argent  pour  effectuer  les  paie- 
ments. 

Termes  semblables. 

35.  On  dit  que  deux  termes  sont  semblables  lorsqu'ils  sont 
composés  des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposants, 
et  qu'ils  ne  diffèrent  que.  par  les  coefficients  et  les  signes. 

Soit  le  polynôme 

5a»— 4a1  A  +  7a*8 + a1  A  —  aa8  —  8a62  +  a8  —  iaa62  +  3a8A. 
Nous  voyons  d'abord  les  trois  termes  semblables 

5a8  —  2a3  -\-  a8, 
que  l'on  peut  réduire  et  remplacer  parle  seul  terme  +  W%. 
En  effet,  la  quantité  a8  doit  être  ajoutée  5  fois  et  encore 
i  fois,  c'est-à-dire  6  fois,  et  retranchée  a  fois,  ce  qui  revient 
à  l'ajouter  4  fois. 
Nous  trouvons  ensuite  les  termes  semblables 

— 4ofA  +  ûf*  +  3af* 

qui  se  détruisent;  car  la  quantité  a1  à  doit  être  ajoutée  3  fois 
et  encore  i  fois,  c'est-à-dire  4  fois,  et  retranchée  4  fois. 
Il  reste  les  termes  semblables 

+  7a68  —  Sab*—  îaaé1, 
qui  se  réduisent  à  —  \Zab%  ;  car  la  quantité  ab%  doit  Stre 
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ajoutée  7  fois  et  retranchée  8  fois  et  encore  ia  fois,  c'est- 
à-dire  20  fois,  ce  qui  revient  à  la  retrancher  i3  fois. 
Ainsi,  le  polynôme  proposé  s'écrit  plus  simplement 

4a8  —  i3aAs. 

Dans  la  pratique,  on  opère  très-rapidement  cette  réduc- 
tion des  termes  semblables.  Soient  les  termes  semblables 

+  7a*1  —  8aAf  —  laaé1  ; 
faisant  abstraction  de  la  quantité  a*1,  on  ne  considère  que 
les  coefficients  et  les  signes 

4-7_8— ia, 

et  l'on  calcule  la  valeur  —  1 3  de  ce  polynôme  numérique  ; 
puis  on  écrit  —  i3aéf  au  résultat,  et  l'on  barre  les  termes 
réduits. 

Ordonner  un  polynôme. 

36.  Après  avoir  réduit  les  termes  semblables,  on  a  cou- 
tume d'ordonner  le  polynôme,  soit  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  d'une  même  lettre,  soit  par  rapport 
aux  puissances  croissantes,  c'est-à-dire  que  l'on  écrit  les 
termes  dans  un  ordre  tel  que  les  exposants  de  cette  lettre 
aillent  soit  en  diminuant,  soit  en  augmentant. 

Ainsi  le  polynôme 

est  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x. 
Ce  même  polynôme,  écrit  en  ordre  inverse, 

—  6  +  3*  —  4x1  +  5j?s, 

sera  ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes.  Le 
terme  — 6,  qui  ne  contient  pas  la  lettre  x,  sera  regardé 
comme  étant  du  degré  0. 
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Quand  un  polynôme  contient  des  termes  de  tous  les  de- 
grés, à  partir  du  degré  le  plus  élevé,  on  dit  qu'il  est  complet. 
Le  polynôme  étant  supposé  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes,  la  série  des  exposants  commence  à  zéro, 
et  s'élève  jusqu'au  degré  du  polynôme  inclusivement.  Il  y 
a  donc  autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré 
plus  un.  Ainsi  le  polynôme  précédent  est  un  polynôme  com- 
plet du  troisième  degré,  et  il  renferme  quatre  termes. 

Lorsqu'un  polynôme,  contenant  deux  lettres,  est  homo- 
gène, si  on  l'ordonne  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  l'une  d'elles,  il  sera  en  même  temps  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  de  l'autre  ;  car,  la  somme 
des  exposants  des  deux  lettres  étant  la  même  dans  tous  les 
termes,  si  les  exposants  de  Tune  d'elles  vont  en  diminuant, 
ceux  de  l'autre  iront  nécessairement  en  augmentant.  Ainsi 
le  polynôme  homogène 

2a8  —  5a»é  +  4aô»  —  6A8, 

qui  a  été  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
de  a,  se  trouve  en  même  temps  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  A. 


CHAPITRE   II 

ADDITION    ET    SOUSTRACTION 

Addition. 

37.  Proposons-nous  d'ajouter  à  un  premier  polynôme  un 
second  polynôme  ;  nous  supposons  que  ce  second  polynôme 
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ait  une  valeur  positive,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  termes 
positifs  l'emporte  sur  celle  des  termes  négatifs.  Ajouter  ce 
polynôme,  c'est  ajouter  sa  valeur,  en  d'autres  termes,  c'est 
ajouter  l'excès  de  la  somme  de  ses  termes  positifs  sur  la 
somme  des  termes  négatifs.  Mais  ajouter  cette  différence 
revient  évidemment  à  ajouter  les  termes  positifs  et  retran- 
cher les  termes  négatifs,  ce  qui  se  fera  en  écrivant  à  la 
suite  du  premier  polynôme  tous  les  termes  du  second, 
chacun  avec  son  signe.  Ainsi  : 

Règle.  A  un  polynôme  on  en  ajoute  un  autre,  en  écrivant 
à  la  suite  du  premier  successivement  tous  les  termes  du  second* 
chacun  avec  son  signe. 

Exemple.  Additionner  les  polynômes 

3a*  —  5a»6+  7a2A»  +  4ai8  —   b\ 

—  aa4  —  3a'ô-i-  8af b*  +  7***  +  2Ô4, 

6a4  —  aa*  b  —  i 5a»ô*  —  6ab*  —  ai4. 

Imaginons  que  Ton  ait  écrit  tous  les  termes  de  ces  trois 
polynômes,  les  uns  à  la  suite  des  autres,  chacun  avec  son 
signe,  en  affectant  du  signe  +  le  premier  terme  6a4  du 
troisième  polynôme;  réduisons  les  termes  semblables,  nous 
obtiendrons  le  polynôme 

7a4  —  ioa8A  -f-  5a6s  —  bk. 

38.  Remarque.  On  peut  grouper  dans  une  parenthèse 
plusieurs  termes  d'un  polynôme,  en  conservant  à  chaque 
terme  son  signe  et  mettant  le  signe + devant  la  parenthèse. 

Par  exemple,  le  polynôme 

a  —  b-\-c  —  d — e-\-f 
peut  être  écrit  sous  la  forme 

a  —  b  +  {c  —  d  —  *  +  /"). 
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En  effet,  la  parenthèse  précédée  du  signe  +  indique  l'addi- 
tion du  polynôme  ;  si  Ton  effectue  cette  addition  d'après  la 
règle  énoncée,  on  reproduit  évidemment  le  polynôme  pro- 
posé. 

Il  n'y  a  pas  à  s'inquiéter  de  savoir  si,  parmi  les  termes 
mis  entre  parenthèses,  la  somme  des  termes  positifs  est 
plus  grande  que  celle  des  termes  négatifs,  pourvu  que  l'on 
étende  aux  polynômes  négatifs  la  règle  démontrée  pour 
l'addition  des  polynômes  positifs.  Ainsi  nous  dirons  qu'a- 
jouter un  polynôme  quelconque,  c'est  écrire  tous  ses 
termes,  chacun  avec  son  signe. 

39.  H  convient  aussi  d'appliquer  la  même  règle  à  un 
terme  pris  isolément,  et  nous  dirons  qu'ajouter  une  quantité 
affectée  du  signe  +  ou  du  signe  —,  c'est  l'écrire  avec  son 
signe.  Soit,  par  exemple,  le  polynôme 

i5  —  3  +  6  —  9  —  4  +  2. 
Si  nous  mettons  les  quatre  derniers  termes  entre  paren- 
thèses, nous  écrirons  ce  polynôme  sous  la  forme 

!5  — 5  +  (6  — g  — 4  +  a). 
La  partie  mise  entre  parenthèses  est  négative;  mais  ceci 

n'offre  aucun  inconvénient,  puisqu'en  effectuant  l'addition 

d'après  la  règle  énoncée  on  reproduit  le  polynôme  proposé. 

Remplaçons  maintenant  le  polynôme  entre  parenthèses  par 

sa  valeur — 5;  il  s'agit  d'ajouter  — 5;  pour  cela,  nous 

écrirons  —  5,  ce  qui  donne 

!5_  3  —  5. 

Et,  en  effet,  dans  le  polynôme  proposé,  la  partie 

+  6  —  9  —  4  +  a, 
mise  entre  parenthèses,  signifie  qu'il  faut  ajouter  8  et  re- 
trancher i3,  c'est-à-dire  retrancher  5. 
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40.  D'après  cette  manière  de  voir,  Yaddition  algébrique 
ne  comporte  plus  nécessairement  ridée  d'augmentation.  Si 
l'on  ajoute  une  quantité  positive,  il  y  a  effectivement  aug- 
mentation; mais  si  Ton  ajoute  une  quantité  négative,  il  y 
a  au  contraire  diminution.  Ajouter —  5,  c'est  en  réalité  re- 
trancher 5. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  considérer  un  polynôme 
comme  étant  la  somme  algébrique  de  tous  ses  termes,  puis- 
que l'addition  consiste  à  les  écrire  les  uns  à  la  suite  des 
autres,  chacun  avec  son  signe.  Cette  manière  d'envisager 
les  polynômes  est  très-utile  dans  les  applications. 

Soustraction. 

41.  La  soustraction  est  l'opération  inverse  de  l'addition. 
D'une  quantité  en  retrancher  une  autre,  c'est  en  trouver 
une  troisième  telle  qu'en  y  ajoutant  la  seconde  on  repro- 
duise la  première. 

Supposons  que  du  polynôme 

a  —  é  +  c 

on  veuille  retrancher  le  polynôme 

d—e  —  f+g. 

Je  dis  qu'on  obtiendra  le  résultat  demandé  en  écrivant  à 
la  suite  du  premier  polynôme  tous  les  termes  du  second, 
chacun  avec  un  signe  contraire,  ce  qui  donne 

a  —  b-\-c  —  d-\-e-\-f —  9' 
En  effet,  si  à  ce  troisième  polynôme  nous  ajoutons  le  se- 
cond, nous  avons 

a  —  *  +  c  —  d  +  e  +  f—  g  +  d  —  e  —  f-\-g, 

ou,  simplement, 

a  —  b  +  c, 
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«n  remarquant  que  les  termes  —  d  et  +  <*se  détruisent,  de 
même  que  les  termes  +  e  et — e,  etc.  C'est  précisément  le 
premier  polynôme.  Ainsi  : 

RÈGLE.  Pour  retrancher  cTun  polynôme  un  autre  polynôme, 
on  écrit  à  la  mite  du  premier  successivement  tous  les  termes  du 
second,  en  changeant  le  signe  de  chacun  d'eux. 

Exemple.  Du  polynôme 

5as  —  4a1*  —  6ab*  +  b* 

retrancher  le  polynôme 

a*  —  7a*b  +  nab*  —  5b%. 

Écrivons  à  la  suite  du  premier  polynôme  tous  les  termes 
du  second,  en  changeant  les  signes,  nous  aurons 

5a  »  —  4a1*  —  6a  Jf  -f  b%  —  a%  +  7a*b  —  *ab*  +  5*', 

et,  en  réduisant  les  termes  semblables, 

4a8  +  3aJi  — 8a**4-6*8. 

49.  Remarque.  On  peut  grouper,  dans  une  parenthèse 
précédée  du  signe  — ,  plusieurs  termes  d'un  polynôme,  en 
ayant  soin  de  changer  les  signes  de  tous  les  termes  que 
Ton  met  dans  la  parenthèse. 

Par  exemple,  le  polynôme 

a-\-b  —  c  +  d  —  e  -f-  / —  9 
peut  être  écrit  sous  la  forme 

a  +  * — (c  —  d-\-e — f+g). 
En  effet,  la  parenthèse,  précédée  du  signe  — ,  indique  la 
soustraction  d'un  polynôme;  or,  si  l'on  effectue  cette  sous- 
traction d'après  la  règle  énoncée,  on  reproduit  évidemment 
le  polynôme  proposé. 
Il  n'y  a  pas  à  s'inquiéter  de  savoir  si,  parmi  les  termes 
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mis  entre  parenthèses,  la  somme  des  termes  positifs  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  la  somme  des  termes  néga- 
tifs ;  car  la  règle  de  l'addition  ayant  été  établie  d'une  ma- 
nière générale,  celle  de  la  soustraction,  qui  s'en  déduit,  a 
le  même  degré  de  généralité  ;  elle  est  vraie  dans  tous  les 
cas,  que  la  valeur  du  polynôme  soit  positive  ou  négative, 
qu'il  comprenne  un  seul  terme  ou  plusieurs.  Ainsi,  retran- 
cher une  quantité  affectée  d'un  certain  signe,  c'est  l'écrire 
avec  un  signe  contraire. 
Soit,  par  exemple,  le  polynôme 

3  —  5—4  +  9—6  +  8. 

Si  nous  mettons  dans  une  parenthèse,  précédée  du  signe  — , 
les  quatre  derniers  termes,  en  changeant  leurs  signes,  nous 
écrirons  ce  polynôme  sous"  la  forme 

3_5-(4-9  +  6-8). 

La  partie  mise  entre  parenthèses  est  négative,  mais  ceci 
n'offre  aucun  inconvénient,  puisqu'en  effectuant  la  sous- 
traction d'après  la  règle  énoncée,  on  reproduit  le  polynôme 
proposé.  Si  nous  remplaçons  le  polynôme  entre  parenthèses 
par  sa  valeur — 7,  nous  avons  à  retrancher — 7,  ce  qui  se 
fait  en  changeant  le  signe  de  cette  quantité,  c'est-à-dire  en 
écrivant +  7;  nous  aurons  donc 

3  —  5  +  7. 

Et,  en  effet,  dans  le  polynôme  proposé,  la  partie 

-4  +  9-6  +  8, 

mise  entre  parenthèses,  signifie  qu'il  faut  ajouter  17  et  re- 
trancher 10,  c'est-à-dire  ajouter  7. 

43.  De  même  que  l'addition  algébrique  ne  comporte  plus 
nécessairement  l'idée  d'augmentation,  la  soustraction  algé- 
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brique  ne  comporte  plus  nécessairement  l'idée  de  diminu- 
tion. Si  l'on  retranche  une  quantité  positive,  il  y  a  effecti- 
vement diminution  ;  mais  si  l'on  retranche  une  quantité 
négative,  il  y  a  au  contraire  augmentation.  Retrancher— 7, 
c'est  en  réalité  ajouter  7. 

En  résumé,  si  l'on  considère  les  quantités  comme  affectées 
des  signes  +  ou  — ,  l'addition  consiste  à  les  écrire  avec 
leurs  signes,  la  soustraction  à  les  écrire  avec  des  signes 
contraires. 


CHAPITRE    III 


MULTIPLICATION. 


Je  rappelle  d'abord  quelques  principes  qui  nous  seront 
utiles.  On  sait  que,  dans  un  produit  de  plusieurs  facteurs, 
on  peut  changer  Tordre  des  facteurs  et  les  grouper  à  volonté, 
sans  changer  la  valeur  du  produit.  On  sait  aussi  que  multi- 
plier une  quantité  par  un  produit  de  plusieurs  facteurs  re- 
vient à  multiplier  cette  quantité  successivement  par  chacun 
des  facteurs.  Ces  principes  ont  été  démontrés  en  arithmé- 
tique pour  des  nombres  quelconques,  entiers  ou  fraction- 
naires ;  on  peut  donc  les  appliquer  en  algèbre,  où  les  lettres 
représentent  des  nombres  quelconques. 

Multiplication  des  deux  puissances  d'un  même  nombre 

44.  Soit  à  multiplier  om  par  a\  Multiplier  par  an  revient 
à  multiplier  successivement  par  n  facteurs  égaux  à  a,  puis- 
que a"  désigne  le  produit  de  n  facteurs  égaux  à  a;  d'autre 
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part,  am  désigne  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  a  ;  on  a 
donc  le  produit  de  m+n  facteurs  égaux  à  a,  ce  qu'on  écrit 

amXan=am+ft. 
Par  exemple , 

akXa%=a\ 

Règle.  On  multiplie  des  puissances  d'un  même  nombre  en 

ajoutant  les  exposants. 

Une  lettre  qui  n'a  pas  d'exposant  est  censée  affectée  de 

l'exposant  1.  Ainsi, 

a*Xa=a*. 

Multiplication  de  deux  monômes. 

45.  Soit  à  faire  le  produit  des  monômes  l\azb*ckd  et 
3a*  bc*e*.  Chacun  de  ces  monômes  exprime  un  produit  de 
plusieurs  facteurs;  pour  multiplier  le  premier  produit  par 
le  second,  il  suffit  de  le  multiplier  successivement  par 
chacun  des  facteurs  du  second,  ce  qui  donne  pour  le  produit 
demandé 

4  X  a8  X  **  X  c4  X  d  X  3  X  a*  X  b  X  c8  X  e\ 
Si  l'on  groupe  les  facteurs  de  la  manière  suivante 

4  X  3  X  (a8  X  a1)  X  [b*  X  *)  X  (c*  X  c*)  X  dX  e«, 
et  si  l'on  effectue  les  produits  indiqués  dans  les  paren- 
thèses, on  a 

îaXa'Xi'Xc'XrfXe4, 

ce  qui  s'écrit  plus  simplement 

iaa56Vûte*. 
Ainsi 

4a,ilc4rf  X  3a*écV  =  laa'A'c'cfe*. 

RÈGLE.  Pour  multiplier  deux  monômes  entiers,  on  multiplie 

les  coefficients,  on  ajoute  les  exposants  des  mènes  lettres,  et  ton 

écrit  avec  leurs  exposants  les  lettres  différentes. 
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Multiplication  dun  polynôme  par  un  monôme. 

46.  La  valeur  d'un  monôme  étant  un  nombre,  entier  ou 
fractionnaire,  il  s'agit  de  multiplier  un  polynôme  par  un 
nombre  quelconque. 
i°  Proposons-nous  d'abord  de  multiplier  un  polynôme 

a— A+c — d 
par  un  nombre  entier  m.  Il  faut  répéter  le  polynôme  m  fois, 
c'est-à-dire  additionner  m  polynômes  égaux  au  polynôme 
multiplicande.  Or,  si  Ton  fait  cette  addition,  on  voit  que 
chaque  terme  du  multiplicande  sera  répété  m  fois  avec  son 
signe  ;  en  réduisant,  on  aura  donc 

ma — mb  -\-mc — md. 
Chaque  terme  du  multiplicande  sera  multiplié  séparément 
par  le  nombre  entier. 

a0  Soit  maintenant  à  diviser  le  polynôme 

a  —  b-\-c — d 
par  un  nombre  entier  ».  Il  faut  trouver  un  polynôme  qui, 
multiplié  par  »,  reproduise  le  polynôme  dividende.  Le  quo- 
tient cherché  sera 

a      b     c d 

n      n      n     nJ 
car,  si  Ton  multiplie  ce  polynôme  par  »,  ce  que  Ton  fait  en 
multipliant  chaque  terme  séparément  par  »,  comme  nous 
l'avons  vu,  on  reproduit  le  polynôme  proposé. 
3°  Il  est  aisé  maintenant  de  multiplier  le  polynôme 

a — i+e — d 

par  un  nombre  fractionnaire  — .  Multiplier  par  une  frac- 
tion —,  c'est  répéter  m  fois  la  n9  partie  du  multiplicande; 
n 
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en  d'autres  termes,  c'est  diviser  le  multiplicande  par  n  et 
multiplier  le  résultat  par  m.  Divisons  d'abord  le  multipli- 
cande par  le  nombre  entier  n,  noua  avons 

a     b     c      dm 
n      n      n      n* 

pour  multiplier  ce  résultat  par  le  nombre  entier  m,  il  suffit 
de  multiplier  chaque  terme  par  m,  ce  qui  donne 

ma      mb      me      md% 

n         n         n        n  ' 
ou 

m         m  ,   ,   m         m  , 

—  a bA —  c a. 

n  n  n  n 

Mais  le  multiplicateur  —  est  un  nombre  quelconque  que 

nous  pouvons  représenter  par  la  lettre  e,  et  nous  avons  alors 
(a — 4+c— -  d)  Xe=ae — Ae  +  ce  —  de. 
RÈGLE.  Ainsi  on  multiplie  un  polynôme  par  un  nombre 
quelconque,  en  multipliant  chaque  terme  séparément  par  ce 
nombre,  et  donnant  à  chaque  terme  du  produit  le  signe  du 
terme  correspondant  du  multiplicande. 

Multiplication  d'un  polynôme  par  un  polynôme. 

47.  Il  est  évident  que  le  produit  d'une  quantité  quel- 
conque par  la  somme  de  plusieurs  nombres  est  égal  à  la 
somme  des  produits  de  cette  quantité  par  chacun  d'eux. 
Par  exemple,  8  fois  une  quantité  égale  5  fois  cette  quantité, 
plus  3  foi*  cette  même  quantité.  Si  donc  le  polynôme  mul- 
tiplicateur a  tous  ses  termes  positifs,  il  suffira  de  multi- 
plier le  multiplicande  par  chacun  d'eux  séparément  et 
d'ajouter  les  résultats. 

Il  est  évident  aussi  que  le  produit  d'une  quantité  quel* 
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conque  par  la  différence  de  deux  nombres  est  égal  à  la  dif- 
férence des  produits  de  cette  quantité  par  chacun  d'eux. 
Par  exemple,  5  fois  une  quantité  égale  8  fois  cette  quan- 
tité, moins  3  fois  cette  même  quantité.  Supposons  mainte- 
nant que  le  polynôme  multiplicateur  ait  des  termes  positifs 
et  des  termes  négatifs,  et  que  la  somme  des  termes  positifs 
remporte  sur  celle  des  termes  négatifs;  la  valeur  du 
polynôme  multiplicateur  est  l'excès  de  la  première  somme 
sur  la  seconde  ;  le  produit  du  multiplicande  par  cette  diffé- 
rence égale  donc  la  différence  des  produits  obtenus  en  mul- 
tipliant le  multiplicande  par  chacune  de  ces  deux  sommes. 
Ceci  revient  à  multiplier  le  multiplicande  par  chacun  des 
termes  du  multiplicateur,  à  ajouter  les  produits  partiels 
fournis  par  les  termes  positifs  du  multiplicateur,  et  à  re- 
trancher les  produits  partiels  fournis  par  les  termes  néga- 
tifs. Ainsi, 

Règle.  Pour  multiplier  un  polynôme  par  un  polynôme,  on 
multiplie  tous  les  termes  du  multiplicande  successivement  par 
chacun  des  termes  du  multiplicateur;  on  écrit  avec  leurs  signes 
les  produits  partiels  fournis  par  les  termes  positifs  du  multipli- 
cateur, et  avec  des  signes  contraires  les  produits  fournis  par  les 
termes  négatifs. 

Règle  des  signes. 

48.  Soit  à  multiplier  le  polynôme 

a  —  p+c — d 
par  le  polynôme 

*— f+g— * 
Le  produit  demandé  sera  >,a 

+  (ae  —  be  +  ce  —  de)  —  {af  —  bf  +  cf—df) 
+  (ag  —  àg-\-cg— dg)  —  (aÀ  —  bh  +  ch  —  dn)% 
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ou,  en  effectuant  les  additions  et  les  soustractions  indi- 
quées par  les  parenthèses, 

ae  —  be  -f-  ce  —  de 
-af  +  bf-cf+df 
+  ag  —  bg  +  cg  —  dg 
—  ah  +  bh  —  ch  +  dh. 

On  voit  que  le  produit  des  deux  polynômes  renferme  k 
produit  de  chacun  des  termes  du  multiplicande  par  chacun 
des  termes  du  multiplicateur. 

On  reconnaît  aussi  qu'un  terme  du  produit  a  le  signe  -f 
s'il  provient  de  deux  termes  de  même  signe,  le  signe  —  s'il 
provient  de  deux  termes  de  signes  contraires.  Par  exemple, 
le  terme  cg,  qui  provient  de  deux  termes  positifs,  a  le 
signe  +  ;  et  de  même  le  terme  bf,  qui  provient  de  deux 
termes  négatifs  ;  au  contraire,  les  termes  bg  et  cf,  qui  pro- 
viennent de  deux  termes,  l'un  positif,  l'autre  négatif,  sont 
affectés  du  signe  — . 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  cette  loi,  connue 
sous  le  nom  de  règle  des  signes,  si  l'on  observe  que,  dans 
les  parenthèses,  les  signes  sont  ceux  des  termes  du  multi- 
plicande et  que  chacune  d'elles  est  affectée  du  signe  du 
terme  correspondant  du  multiplicateur.  Un  terme  positif, 
multiplié  par  un  terme  positif,  donne  un  terme  positif  dans 
la  parenthèse  ;  comme  la  parenthèse  est  précédée  elle-même 
du  signe  +,  ce  terme  aura  finalement  le  signe  +.  Un 
terme  négatif,  multiplié  par  un  terme  négatif,  donne  un 
terme  négatif  dans  la  parenthèse  ;  comme  la  parenthèse  est 
précédée  elle-même  du  signe  — ,  ce  terme,  changeant  de 
signe,  aura  finalement  le  signe  +,  etc. 

Dans  la  pratique,  on  ordonne  les  deux  polynômes  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes,  ou  par  rapport  aux 
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puissances  croissantes  d'une  même  lettre  (n°  36)  ;  on  mul- 
tiplie tous  les  termes  du  multiplicande  successivement  par 
chacun  des  termes  du  multiplicateur,  en  allant  de  gauche  à 
droite,  et  Ton  écrit  les  produits  partiels  par  lignes  horizon- 
tales, de  manière  que  les  termes  semblables  se  trouvent  pla- 
ces les  uns  au-dessous  des  autres,  puis  on  fait  la  réduction 
que  cette  disposition  facilite  beaucoup. 

Exemples. 

49.  Exemple  I.  Multiplier  le  polynôme 

4r8  —  3x4  —  yx*  -f-  x* 
2X*  —  (\x%  +  5#. 
On  dispose  l'opération  de  la  manière  suivante  : 
4x5—   3x* —   7#8+     x* 
*x* —  4#f-|-  &r 
Sx*—  &r7  —  i4x8+   2x* 

—  i&r74-iaa:8-f-a8x8—  fa* 
-f-aox8—  i5ar8  —  35,r4  +  5^* 


Sx9  —  aax7  +  î&r8  -f-  i5#8  —  3gx3  +  5#3. 
Il  y  a  toujours  deux  termes  dans  le  produit  qui  ne  se 
réduisent  avec  aucun  autre,  et  qui,  par  conséquent,  se  con- 
servent intacts  au  résultat;  c'est  le  produit  du  premier 
terme  du  multiplicande  par  le  premier  terme  du  multipli- 
cateur, et  aussi  le  produit  des  deux  derniers  termes.  En 
effet,  l'exposant  de  la  lettre  ordonnatrice  dans  un  terme 
quelconque  du  produit  est  la  somme  des  exposants  de  cette 
lettre  dans  les  deux  termes  qui  l'ont  fourni  ;  or,  si  les  deux 
polynômes  ont  été  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes,  il  est  clair  que,  dans  le  terme  provenant  du 
produit  des  deux  premiers  termes,  l'exposant,  étant  la 
somme  des  deux  plus  forts  exposants,  sera  plus  grand  que 
dans  tout  autre  terme  du  produit;  ce  terme  sera  donc  irré- 
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ductible.  De  même,  le  terme  provenant  du  produit  des 
deux  derniers  termes,  ayant  un  exposant  égal  à  la  somme 
des  deux  plus  petits  exposants,  et  par  conséquent  moindre 
que  celui  de  tout  autre  terme  du  produit,  sera  irréductible. 
Ainsi  le  premier  terme  du  produit  des  deux  polynômes  or- 
donnés provient  exactement  du  produit  des  deux  premiers 
termes,  et  le  dernier  terme  du  produit  des  deux  derniers 
termes.  Cette  remarque  nous  sera  très-utile  pour  effectuer 
la  division  de  deux  polynômes. 

Il  résulte  de  là  que  le  degré  du  produit  des  deux  poly- 
nômes est  égal  au  degré  du  multiplicande,  plus  le  degré 
du  multiplicateur. 

50.  Exemple  II. 

2fl*_  3afé—   5a68  +  ô* 
4af—  ?ab  +  3ô* 


8a5  —  12a**  —  20a8**  +  4a*ô8 

—  i4a*é  +  2i086*  +  35a*£8  —  ^aé* 

_-  fa* b'—  9a8*'  — i5a64  +  3ô8 


8a5  —  26a*c  +  ?a86*  -f  3oaf£8  —  22a*4  +  36*. 
Les  deux  polynômes  ont  été  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  a,  et  les  termes  qui  ne  contiennent 
pas  a  sont  regardés  comme  étant  du  degré  0  par  rapport  à 
cette  lettre. 

ttl.  Exemple  III.  Quand  les  polynômes  proposés  ne  sont 
pas  complets,  on  laisse  des  intervalles  vides  afin  de  pouvoir 
placer  les  termes  semblables  les  uns  au-dessous  des  autres. 


x*  —  2X9 


jx —  1 
xk  —  Zx*  4-  2 


x9  — ax1  +7#8 —     &* 

—  Zx%  +<&*  —  2ia?4  +  &r* 

-j-2#5  — 4^8 -f-i4^  —  * 

x9  —  3a?8  —  a#74-6*8+9#8 — 22a?* —  a?3-j-i4# —  a. 
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82.  Exemple  IV.  Multiplier  les  deux  polynômes 
(a*  _  ab)x%  +  (a»  —  aaf  b + b*)x  —  (a1*1  +  *4), 
(a1  +  «■)*■  —  (a**  +  a*2)*  +  »♦. 

Les  deux  polyixômes  sont  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  x>  mais  les  coefficients,  au  lieu  d'être 
des  nombres  donnés,  sont  des  polynômes  en  a  et  b,  ce  qui 
complique  beaucoup  l'opération.  On  la  dispose  ordinaire- 
ment de  la  manière  suivante,  en  plaçant  les  uns  au-dessous 
des  autres  les  termes  qui  contiennent  la  même  puissance  de  x, 
et,  pour  ne  pas  répéter  cette  puissance  à  chaque  fois,  on 
trace  un  trait  vertical  à  la  droite  duquel  on  écrit  une  fois 
pour  toutes  la  puissance  de  x.  On  multiplie  tous  les  termes 
du  multiplicande  d'abord  par  afxf,  ensuite  par  b*x*f  puis 
par — a*bx,  etc.,  en  disposant  le  résultat  par  colonnes  ver- 
ticales comme  nous  l'avons  dit;  puis  on  réduit  les  termes 
semblables  dans  chaque  colonne  verticale. 


a1 
—  ab 


x*  +  a8 
— aa*ô 

+  *8 


x  — a*b* 


0* 

x* —  a*b 

x  -f  4* 

.  +4* 

—  ab* 

a* 

ar*+  a» 

x*—  a"b* 

#«_!_  a»6J 

x  —  0*6" 

—  a*b 

30*0 

—  o«A* 

\-  a*b* 

—  b* 

+  a*b* 

+  a*b* 

—  a*b" 

-  a*bk 

—  ab* 

+  a*  b* 
— 2a* b* 

—  b* 

—  a*b 

-  a*6 

-  a*b> 

+  *• 

+  aa4é* 

—  2a*  b* 

—  a'b 

—  a*b" 

+  *' 

+  a*b* 

—  a'b* 

—  a*b* 

+  sa*b* 

+  a*b> 

—ab* 
+  a'** 
—  ab* 

a» 

x'  +  a* 

x* —  a'b 

x*  +  akb3 

x  —  a*b* 

—  a*b 

— 3a*6 

+  aa3ô3 

-faa'ô* 

—  b* 

+  a16* 

+  a*b* 

—  %a*b" 

—  a*b* 

— ab* 

—  aab* 
—b* 

: 

1-  ab* 
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Remarques  sur  la  multiplication. 

83.  Remarque  I.  Nous  avons  établi  (n°  47)  la  règle  de  la 
multiplication  des  polynômes,  en  supposant  que,  dans  le  po- 
lynôme multiplicateur,  la  somme  des  termes  positifs  est  plus 
grande  que  celle  des  termes  négatifs,  et  nous  avons  vu  que 
l'opération  revient  à  ajouter  le  produit  du  multiplicande  par 
la  somme  des  termes  positifs  du  multiplicateur,  et  à  retran- 
cher le  produit  du  multiplicande  par  la  somme  des  termes  né- 
gatifs. Il  est  naturel  d'étendre  cette  idée  au  cas  où  la  somme 
des  termes  positifs  du  multiplicateur  est  plus  petite  que  celle 
des  termes  négatifs  ;  nous  dirons  donc  que  multiplier  par 
un  polynôme  quelconque,  c'est  multiplier  par  la  somme  des 
termes  positifs,  et  par  la  somme  des  termes  négatifs,  ajouter 
le  premier  produit  et  retrancher  le  second.  De  cette  manière» 
la  règle  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  sera  générale. 

Soit,  par  exemple,  l'expression 

a  —  (*_ C){d— e) 

dans  laquelle  nous  supposons  b  plus  grand  que  c,  d  plus 
grand  que  e.  Nous  avons  à  retrancher  le  produit  de  deux 
polynômes  ;  il  suffit  pour  cela  de  changer  les  signes  de  l'un 
d'eux;  car  il  est  évident  que  l'on  change  ainsi  les  signes  de 
tous  les  termes  du  produit,  et  l'on  sait  que  la  soustraction 
revient  à  un  changement  de  signes.  Nous  pouvons  donc 
écrire  l'expression  sous  l'une  des  deux  formes 

a+(c—  6)(tf— e) 
ou 

«  +  (*— c){e— d). 

L'un  des  polynômes  devient  négatif;  mais  ceci  n'offre 
aucun  inconvénient,  puisque  si  l'on  effectue  la  multiplica- 
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tion  d'après  la  règle  énoncée,  les  trois  expressions  donnent 
naissance  au  même  polynôme 

a — bd-\-cd+be— ce. 

Si  l'on  change  les  signes  des  deux  polynômes,  le  produit 
ne  change  pas  ;  ainsi  l'expression  précédente  peut  encore 
être  mise  sous  la  forme 

a — (c — b){e — d). 

&4.  Il  convient  aussi  d'appliquer  la  même  définition  à 
des  termes  pris  isolément,  et  nous  dirons  que  multiplier 
une  quantité  quelconque  par  une  quantité  affectée  du  signe 
+ou  du  signe—,  c'est  multiplier  par  cette  quantité  et 
ajouter  ou  retrancher  le  produit,  suivant  que  le  multipli- 
cateur est  positif  ou  négatif. 

Reprenons  l'expression 

a — (£  — c)(d— e), 

dans  laquelle  nous  avons  supposé  b  pWs  grand  que  c,  d  plus 
grand  que  e.  Si  nous  désignons  par  f  et  g  les  valeurs  des 
deux  polynômes  à — c  et  d — e,  l'expression  se  réduit  à 

«— f9- 
Nous  avons  dit  que  Ton  peut  mettre  cette  expression  sous 
la  forme 

«+(*—*)  («—«0; 

remplaçons  les  deux  polynômes  b  —  c  et  e—d  par  leurs 
valeurs +/*  et— g;  nous  aurons  à  multiplier +/ par— #, 
ce  qui  donne — fg,  et  nous  retrouvons  ainsi  le  même  ré- 
sultat a — fg. 
Considérons  encore  l'expression 

•        wx         *+(à-c)(d-e), 
qai  se  réduit  à 

«4-  fg- 
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Nous  pouvons  la  mettre  sous  la  forme 

*+{c— *)(«— «0; 
remplaçons  les  deux  polynômes  c— *  et  e — d  par  leurs 
valeurs — f  et — q;  nous  aurons  à  multiplier—/  par— g, 
ce  qui  donne  -\-fg,  et  nous  retrouvons  ainsi  le  même  ré- 
sultat a  -f-  fq. 

Il  résulte  de  cette  manière  d'envisager  la  multiplication 
algébrique  que  le  produit  de  deux  polynômes  est  égal  i 
la  somme  algébrique  des  produits  de  tous  les  termes  du  mul- 
tiplicande par  chacun  des  termes  du  multiplicateur. 

55.  Remarque  IL  Le  produit  d'une  quantité-négative  par 
une  quantité  négative  étant  positif,  le  carré  d'une  quantité 
négative  sera  positif;  mais  le  cube,  qui  est  égal  au  produit 
du  carré  par  la  quantité  elle-même,  sera  négatif;  en  gé- 
néral, les  puissances  paires  d'une  quantité  négative  sont 
positives,  mais  les  puissances  impaires  sont  négatives. 

Cette  remarque  est  importante.  Si  Ton  veut  changer  le 
signe  d'une  lettre  dans  un  polynôme,  on  changera  les  signes 
de  toutes  les  puissances  impaires  de  cette  lettre,  sans  chan- 
ger ceux  des  puissances  paires. 

Par  exemple,  en  multipliant  le  binôme  a-\-  b  par  lui- 
même,  on  trouve 

{a+b)*=a*  +  *ab  +  b*. 
Changeons  le  signe  de  b  ;  le  terme  %ab  changera  de  signe, 
mais  le  terme  b*  ne  changera  pas;  nous  aurons  dono 

(a— é)t=a«_  2a6+i*. 
Ces  deux  égalités  donnent  naissance  à  ces  deux  théorèmes 
de  géométrie  élémentaire  :  le  carré  construit  sur  la  somme 
ou  sur  la  différence  de  deux  lignes  est  égal  à  la  somme  des 
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carrés  construits  sur  chacune  de  ces  deux  lignes,  plus  ou 
moins  deux  fois  le  rectangle  ayant  Tune  pour  base,  l'autre 
pour  hauteur. 
La  multiplication  de  a-\-b  par  a — b  donne 

(a-f-4)(a— 6)=a»  — *». 
En  changeant  le  signe  de  b,  on  permute  simplement  les  deux 
facteurs  du  produit,  et  l'on  voit  qu'en  effet  le  second  membre 
ne  change  pas.  L'égalité  précédente  s'énonce  ainsi  :  le  pro- 
duit de  la  somme  de  deux  quantités  par  leur  différence  est 
égal  à  la  différence  des  carrés  de  ces  deux  quantités.  C'est 
une  proposition  fréquemment  employée  en  algèbre  ;  elle  se 
traduit  en  géométrie  par  ce  théorème  :  le  rectangle  construit 
sur  la  somme  et  la  différence  de  deux  lignes  est  égal  à  la 
différence  des  carrés  construits  sur  ces  deux  lignes. 
Si  Ton  multiplie  le  carré  de  a  -f-  b  par  a-\-b,  on  trouve 
(a  -f  b)* = a3 -f 3af*  +  3aô»  +  b9  ; 
on  en  déduit,  en  changeant  le  signe  de  b, 

(a— b)*=a9  — 3a»£-f3aô9  —  b*. 
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DIVISION. 


86.  La  division  est  l'opération  inverse  de  la  multiplica- 
tion. Elle  a  pour  but,  étant  données  deux  expressions  algé- 
briques, nommées,  Tune  dividende,  l'autre  diviseur,  d'en 
trouver  une  troisième,  nommée  quotient,  qui,  multipliée 
par  le  diviseur,  reproduise  le  dividende. 
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Quotient  de  deux  puissances  d'un  même  nombre. 

87.  Soit  à  diviser  am  par  an,  le  quotient  sera  a"*-*;  car  si 

Ton  multiplie  ce  quotient  par  le  diviseur  an,  ce  que  Ton  fait 

en  ajoutant  les  exposants,  on  reproduit  le  dividende  am.  On 

a  donc 

om 

an 

RÈGLE.  Pour  diviser  deux  puissances  d'un  même  nombre 

tune  par  F  autre  >  de  r  exposant  du  dividende  on  retranche  celui 

du  diviseur. 

Exemple  : 

a7 


a7 
a4 


Exposant  zéro. 

88.  Le  quotient  est  entier  lorsque  l'exposant  du  divi- 
dende est  plus  grand  que  celui  du  diviseur.  Alors  on  peut 
effectivement  retrancher  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du 
dividende. 

Lorsque  l'exposant  du  diviseur  est  égal  à  celui  du  divi- 
dende, l'application  de  la  règle  précédente  conduit  au  sym- 
bole a0  ;  car  on  a  dans  ce  cas, 

am 

=am~m_a0< 

am 

Le  symbole  a0,  représentant  le  quotient  de  deux  quan- 
tités égales,  a  une  valeur  égale  à  l'unité,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  a.  L'emploi  de  ce  symbole  est  très-utile  en  al- 
gèbre; nous  en  avons  déjà  fait  usage  plusieurs  fois  impli- 
citement :  ainsi  nous  avons  dit  (n°  3a)  que,  lorsqu'une  lettre 
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n'entre  pas  dans  un  monôme,  on  peut  la  considérer  comme 
7  entrant  avec  l'exposant  zéro,  et  nous  avons  supposé  le  po- 
lynôme 

.  aa8  —  5a96+4a*,— 6b* 

écrit  sous  la  forme 

aa3é°  —  5a*ô+4a£*— 6a°ô». 
Les  facteurs  introduits  b°  et  a0,  étant  égaux  à  l'unité,  ne 
changent  pas  les  valeurs  du  premier  et  du  dernier  terme. 

L'emploi  de  l'exposant  zéro  simplifie  les  énoncés  :  on  peut 
énoncer  la  règle  de  la  multiplication  des  monômes  en  disant 
simplement  que  l'on  multiplie  les  coefficients  et  que  l'on 
ajoute  les  exposants  des  mêmes  lettres.  Il  n'y  a  qu'à  sup- 
poser, en  effet,  que,  lorsqu'une  lettre  n'entre  pas  dans  l'un 
des  monômes,  elle  s'y  trouve  avec  l'exposant  zéro. 

Lorsque  l'exposant  du  diviseur  est  plus  grand  que  celui 
du  dividende,  le  quotient  est  fractionnaire  ;  on  le  simplifie 
en  divisant  les  deux  termes  par  le  numérateur.  Ainsi 


2l— L 
a1- a3 


Dans  ce  cas,  l'application  de  la  règle  de  la  division  con- 
duit au  symbole  ar*,  qui  représente  —  ;  c'est  là  l'origine 
des  exposants  négatifs  dont  il  sera  question  plus  tard. 

Division  des  monômes. 

59.  La  règle  formulée  pour  la  multiplication  des  mo- 
nômes (n°  45)  conduit  immédiatement  à  la  règle  suivante  : 

RÈGLE.  Pour  diviser  un  monôme  par  un  monôme,  on  di- 
vise le  coefficient  du  dividende  par  celui  du  diviseur,  et  Von 
retranche  les  exposants  du  diviseur  des  exposants  des  mêmes 
lettres  dans  le  dividende. 


60  LIVRE    I.    —   CHAP.    IV. 

Soit  à  diviser  îaa'ôVrfe4  par  t\azb*cKd.  Le  quotient  de- 
mandé sera  $a%bc*eK  ;  car  si  l'on  multiplie  ce  quotient  par 
le  diviseur,  on  reproduit  évidemment  le  dividende.  Ainsi 

En  appliquant  la  règle,  on  regardera  la  lettre  e  comme  af- 
fectée de  l'exposant  o  dans  le  diviseur. 

60.  Remarque.  Pour  que  le  quotient  soit  entier,  il  faut 
que  le  coefficient  du  dividende  soit  divisible  par  le  coeffi- 
cient du  diviseur,  et  que  les  exposants  du  diviseur  ne  surpas- 
sent pas  les  exposants  des  mêmes  lettres  dans  le  dividende. 

La  seconde  condition  est  surtout  essentielle  ;  car  si  elle 
est  remplie  sans  que  la  première  le  soit,  le  quotient  aura, 
il  est  vrai,  un  coefficient  fractionnaire,  mais  il  sera  encore 
entier  algébriquement.  On  aura,  par  exemple, 

SaWcWe      2    1JL1  t  . 
i*akbzc*d      3 

On  dit  qu'une  expression  est  entière  algébriquement,  lors- 
qu'elle est  entière  sauf  des  coefficients  fractionnaires. 

Si  la  seconde  condition  n'est  pas  remplie,  le  quotient  sera 
fractionnaire;  mais  alors  on  le  simplifiera  autant  que  pos- 
sible. Par  exemple 

\Wbkc%&  _Za*d* 
3oa76*c*  —  56c1 

Division  d'un  polynôme  par  un  monôme* 

61.  On  sait  que  l'on  multiplie  un  polynôme  par  un  mo- 
nôme, en  multipliant  chaque  terme  du  polynôme  par  le  mo- 
nôme (n°  46)  ;  on  effectuera  donc  la  division  d'un  polynôme 
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entier  par  un  monôme  entier,  en  divisant  chaque  terme  du 
dividende  par  le  diviseur.  Le  quotient  sera  entier  si  chaque 
terme  du  dividende  est  divisible  séparément  par  le  divi- 
seur; sinon,  il  sera  fractionnaire. 

Division  des  polynômes. 

68.  Supposons  les  deux  polynômes  ordonnés  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  d'une  même  lettre.  La  ques- 
tion est  de  trouver  un  polynôme  entier  qui,  multiplié  par 
le  polynôme  diviseur,  reproduise  le  dividende.  Imaginons 
ce  polynôme  trouvé  et  ordonné  aussi  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  la  même  lettre.  Nous  savons  que, 
dans  la  multiplication  de  deux  polynômes  ordonnés  (n°  49), 
le  premier  terme  du  produit  provient  sans  réduction  de  la 
multiplication  du  premier  terme  du  multiplicande  par  le 
premier  terme  du  multiplicateur.  Ainsi  le  premier  terme  du 
dividende  est  exactement  le  produit  du  premier  terme  du 
diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient  ;  si  donc  on  divise 
le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  di- 
viseur, on  obtiendra  le  premier  terme  du  quotient. 

Le  dividende  est  égal  à  la  somme  des  produits  partiels 
que  l'on  obtient  en  multipliant  le  diviseur  par  chacun  des 
termes  du  quotient;  multiplions  le  diviseur  par  le  premier 
terme  du  quotient,  et  retranchons  ce  produit  du  dividende, 
nous  aurons  un  reste  qui  sera  égal  au  produit  du  diviseur 
par  les  autres  termes  du  quotient.  Ce  reste  constitue  donc 
un  nouveau  dividende,  sur  lequel  nous  pouvons  raisonner 
comme  sur  le  dividende  proposé.  Le  premier  terme  de  ce 
nouveau  dividende  est  le  produit  du  premier  terme  du  divi- 
seur par  le  premier  terme  du  quotient  correspondant;  en 
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divisant  le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du 
diviseur,  on  aura  donc  le  second  terme  du  quotient,  etc. 

Rien  n'est  changé  dans  le  raisonnement,  quand  les  po- 
lynômes sont  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes d'une  même  lettre. 

On  déduit  de  là  la  règle  suivante  : 

RÈGLE.  Pour  diviser  deux  polynômes  entiers  Pun  par 
Vautre,  on  ordonne  ces  deux  polynômes  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes,  ou  par  rapport  aux  puissances  crois* 
santés  (Tune  mime  lettre;  on  divise  le  premier  terme  du  di~ 
vidende  par  le  premier  terme  du  diviseur,  ce  qui  donne  le 
premier  terme  du  quotient;  on  multiplie  le  diviseur  par  ce 
premier  terme  du  quotient  et  Von  retranche  le  produit  du  di- 
vidende; on  divise  le  premier  terme  du  reste  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  deuxième  terme  du  quo- 
tient; on  multiplie  le  diviseur  par  ce  deuxième  terme  du  quo- 
tient, et  Von  retranche  le  produit  du  premier  reste;  on  divise 
le  premier  terme  du  deuxième  reste  par  le  premier  terme  du 
diviseur,  et  Von  continue  de  cette  manière  jusqu'à  ce  que  Von 
arrive  au  dernier  terme  du  quotient. 

On  obtient  directement  le  dernier  terme  du  quotient  en 
divisant  le  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier  terme 
du  diviseur.  Car,  dans  la  multiplication  de  deux  polynômes 
ordonnés,  le  dernier  terme  du  produit  provient  aussi  sans 
réduction  de  la  multiplication  du  dernier  terme  du  multi- 
plicande par  le  dernier  terme  du  multiplicateur.  Arrivé  au 
dernier  terme,  on  doit  trouver  ensuite  un  reste  nul,  si  la  di- 
vision se  fait  exactement. 

Il  est  clair  que  la  loi  des  signes  est  la  même  que  dans  la 
multiplication  ;  si  les  deux  termes  que  Ton  divise  l'un  par 
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l'antre  ont  le  même  signe,  le  terme  du  quotient  devra  être 
affecté  du  signe  +  ;  s'ils  ont  des  signes  contraires,  le  ^enne 
du  quotient  devra  être  affecté  du  signe — • 

Exemples. 

63.  Exemple  I.  Soit  à  diviser  le  polynôme 

8a»  —  a6a4* + 7a8**  +  3oa*i8  —  aaai4  +  3ft» 

par  le  polynôme 

aa»— 3af6— 5aôf  +  A8. 

On  dispose  l'opération  de  la  manière  suivante  : 


aa8— 3a1*— bab*+b% 


4af— yab  +36» 


8a«— a6a46-f  7a8*f+3oa,68— aaa*4+368 
-8a*-f  laa4H*<>a,*l—  4a1*8 

+i4a**— aio8*f— 35a»*8-|-  7a*4 

4.  6a86*—  9a1*8— i5a*4+3*8 
—  6a8£8+  9as*8+i5aô4— 365 

o 

Les  deux  polynômes  sont  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  a.  On  divise  le  premier  terme  8a8 
du  dividende  par  le  premier  terme  aa*  du  diviseur,  ce  qui 
donne  le  premier  terme  4a*  du  quotient.  On  multiplie  tout 
le  diviseur  par  4a1  et  Ton  retranche  le  produit  du  dividende  ; 
pour  cela  on  écrit  au-dessous  du  dividende  les  différents 
termes  de  ce  produit,  avec  des  signes  contraires,  puis  on 
additionne,  en  réduisant  les  termes  semblables.  On  obtient 
ainsi  le  reste 

—  i4a4*  +  a7a8*f +  a6af*8  —  aaaé4  +  3*8. 

On  divise  le  premier  terme — 14a4*  de  ce  reste  par  le 
premier  terme  *a*  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  deuxième 
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terme — yab  du  quotient.  On  observe  que  ce  terme  doit 
être  affecté  du  signe  —,  en  vertu  de  la  règle  des  signes  éta- 
blie pour  la  multiplication  des  polynômes  (n°  48)  ;  en  effet, 
le  terme  —  i4a*£  du  produit  ayant  le  signe — ,  les  deux 
termes  qui  le  produisent  doivent  avoir  des  signes  contraires  ; 
mais  le  terme  aa8  a  le  signe  +  ;  donc  le  terme  yab  aura  le 
signe  — .  On  multiplie  le  diviseur  par  ce  deuxième  terme, 
et  Ton  retranche  le  produit  du  reste  ;  on  obtient  ainsi  un 
deuxième  reste 

On  divise  le  premier  terme +6a8*"  de  ce  deuxième  reste 
par  le  premier  terme  aa8  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  troi- 
sième terme + 3*f  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par 
ce  troisième  terme  du  quotient;  on  en  retranche  le  produit 
du  deuxième  reste;  on  trouve  zéro.  L'opération  est  termi- 
née. Le  quotient  demandé  est 

t\a%  —  jab-\-Zb*. 

Remarquons  que  l'on  aurait  trouvé  immédiatement  le  der- 
nier terme +  3éf  du  quotient,  en  divisant  le  dernier  terme 
+  3£8  du  dividende  par  le  dernier  terme  -f-  *8  du  diviseur. 

Le  degré  du  quotient  par  rapport  à  la  lettre  ordonnatrice 
est  égal  au  degré  du  dividende,  moins  celui  du  diviseur. 

64.  Exemple  II.  Soit  encore  à  diviser 

par 

*x* —  3x-j-i. 

Le  polynôme  dividende  n'étant  pas  complet,  on  laissera 
des  intervalles  vides  afin  de  pouvoir  placer  les  termes  sem- 
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blables  les  uns  au-dessous  des  autres. 
4&4  —  gx*-\-6x  —  1 

—  ^X^-\-Gx3 —    2X* 


6b 


-f-6a?3 —  iix*-|~6-c — i 


—  2a?*  +  3x — î 
-f-  nx*  —  5x-\-i 


2X*  —  3a?  +  i 


zx*  4-  3a?  —  î 


Remarques  sur  la  division, 

65.  Remarque  I.  Quand  les  polynômes  proposés  renfer- 
ment plusieurs  termes  non  semblables  du  même  degré  par 
rapport  à  la  lettre  ordonnatrice,  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  cette  lettre  sont  des  polynômes,  et  l'opération 
devient  très-compliquée.  Soit  à  diviser  le  polynôme 

(A*  _  a*b  +  a8  £8  —  ab*)x>  +  (a* — 3a* b  -f  a8*8  +  ô8)a?8 
-}.  (—  a5*  +  2a8*8  —  aas64  —  aaô8  —  b*)x* 
-f(a'»63  +  aa864— a8£B-fa46  +  ô7)a?—  (a8*e  +  £8) 
par  (a8  +  ô8)a?8--(a86  +  aô8)a?+£4. 

On  disposera  l'opération  de  la  manière  suivante  : 


a* 

-a8* 

-a*8 


x4+  a8 
— 3a4£ 
+  a8*8 

+  *§ 

I 


+  a4A 
+  a8*8 

—  a8*8 

—  a1*8 


a?8 —  a*b  !a?M-  a448 


H- 

o» 

^^^^ 

2û*i 

+ 

o*6* 



«»£' 

+ 

i6 

a8 

+6' 

a* 
—ai 

a?8—  a8ÔI 
—  aô8 

a?8+  a8 
—aa8  A 

+  *• 

x+6' 


a; — a*6* 
—6» 
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in  DIVISION    PARTIELLE. 


a*>—a'b+a*b%  — ab* 
4  -a»*1 


a* +  6* 


a2 — ab 


—a%b 
+  a*b 


—  ab2 
+  ab* 


2«  DIVISION  PARTIELLE. 


a*  —  2a*b  +  a*b*—  a*bz  +  b* 


—  a' 


—  asà8 


a*+   b* 


a3  —  2a2ù-{-b'' 


—  %akb 


+  aV  +  i1"" 

—     a*£*_  fi* 


o 


8e  DIVISION  PARTIELLE. 


— a*è»  — 2a»6*  — 6« 

a» +  6' 

+a*61  -f  a'64 

— a'à*— b' 

_  a2£4  — £6 

+  g»à4  +  ^ 

o 

Les  deux  polynômes  sont  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  x  et  les  coefficients  sont  eux-mêmes 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  a. 
Pour  avoir  le  premier  terme  du  quotient,  il  faut  diviser  le 
premier  terme  du  dividende  parle  premier  terme  du  divi- 
seur; on  divisera  donc  le  coefficient 

a*—a*b  +  a*b*—ab* 
du  premier  terme  du  dividende  uar  le  coefficient  a%-\-b%  du 
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premier  terme  du  diviseur;  faisant  cette  division  à  part,  <?n 
trouve  ainsi 

(a1  —  ab)x* 

pour  le  premier  terme  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur 
par  le  premier  terme  du  quotient  et  on  écrit  le  résultat, 
avec  des  signes  contraires,  au-dessous  du  dividende,  et  dans 
les  colonnes  verticales  convenables.  Il  est  inutile  d'écrire  le 
produit  du  premier  terme  du  diviseur;  car  on  sait  d'avance 
que  ce  produit  détruira  le  premier  terme  du  dividende. 
Comme  il  suffit  de  connaître  le  premier  terme  du  reste  pour 
continuer  l'opération,  on  ne  fera  la  réduction  des  termes 
semblables  que  dans  la  deuxième  colonne  verticale. 

Pour  avoir  le  deuxième  terme  du  quotient,  on  divise  le 
premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur,  ce 
qui  exige  que  l'on  effectue  à  part  la  division  du  coefficient 

a5  —  2a46+a8a8— a'ft'-l-A1 

de  ce  premier  terme  par  le  cofficient  a*  +  b%  du  premier 
terme  du  diviseur  ;  on  trouve  ainsi 

+  (a8  —  *a*b  +  b*)x 

pour  le  deuxième  terme  du  quotient.  On  multiplie  le  divi- 
seur par  le  deuxième  terme  du  quotient,  et  on  écrit  le  ré- 
sultat, avec  des  signes  contraires,  au-dessous  du  dividende, 
et  dans  les  colonnes  convenables;  il  est  inutile  d'écrire  le 
produit  du  premier  terme  du  diviseur,  puisqu'on  sait  que 
ce  produit  détruit  le  premier  terme  du  reste.  On  réduira 
les  termes  semblables  dans  la  troisième  colonne  verticale, 
afin  d  avoir  le  premier  terme  du  nouveau  reste. 
Divisant  à  part  le  coefficient 
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du  premier  terme  du  deuxième  reste  par  le  coefficient 
a* + b*  du  premier  terme  du  diviseur,  on  obtient  le  troi- 
sième terme  du  quotient 

_asàs  —  bK 

On  multiplie  le  diviseur  par  le  troisième  terme  du  quotient 
et  on  écrit  le  résultat  avec  des  signes  contraires  au-dessous 
du  dividende;  il  est  inutile  comme  précédemment  d'écrire 
le  produit  du  premier  terme  du  diviseur.  Réduisant  les 
termes  semblables  dans  la  quatrième  et  la  cinquième  co- 
lonne verticales,  on  trouve  un  reste  nul.  L'opération  est 
terminée. 

66.  Remarque  II.  Les  raisonnements  précédents,  et  les 
conclusions  que  nous  en  avons  tirées,  supposent  qu'il  existe 
un  polynôme  entier  qui,  multiplié  par  le  diviseur,  repro- 
duit le  dividende.  Voyons  à  quels  caractères  on  reconnaît 
si  ce  polynôme  entier  existe. 

Les  polynômes  étant  ordonnés  par  rapport  aux  puis* 
sances  croissantes  ou  décroissantes  d'une  même  lettre,  il 
est  nécessaire  d'abord  que  le  premier  terme  du  dividende 
soit  divisible  parle  premier  terme  du  diviseur,  et  le  dernier 
terme  du  dividende  par  le  dernier  terme  du  diviseur.  Soit, 
par  exemple,  à  diviser 

x5 — 3a?4  —  5a?8  -f-  jx*  —  8a: 
par 

a?1  —  fa*. 

Le  dernier  terme  8a?  du  dividende  n'est  pas  divisible  par  le 
dernier  terme  t\x%  du  diviseur;  donc  la  division  est  impossible. 
Lorsque  ces  deux  conditions  sont  remplies,  on  effectue 
la  division  par  le  procédé  ordinaire  ;  si  l'opération  ne  con- 
duit pas  au  dernier  terme  tel  qu'on  l'a  obtenu  directement, 
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la  division  est  impossible.  Soit,  par  exemple,  à  diviser 

a  —  3x—  5x*  +  4x3  —  6x4 
par 

i — 4^+^'. 

Le  premier  terme  du  dividende  est  divisible  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  ce  qui  donne  a  pour  le  premier  terme 
du  quotient  ;  le  dernier  terme  est  aussi  divisible  par  le  der- 
nier terme,  ce  qui  donne — ax8  pour  le  dernier  terme  du 
quotient.  Effectuons  l'opération  suivant  le  procédé  ordinaire 


a  —  3x —  5x*-\-  4#8 — 6#* 

—  a  +  8x—  6x* 

-f-5x — lia:1-}-  4#3  —  6x4 
—  5x-|-  20X*  —  l  $x* 


î — 4#  +  3#l 


2-{-5x-j-gxf 


-f-  9X8 —  nx3 —  6x4 
L'opération  nous  conduit  à  un  dernier  terme  -\-gx*,  qui 
n'est  pas  égal  au  dernier  terme — ax",  tel  qu'on  l'a  trouvé 
directement.  Donc  la  division  est  impossible. 
Soit  encore  à  diviser 

x4  —  5x3  —  ax*  +  3x+4 

par 

x*  —  ax  +  3. 

La  division  du  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier 

terme  du  diviseur  donne  ^  pour  le  dernier  terme  du  quo- 

tient.  Mais,  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur  étant 
l'unité,  on  n'aura  dans  le  calcul  que  des  coefficients  en- 
tiers, et  par  conséquent  on  n'arrivera  pas  à  un  dernier  terme 
fractionnaire.  Donc  la  division  est  impossible. 

Lorsque  l'opération  conduit  au  dernier  terme  tel  qu'on 
l'a  obtenu  à  priori,  il  faut  encore  que  le  reste  suivant  soit 
nul.  Soit,  par  exemple,  à  diviser 

a— 3x—  i6x*+4*8— 6x* 
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par 


i  — hx-\-5x*. 


L'opération  conduit  au  dernier  terme  —  *x%  tel  qu'on  l'ob- 
tient directement,  mais  le  reste  suivant  n'est  pas  nul.  Donc 
la  division  est  impossible. 

87.  Remarque  III.  En  général,  on  ordonne  les  deux  po- 
lynômes par  rapport  aux  puissances  décroissantes  d'une 
même  lettre.  Soit  m  le  degré  du  dividende,  n  celui  du  divi- 
seur, m  étant  supposé  plus  grand  que  n;  en  effectuant 
l'opération,  on  obtient  au  quotient  un  polynôme  entier  du 
degré  m — n.  On  observe  que  les  degrés  des  restes  succes- 
sifs vont  donc  en  diminuant  d'unité  en  unité  ;  on  poussera 
l'opération  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  reste  d'un  degré 
inférieur  à  celui  du  diviseur.  Si  ce  reste  est  nul,  la  division 
se  fait  exactement  et  le  quotient  est  entier.  S'il  n'est  pas 
nul.  il  est  impossible  de  continuer  l'opération  :  le  quotient 
est  fractionnaire,  et,  pour  le  compléter,  on  ajoute  une  frac- 
tion ayant  pour  numérateur  le  dernier  reste,  et  pour  déno- 
minateur le  diviseur.  En  voici  un  exemple  : 


xk —  ?x* -\- iox* -{-  yx— -5 
— x4-f-5.r3—  3#* 

—  2X8-(-  ?£*+  yx  —  5 
-f-aa:8 —  îoar'-f-  6x 

—  3a:B-|-i3a? — 5 
-f-  3#a  — 15#+9 

—   aa:-|-4 


xx  —  5.r  +  3 


x1  —  2X 


On  a 


x%  —  5x-j-5  x*  —  5x-{-3 
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Exemples. 
68.  Question  I.  Divisera"1 — ampar.# — a. 


iw  reste,  a  am-1  — am 
a*  reste,  aftf,,,-, — om 


x — a 


xm-\  _j_aa;m~*  _j_a»xm-3...  -|-a'»-*x.^-am-l 


Dernierreste.  am— am=o. 

La  loi  des  termes  du  quotient  est  facile  à  observer.  Tous 
les  termes  sont  positifs  :  les  exposants  de  x  vont  en  dimi- 
nuant, tandis  que  ceux  de  a  vont  en  augmentant.  Le  der- 
nier reste  étant  nul,  la  division  se  fait  exactement,  quel  que 
soit  l'exposant  m.  On  a  donc 

sf* — tfw 

=#m-l-|-azm-|-f-û8#m~8 f-am-,x+flw"1. 

X  — ■ -  CL 

Ce  résultat  est  d'un  usage  fréquent  en  algèbre  ;  il  est  bon 
de  se  le  rappeler. 

On  pouvait  d'ailleurs  reconnaître  à  priori  la,  possibilité  de 
la  division.  En  effet,  on  sait  qu'en  effectuant  l'opération  on 
trouvera  un  quotient  entier  du  degré  m  —  i  par  rapport  à 
x  et  un  reste  du  degré  o  par  rapport  à  x,  c'est-à-dire  indé- 
pendant de  x.  Si  donc  on  désigne  par  q  le  quotient  et  par  r 
le  reste,  on  aura 

gm — d*=[x—a)q-\-r. 

Cette  égalité  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  x;  or, 
donnons  à  x  la  valeur  a;  le  premier  membre  devient  nul  ; 
le  premier  terme  du  second  membre  devient  aussi  nul  ;  car 
le  facteur  x —  a  devenant  nul,  et  le  polynôme  entier  q  pre- 
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nant  une  valeur  finie,  le  produit  devient  nul;  donc  le  reste 
r  est  nul;  et  il  est  identiquement  nul,  c'est-à-diré  qu'il 
est  nul  quelle  que  soit  x9  puisqu'il  ne  contient  pas  cette 
lettre.  Donc  la  division  est  possible. 

69.  Question  IL  Diviser  af1 + am  par  x — a. 
af*    -\-amx—a 
in  reste,  a  af^i-\-à 
ae  reste.  al«w"l+a! 


m 


m 


xmr-i  _|_axm-î_j_a2xm-3,.._|_ani-»a:^_am-l 


am~ix-\-am 


Dernier  reste.  am-\-am=aam. 
Le  quotient  est  le  même  que  dans  l'exemple  précédent  ; 

seulement  le  dernier  reste,  au  lieu  d'être  nul,  est  égal  à 
aam.  La  division  est  impossible.  Le  quotient  est  fraction- 
naire et  l'on  a 

a?m  +  aw       «_.-  ,     ^_9        ,    «_,  ,     aam 

! — =zj*»-i4-aa?nr-* h<*      H • 

x — a  x — a 

On  peut  aussi  reconnaître  à  priori  l'impossibilité  de  la 

division.  Car,  en  appelant  toujours  q  le  quotient  et  r  le 

reste,  on  a 

xM-\-am=(x — à)q-\-r; 

d'où  l'on  déduit  aam=r,  en  faisant  x=a. 

70.  Question  III.  Diviser  s"1 — amparar-}-a. 

Il  faut  ici  distinguer  deux  cas,  suivant  que  l'exposant 
est  pair  ou  impair.  Supposons  d'abord  que  m  soit  pair 

xm   — am  x-\-a 


ier  reste.  — a  x"1-1 — am 
»•  reste,  +a^rm-, — a1 


m 


aa»-i — axm-,+a*a?l,F~8-" +om_lx — tf*-1 


— am~lx — am 


D"  reste.     +  flm — flm = °- 
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Les  termes  du  quotient  sont  affectés  alternativement  du 
signe  +  et  du  signe  — .  Le  quotient,  étant  un  polynôme 
complet  du  degré  m — 1,  contient  m  termes,  c'est-à-dire 
on  nombre  pair  de  termes,  si  m  est  pair;  comme  les  signes 
alternent  en  commençant  par  le  signe  -j-,  le  dernier  terme 
sera  affecté  du  signe  — ,  et  par  conséquent  le  dernier  reste 
sera  +  d* — am  ou  zéro.  Dans  ce  cas,  la  division  est  pos- 
sible. 

Si  m  est  impair,  le  quotient,  ayant  un  nombre  impair  de 
termes,  se  termine  par  le  signe  +,  et  le  reste  est — d".~  d" 
ou—  ad\  Dans  ce  cas,  la  division  est  impossible. 

71.  Question  IV.  Diviser  a?*  -f  am  par  x  -f-  a. 

Le  quotient  a  la  même  forme  que  dans  l'exemple  précé- 
dent. Si  m  est  impair,  le  dernier  terme  du  quotient  a  le 
signe  -|-  ®t  l'on  a  pour  reste — aw-f-d*,  c'est-à-dire  zéro;  la 
division  est  possible.  Mais  si  m  est  pair,  le  dernier  terme.du 
quotient  a  le  signe  —  et  l'on  a  pour  reste+d^+d11,  c'est- 
à-dire  ad";  la  division  est  impossible. 

On  peut  rattacher  ces  deux  derniers  exemples  aux  deux 
précédents  par  des  considérations  sur  les  changements  de 
signes.  Nous  savons  que,  lorsqu'on  change  le  signe  d'une 
lettre,  les  puissances  impaires  de  cette  lettre  changent  de 
signes,  tandis  que  les  puissances  paires  ne  changent  pas. 
La  division  effectuée  au  n°  68  prouve  que  l'on  a 

&* — am=(x — ^(a^+aa^'+aV"-8 f-d*-1). 

Changeons  le  signe  de  a  ;  nous  aurons,  si  m  est  pair, 

a* — am={x-\-a)(a?n-1 — aa^|-,4-ût^w"8  ••• — d"-1); 
et,  si  m  est  impair, 

r*-j-am=(ar-|-a)(£,n-1— oa;m-,+û8^m"3 bd"~!)- 
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On  en  conclut  que  arm— am  est  divisible  par  x+a,  quand  m 
est  pair,  et  a^+a"1  par  «r+a,  quand  m  est  impair. 

72.  En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  qu'une  opéra- 
tion algébrique  a  pour  but  de  composer  un  polynôme  au 
moyen  de  deux  ou  de  plusieurs  polynômes  donnés,  d'après 
certaines  règles  déterminées. 

D'un  point  de  vue  plus  général,  on  peut  considérer  une 
opération  algébrique  comme  ayant  pour  but  de  transformer 
une  expression  en  une  autre  équivalente.  On  dit  que  deux 
expressions  algébriques  sont  équivalentes,  lorsqu'elles  four- 
nissent le  même  résultat,  quelles  que  soient  les  valeurs  nu- 
mériques attribuées  aux  lettres.  Ainsi  les  deux  expressions 

{a  +  by    ,    a*  +  aaô+68, 

qui  indiquent  deux  séries  d'opératiçns  différentes  à  effec- 
tuer sur  les  quantités  a  et  b,  conduiront  toujours  au  même 
résultat,  quelles  que  soient  les  valeurs  particulières  attri- 
buées aux  lettres  a  et  b  ;  ces  deux  expressions  sont  donc 
équivalentes,  et  l'on  peut  remplacer  l'une  par  l'autre  à  vo- 
lonté. Il  est  clair  que  les  opérations  algébriques  transfor- 
ment les  expressions  en  d'autres  équivalentes  ;  car,  dans  les 
raisonnements,  les  lettres  représentent  des  quantités  quel  • 
conques,  et  non  telles  ou  telles  valeurs  particulières. 
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FRACTIONS   ALGÉBRIQUES 


On  appelle  fraction  algébrique  le  quotient  de  deux  quan- 
tités quelconques,  entières  ou  fractionnaires,  positives  ou 
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négatives.  Les  fractions  algébriques  jouissent  des  mêmes 
propriétés  que  les  fractions  arithmétiques. 

73.  Théorème  I.  On  ne  change  pas  la  valeur  d'une  frac* 
tion  en  multipliant  ou  divisant  ses  deux  termes  par  une  même 
quantité. 

Soit  la  fraction  algébrique  7 ,  dont  nous  désignerons  par  q 


la  valeur.  On  a 

a 

bu 


i=9> 


a  =  bq. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 

la  même  quantité  c,  il  vient 

ac=bgc=bcQf 
d'où 


Donc 

# 

ac 
Te 

=?• 

ac 
Te 

a 
b 

Réciproquement, 

si 

l'on 

divise  les  deux  termes  de  la 

fraction  7  par  une  même  quantité  c,  on  obtient  une  fraction 
à 

égale 

a 

c 

b  ' 

€ 

car,  en  multipliant  par  c  les  deux  membres  de  cette  der- 
nière fraction»  on  reproduit  la  fraction  proposée. 

Corollairb  I.  On  ne  change  pas  la  valeur  (Tune  fraction 
en  changeant  les  signes  de  ses  deux  termes  ;  car  ceci  revient 
à  multiplier  ses  deux  termes  par  —  1 . 
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Corollaire  IL  Pour  réduire  plusieurs  fractions  au  même 
dénominateur,  on  multiplie  les  deux  termes  de  chacune  d'elles 
par  le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

Corollaire  III.  Pour  réduire  une  fraction  à  sa  plus  sim- 
ple expression,  on  divise  ses  deux  termes  successivement  par 
leurs  facteurs  communs. 

Corollaire  IV.  On  effectue  r addition  ou  la  soustraction 
de  plusieurs  fractions  en  réduisant  ces  fractions  au  même  déno- 
minateur, et  ajoutant  ou  retranchant  les  numérateurs. 

74.  Théorème  H.  On  multiplie  deux  fractions  en  multi- 
pliant numérateur  par  numérateur,  dénominateur  par  dénomi- 
nateur. 

a      c 
Soient  les  deux  fractions  -  et  -.  dont  nous  désignerons 

les  valeurs  par  q  et  q'  ;  on  a 


a 
ou 


-b  =  q     ,     -d  =  q 


a  —  bq   ,    c  =  dq'. 
Si  Ton  multiplie  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il 

vient 

ac  =  bdgq'; 
d'où 

ac 

«  =  «• 

Ainsi 

a     c ac 

bXd~~W 

78.  Théorème  III.  On  divise  une  quantité  par  une  fraction, 
en  multipliant  cette  quantité  par  la  fraction  diviseur  renversée. 

Soit  à  diviser  la  fraction  -  par  la  fraction  -f  J©  dis  que 
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le  quotient  cherché  est  égal  à 

ad, 

car,  si  Ton  multiplie  cette  fraction  par  le  diviseur,  et  si 
Ton  simplifie,  on  reproduit  le  dividende. 

76.  Théorème  IV.  Lorsqu'on  a  plusieurs  fractions  égales 
et  qu'on  ajoute  les  numérateurs  et  les  dénominateurs,  on  forme 
une  nouvelle  fraction  égale  a  chacune  des  fractions  proposées. 

Soient  les  fractions  égales 


a     a'     a" 


•  •  •  •  • 


b     b'     b' 
En  désignant  par  q  la  valeur  de  chacune  d'elles,  on  s 


a  a 


l=q   ,   y=*  ,   £-.=?, 


ou 

a=bq    ,    a'=b'q  ,    a*=b*q, 

Si  Ton  ajoute  ces  diverses  égalités  membre  à  membre,  il 

vient 

a+a'+a'+ =(*  +  *' +**+ )q, 


d'où 


q+q'+a*+ _ 

64-ft'  +  6"+ ~9' 


Corollaire  I.  Lorsqu'on  a  plusieurs  fractions  égales,  si, 
après  avoir  multiplié  les  deux  termes  de  chacune  d'elles  par 
une  mime  quantité,  on  ajoute  les  numérateurs  et  les  dénomina- 
teurs, on  forme  une  nouvelle  fraction  égale  à  chacune  des  frac- 
tion* proposée*. 

Soient  les  fractions  égales 

a     d     cf 
b     ti     V 

Si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la  première  par  m. 
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ceux  de  la  seconde  par  m',.».»  on  obtient  des  fractions 

ma m'a' m "et 

ml~mW~mTb" 

égales  respectivement  aux  fractions  proposées,  et  par  con- 
séquent égales  entre  elles.  Donc  la  nouvelle  fraction 

ma-\-m'a' -\-m*a* -|- 

mé  +  m'i'  +  w,^-^ 

est  aussi  égale  à  chacune  des  fractions  proposées. 

Corollaire  IL  Lorsqu'on  a  plusieurs  fractions  égales,  la 

fraction  qui  a  pour  numérateur  la  racine  carrée  de  la  somme 

des  carrés  des  numérateurs,  et  pour  dénominateur  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés,  deç  dénominateurs,  est  égale  à 

chacune  des  fractions  proposées. 

En  effet,  les  carrés  des  fractions  égales 


a     a      a 


sont  des  fractions  égales 


•  •  •  • 


a*     a'*      a"» 


__  •  •  •  •  • 


ù*      b'*      b" 
En  vertu  du  théorème  précédent,  on  a 

q*  +  a"  +  q,r>+ _a\ 

41 -|_  A'1  +  é*1 -f —  b*; 

si  Ton  prend  la  racine  carrée,  il  vient 

y^i-f-flfi-}-flri+ _a 

yfyi  +  é'i  +  4*1  + ""* 

Exemples. 

i°  Trouver  les  côtés  d'un  rectangle  semblable  à  un  rec- 
tangle donné,  connaissant  le  périmètre. 
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Appelons  a  et  b  les  deux  côtés  du  rectangle  donné,  ap  le 
périmètre  donné,  x  et  y  les  deux  côtés  du  rectangle  cher- 
ché. On  a  les  rapports  égaux 

x_y 
a~b* 

En  ajoutant  les  numérateurs  et  les  dénominateurs,  on 
forme  la  fraction  égale 

x-\-y p 

â+b~  â+Z; 
on  a  donc 

x y p 

â~~b~â+b; 

d'où  l'on  déduit,  en  égalant  chacune  des  deux  premières 
fractions  à  la  troisième, 

pa  pb 

X~  a+b     '     y~^Çb' 

a°  Trouver  les  côtés  d'un  rectangle  semblable  à  un  rec- 
tangle donné,  connaissant  la  diagonale  d. 
Si  Ton  applique  le  corollaire  II  aux  deux  fractions  égales 


x_y 
a~b 


—  » 


on  forme  la  fraction  égale 


On  a  donc 


\/a*  +  b*      \/a*  +  b*' 


d'où  l'on  déduit 


a      b      y/a*  _|_  £•  * 


da  db 

x=   , =    ,    y= 


y/a9  +  b*     •  y/a*  -f  b* 

3#  Trouver  les  côtés  d'un  rectangle  semblable  à  un  rec- 
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tangle  donné,  conduisant  l'excès  e  du  demi-périmètre  sur 
la  diagonale. 
Les  deux  fractions  égales 

a      b 
donnent  naissance  aux  deux  fractions  égales 


a"M  \/a*  +  b* 

qui,  à  leur  tour,  produisent  la  fraction  égale 


On  a  donc 

?_?_ ? 

«      *      fl  +  6_  \Ja%  +  b*' 

d'où  Ton  déduit  les  valeurs  de  x  et  de  y. 

Exercioes  sur  le  Livre  I#r. 
Question  I.  Faire  la  multiplication 

Réponse  :  Le  produit  est      a3 — ô8. 

Question  II.  Faire  la  multiplication 

(a»— 06  + 61)  (a +  6). 
Réponse  :  a3  +  68. 

Question  III.  Faire  la  multiplication 

{am  +  aT'b  +  amtb* . .  -  +  *•)  (<*-&), 

Question  IV.  Faire  la  multiplication 

(3ertc— 568)  (3a«s  +  568), 
Aépontf  1  9a*a?s — a56ê, 
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Question  Y.  Faire  la  multiplication 

(5aô  +  3ac — c*)  (— -  Sab  +  Zac  —  c1). 
Réponse  :  —  a5a*6a  +  Qa*c*--6ac?  -f  c4. 

Question  VI.  Faire  la  division 

ao4— iSa^  +  Sia^1— 38ao8  -f  a464 
aa>— 3a6  +  46a 
Réponse  :  a2 — 5aô  +  66*. 

Question  VIL  Faire  la  division 

4a?*  —  q<i*x*  -f  6a*x  —  a4 
aa?1 — 5aaî4-a2        " 
Répons*  :  aar2  +  3aœ — a*. 

Question  VIII.  Calculer 

a*-b* 

a«— 6*' 
Réponse  ;  a4  +  a'6»  +  64. 

Question  IX.  Calculer 

ia5a8— 86» 
5a— aô 
Réponse  :  a5a*  -f  ioao  -f  46*. 

Question  X.  Multiplier  le  polynôme 

(a — b)x*  +  a  [a  —  b)x — a6a 
par  (a  +  6)» — a*. 

Réponse  :  (a*—  />*>*+  a6(o — ôja?»— (a4—  a'ô  -f  a*6a+  ab*)œ  +  aty*. 

Qi'bstion  XI.  Simplifier  l'expression 

Gab    (c  +  d  __d\ 
3c-<*\"~4         3/ 

ab 
Réponse  :  —  • 

Question  XII.  Simplifier  l'expression 

a-6 

a — ■ 
i  +  ab 


.a(a-&) 

i  -r 


i  +  aô 
Réponse  :  6. 
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Question  XIII.  Vérifier  l'égalité 

(a»  +  6»)  (a'*  +  &'»)— [aaf  +  66')*  =  (a6'-~  6a')». 

Question  XIV.  Vérifier  l'égalité 

(a«  +  6»  +  c»)  (a'»  +  6'»  +  &*)—(<rf  +  bV  +  ce1)* 
=  [aV  -  6a')8  +  (6c'  — c6')»  +  (ea'— oc')*. 

Question  XV.  Reconnaître  dans  quel  cas  a* — 6"  est  divisible 
par  a* — 6*. 

Réponse.  Il  faut  que  les  deux  exposants  m  et  n  du  dividende 
soient  des  équimultiples  des  deux  exposants  p  et  q  du  diviseur. 

Question  XVI.  Additionner  les  fractions 

ii  i 

(a-b){a-cy(b-a)(b-c)+{e—a)  (c— 6)' 

0  ,  b  i  c 

(a-6)(a-c)^(6-a)(6-er  (c-aHc-ô)' 

a*  62  c» 

+  77 ttî ;+■ 


(a— 6)(a-cr  (6-a)(6--cr  (c-aHc-ô)' 
a'  6S  c» 

+  77 r77 T  + 


(a— 6)  (a— c)     (6  —  a)  (6— c)     (c— a)  (c  — 6j 

Réponse.  Les  deux  premières  sommes  sont  égaies  à  zéro,  la  troi- 
sième à  l'unité,  et  la  quatrième  h  a  +  b  +  c. 


( 
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ÉQUATIONS    DU    PREMIER    DEuRÉ 


CHAPITRE  PREMIER 

ABSOLUTION    DES   EQUATIONS   DU   PREMIER   DEGRE 


Définitions. 

11.  Une  identité  est  une  égalité  évidente  par  elle-même, 

comme 

a=a. 

Une  équation  est  une  égalité  dans  laquelle  entrent  une 
ou  plusieurs  lettres  désignant  des  quantités  inconnues. 

Résoudre  des  équations,  c'est  trouver  les  valeurs  des  in- 
connues qui  satisfont  aux  équations  proposées,  c'est-à-dire 
qui  rendent  égaux  les  deux  membres  de  chacune  d'elles.  Si 
l'on  remplace  les  inconnues  par  leurs  valeurs,  les  équa- 
tions deviennent  des  identités. 

On  dit  que  deux  équations  sont  équivalentes,  lorsque 
toutes  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  à  Tune  satis- 
font à  l'autre  et  réciproquement. 

Deux  systèmes  d'équations  simultanées  sont  équivalents, 
lorsque  toutes  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  à  l'un 
satisfont  à  l'autre  et  réciproquement. 
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Il  est  clair  que,  dans  la  résolution  des  équations,  on  peut 
remplacer  une  équation  par  une  équation  équivalente,  un 
système  d'équations  par  un  système  équivalent. 

78.  On  appelle  degré  d'une  équation  la  plus  grande 
somme  des  exposants  de  toutes  les  inconnues  dans  un 
mémje  terme.  Ainsi  les  équations 

7ff+6y=4o, 
sont  du  premier  degré.  Les  équations 

5a:  — 3y=2#y — 3, 

sont  du  second  degré  ;  dans  cette  dernière  le  terme  axy  est 
du  second  degré  par  rapport  aux  deux  inconnues  x  et  y. 
On  a  classé  les  équations  d'après  leurs  degrés.  Nous  nous 
occuperons  d'abord  des  équations  du  premier  degré. 

Résolution  dune  équation  du  premier  degré 

à  une  inconnue. 

79.  La  résolution  d'une  équation  du  premier  degré  à  une 
inconnue  dépend  de  principes  très-simples  dont  nous  avons 
déjà  parlé  dans  l'introduction  (noi  7  et  8),  et  que  nous  allons 
exposer  avec  plus  de  détail. 

Théorème  I.  Si  aux  deux  membres  dune  équation  on  ajoute 
une  même  quantité,  ou  si  des  deux  membres  on  retranche  une 
même  quantité,  on  transforme  cette  équation  en  une  autre  équi- 
valente. 

Appelons  A  et  B  les  deux  membres  de  l'équation  propo- 
sée, qui  sera  ainsi  représentée  par 

A=B, 
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et,  afin  de  simplifier,  supposons  qu'elle  ne  contienne 
qu'une  seule  inconnue  x.  Une  solution  de  cette  équation  est 
une  valeur  de  x  qui  rend  les  deux  expressions  algébriques 
À  et  B  égales  entre  elles.  En  ajoutant  aux  deux  membres  la 
même  quantité  C,  nous  formerons  une  nouvelle  équation 

A  +  C=B  +  C, 
équivalente  à  la  proposée.  En  effet,  toute  valeur  de  x,  qui 
satisfait  à  la  première  équation,  satisfait  aussi  à  la  seconde; 
car,  si  aux  deux  quantités  égales  A  et  B  on  ajoute  la  même 
quantité  C,  on  obtient  deux  quantités  égales  A  -f  C  et 
B  -f-  C.  Réciproquement,  toute  valeur  de  x,  qui  satisfait  à  la 
seconde  équation,  satisfait  aussi  à  la  première  ;  car,  si  des 
deux  quantités  égales  A+C  et  B+ C  on  retranche  la  même 
quantité  G,  on  obtient  deux  restes  égaux  A  et  B.  Les  deux 
équations,  admettant  les  mêmes  solutions,  sont  donc  équi- 
valentes. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  qu'en  retranchant 
une  même  quantité  C  des  deux  membres  de  l'équation  pro- 
posée, on  forme  une  nouvelle  équation  équivalente 

A— C=B  — C. 

80.  Coboluure  I.  Un  terme  quelconque  iïune  équation 
peut  être  écrit  dans  Vautre  membre  avec  un  signe  contraire. 
Soit  l'équation 

6x — 7=i3  +  aJ?. 

Si  nous  ajoutons  7  aux  deux  membres,  l'équation  devient 

le  terme  7,  qui  avait  le  signe  —  dans  le  premier  membre, 
est  passé  dans  le  second  membre  avec  le  signe  +.  De 
même,  si  nous  retranchons  aar  des  deux  membres,  l'équa- 
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tion  devient 

6x  — aa:=i3-j-7; 

le  terme  ax,  qui  avait  le  signe  +  dans  le  second  membre, 

est  passé  dans  le  premier  avec  le  signe  — . 

81.  Corollaire  IL  On  peut  changer  les  signes  de  tous  les 

termes  d'une  équation. 

Soit  l'équation 

10  —  5x=5x — 6. 

Si  Ton  fait  passer  dans  le  second  membre  tous  les  termes 
du  premier  et  réciproquement,  cette  équation  devient 

—  5x-f-6= — io-f-3:r, 
ou,  en  transposant  les  deux  membres, 

—  io  +  &r=  —  5#-f-  6. 

82.  Théorème  II.  Si  l'on  multiplie  ou  si  Von  divise  les 
deux  membres  d'une  équation  par  une  même  quantité  ne  renfer- 
mant aucune  inconnue,  on  transforme  cette  équation  en  une 
équation  équivalente. 

En  vertu  du  théorème  précédent,  nous  pouvons  supposer 
que  Ton  a  fait  passer  tous  les  termes  de  l'équation  dans  le 
premier  membre,  de  sorte  que,  si  nous  appelons  X  ce  pre- 
mier membre,  l'équation  sera  représentée  par 

X=o. 

Une  solution  de  cette  équation  est  une  valeur  de  x  qui  rend 
l'expression  algébrique  X  égale  à  zéro.  En  multipliant  tous 
les  termes  de  cette  équation  par  un  nombre  donné  A,  nous 
formerons  une  nouvelle  équation 

AX=o, 

équivalente  à  l'équation  proposée.  En  effet,  toute  valeur  de 

^r  qui  satisfait  à  la  première  équation  satisfait  aussi  à  la 

seconde  ;  car,  si  la  quantité  X  est  nulle,  le  produit  de  cette 
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quantité  par  le  nombre  A  est  aussi  nul.  Réciproquement, 
toute  valeur  de  x  qui  satisfait  à  la  seconde  équation  satis- 
fait aussi  à  la  première  ;  car,  si  le  produit  AX  est  nul,  il  faut 
que  l'un  des  deux  facteurs  le  soit  ;  mais  le  nombre  donné  A 
n  est  pas  nul  ;  donc  l'autre  facteur  X  est  nécessairement 
nul.  Les  deux  équations,  admettant  les  mêmes  solutions, 
sont  équivalentes. 
De  même,  si  Ton  divise  tous  les  termes  par  un  même 

nombre  A,  on  transforme  l'équation  proposée  en  une  autre 

X 

— -=o  équivalente. 

83.  Remarque.  Pour  la  rigueur  du  raisonnement,  il  im- 
porte que  le  multiplicateur  A  ne  soit  ni  nul  ni  infini,  et, 

pour  cela,  il  faut  que  ce  multiplicateur  ne  contienne  pas 

l'inconnue.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  multiplié 

par  x — 2  ;  l'équation 

{x—  a)X=o 

admet  bien  toutes  les  solutions  de  l'équation  X=o;  mais 
elle  admet  en  outre  la  solution  x=a,  qui  annule  le  multi- 
plicateur. Ainsi,  la  seconde  équation  n'est  pas  équivalente 
i  la  première,  puisque,  outre  les  solutions  de  la  première, 
elle  en  admet  encore  une  autre. 

Ceci  montre  comment  la  multiplication  par  une  quantité 
contenant  l'inconnue  introduit  dans  l'équation  des  solutions 
étrangères  à  la  question.  Quand  une  semblable  opération 
sera  nécessaire,  on  tiendra  compte  de  cette  circonstance, 
et  parmi  les  solutions  trouvées  on  distinguera  celles  qui 
satisfont  réellement  à  l'équation  proposée. 

Au  contraire,  la  division  par  une  quantité  contenant  l'in- 
connue peut  faire  disparaître  une  ou  plusieurs  solutions  de 
l'équation. 
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84.  Corollaire.  On   fait  disparaître   les   dénominateurs 

d'une  équation  en  multipliant  tous  les  termes  de  t  équation  par  le 

plus  petit  multiple  des  dénominateurs. 

Soit  l'équation 

yx      3 i      5x 

~8""~4  —  6+7a~" 

Le  plus  petit  multiple  de  tous  les  dénominateurs  est  il\. 

Si  nous  multiplions  tous  les  tenues  de  l'équation  par  24,  il 

est  clair  que  les  dénominateurs  disparaissent;  l'équation 

devient 

*ix — i8=4-f-  io#. 

Pour  faire  cette  multiplication,  on  multiplie  le  numérateur 
de  chaque  terme  par  le  quotient  du  plus  petit  multiple  par  le 
dénominateur,  et  l'on  ôte  ce  dénominateur  ;  ainsi  nous  avons 
multiplié  les  numérateurs  par  les  quotients  3,  6,  4,  a  du 
plus  petit  multiple  24  parles  différents  dénominateurs. 

Si  l'équation  ne  contient  qu'un  seul  dénominateur,  on 
multipliera  par  ce  dénominateur. 

Si  l'on  éprouve  quelque  difficulté  à  trouver  le  plus  petit 
multiple,  on  multipliera  par  le  produit  des  dénominateurs, 
qui  est  un  multiple  commun. 

85.  Nous  pouvons  maintenant  énoncer  la  règle  à  suivre 
pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  à  une  incon- 
nue :  1°  on  chasse  les  dénominateurs,  s'il  y  en  a;  a°  on  fait 
passer  les  termes  inconnus  dans  le  premier  membre,  les  termes 
connus  dans  le  second  membre,  et  ton  réduit  les  uns  et  les  autres; 
3°  enfin  on  divise  par  le  coefficient  de  l'inconnue. 

Reprenons  l'équation 

yx     3 1      5  x 

¥~4  —  ë^Ia* 
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Chassons  d'abord  les  dénominateurs,  cette  équation  devient 

21X —  l8=4+  10#. 

Ensuite,  faisons  passer  les  termes  inconnus  dans  le  pre- 
mier membre,  les  termes  connus  dans  le  second,  nous  avons 

21a? — io#=4-f-18, 
ou,  en  réduisant, 

Enfin,  divisons  par  11,  il  vient 

22 

x= — =2. 

11 

On  voit  que  la  méthode  consiste  à  transformer  l'équation 
proposée  en  une  série  d'équation  équivalentes,  jusqu'à  ce 
que  l'on  arrive  à  une  équation  de  la  forme  a?  =  2.  Mais  cette 
dernière  équation  est  évidemment  satisfaite,  si  Ton  donne  à 
l'inconnue  la  valeur  2,  et  ne  Test  par  aucune  autre  valeur  ; 
donc  l'équation  proposée,  qui  est  équivalente  à  cette  der- 
nière, admet  la  solution  x=  2  et  n'en  admet  aucune  autre. 

86.  Considérons  encore  l'équation 

4  +  7=T- 5' 

que  nous  avons  déjà  résolue  (n°  9).  Les  deux  dénominateurs 
étant  premiers  entre  eux,  leur  plus  petit  multiple  est  leur 
produit;  on  multipliera  donc  par  12,  ce  qui  donne 

3a?+84=&r— 36. 
On  en  déduit,  par  la  transposition  des  termes, 

3a?— 8ar=— 36— 84, 
—  5a?=—  120, 

et,  en  changeant  les  signes  des  deux  membres, 

Ô£=120, 
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d'où 

îao 
#  =  -£-  =  24. 
5 

Résolution  de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux 

inconnues. 

87.  Si  Ton  n'avait  qu'une  équation  à  deux,  inconnues 
x  et  y,  l'équation  admettrait  une  infinité  de  solutions  ;  car 
on  pourrait  donner  à  x  une  valeur  quelconque,  et  il  en  ré- 
sulterait pour  y  une  valeur  correspondante.  La  question 
serait  donc  indéterminée. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

5ar  — 3y=g, 

qui,  résolue  par  rapport  à  y,  devient 

5a:  —  q 
y  3 

Si  l'on  donne  kx  les  valeurs  a,  3,  4, ,  on  trouve  pour 

y  les  valeurs  J,  a,  ~ Ainsi  l'équation  est  satisfaite  par 

les  systèmes  de  valeurs 

a?=a     ,    y  =  3> 

ar  =  3    ,    y  =  a, 

11 

*=4  ,   y— Y' 


Chacun  d'eux  constitue  une  solution  de  l'équation  proposée 
et  il  7  en  a  une  infinité. 

Les  théorèmes  I  et  II,  et  les  transformations  qui  en  ré- 
sultent, sont  vrais  d'une  manière  générale  et  s'appliquent 
à  une  équation  à  plusieurs  inconnues.  Mais,  alors,  il  faut 
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entendre  par  équations  équivalentes  deux  équations  qui 
admettent  les  mêmes  solutions  en  nombre  infini. 

Si  Von  a  deux  équations  simultanées  à  deux  inconnues, 
l'indétermination  disparait  ;  on  ne  peut  plus  prendre  x  ar- 
bitrairement ;  car  il  faut  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  satis- 
fassent à  la  fois  aux  deux  équations. 

88.  Parmi  les  diverses  méthodes  employées  pour  effec- 
tuer cette  résolution,  l'une  des  meilleures  et  des  plus  usi- 
tées est  celle  dite  de  substitution.  Nous  l'avons  déjà  fait  con- 
naître dans  l'introduction  (n*  ai).  Elle  consiste  A  tirer  de 
l'une  des  deux  équations  proposées  la  valeur  de  tune  des  in- 
connues, comme  si  Vautre  était  connue,  et  à  substituer  cette 
valeur  dans  Vautre  équation;  on  obtient  ainsi  une  équation 
à  une  inconnue  que  l'on  résout  par  le  procédé  ordinaire. 

Soient  les  deux  équations  simultanées 

(i)  &r—   3y  =  g, 

que  nous  numérotons,  afin  d'abréger  le  discours.  De  la  pre- 
mière tirons  la  valeur  de  y,  comme  si  la  valeur  de  x  était 
connue,  nous  avons 

(3)  ,-Sf». 

Mettons  cette  expression  à  la  place  de  y  dans  la  seconde 
équation,  nous  obtiendrons  une  équation  à  une  inconnue 

(4)  ?*+ n^l5=43. 

Cette  équation,  résolue  par  le  procédé  habituel,  donne 
z=3.  En  portant  cette  valeur  dans  l'expression  (3)  de  y,  on 
trouve  y =a.  Telles  sont  les  valeurs  des  deux  inconnues. 
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89.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  méthode  remplace  le  sys- 
tème des  deux  équations  proposées  (i)  et  (a)  par  le  sys- 
tème équivalent  des  deux  équations  (3)  et  (4).  En  effet,  nous 
remarquons  d'abord  que  l'équation  (3)  n'est  autre  que  l'é- 
quation (i)  transformée.  Si  donc,  pour  certaines  valeurs  de 
x  et  de  y,  les  équations  (0  et  (a)  sont  satisfaites,  l'équa- 
tion (3),  qui  est  la  même  que  l'équation  (i),  le  sera  évi- 
demment, et  aussi  l'équation  (4),  qui  ne  diffère  de  l'équa- 
tion (a)  qu'en  ce  que  la  quantité  y  a  été  remplacée  par  une 

quantité  égale  — ~^  •  Réciproquement,  si,  pour  certaines 

valeurs  de  x  et  de  y,  les  équations  (3)  et  (4)  sont  satisfaites, 
l'équation  (i),  qui  est  la  même  que  l'équation  (3),  le  sera 
évidemmenty  et  aussi  l'équation  (a),  qui  ne  diffère  del'équa- 

tion  (4)  qu'en  ce  que  la  quantité  — — 2  a  été  remplacée 

par  la  quantité  égale  y.  Les  deux  systèmes  d'équations  ad- 
mettent donc  les  mêmes  solutions,  et  par  conséquent  sont 
équivalents. 
Mais  l'équation  (4),  transformée,  devient 

ar=3. 

On  peut  donc  remplacer  le  système  proposé  parle  système 
équivalent 

(3)  y  =  — 3-^ 

(5)  a?  =  3. 

L'équation  (5)  n'est  satisfaite  que  parla  valeur  x= 3; 
pour  satisfaire  en  même  temps  à  l'équation  (3),  il  faut  don- 
ner à  y  la  valeur  a.  Ainsi,  ce  dernier  système  d'équations, 
et  par  conséquent  le  système  proposé,  admet  la  solution 
j?=3,  y=a,  et  n'en  admet  pas  d'autre. 
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Exemples. 

90.  Dans  la  pratique,  on  profitera  de  toutes  les  circon- 
stances qui  permettent  de  simplifier  le  calcul. 
i*  Résoudre  les  deux  équations 

yy  —  \x=   a, 
5y  +  4#  =  2a. 

Les  deux  coefficients  de  x  étant  les  mêmes,  on  tirera  de  la 
première  équation  la  valeur  de  x, 

yy— » 

4 
que  l'on  substituera  dans  la  seconde,  ce  qui  donne 

5y  +  4^=^  =  **. 

Le  dénominateur  4  disparait  de  lui-même»  et  l'équation 
s'écrit  plus  simplement 

fy  +  7y  —  a  =  aa, 
d'où  l'on  déduit 

y=a, 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'expression  de  x> 

a?=3. 

s°  Résoudre  les  deux  équations 

17a;  —  ioy=n, 
\$x —   5y=i9. 

Le  coefficient  de  y,  dans  la  première  équation,  étant  un 

multiple  du  coefficient  de  y  dans  la  seconde,  on  tirera  de 

celle-ci  la  valeur  de  y, 

que  l'on  substituera  dans  la  première,  ce  qui  donne 

iZx — 10 

10—^=11, 
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ou,  plus  simplement» 

17J? — a(i3tt — 19)  =  îi. 

On  en  déduit  x  =  3    ,    y  =  4. 

3°  Résoudre  les  équations 

Sx — ny=  1, 
îgy —  i2X=  îi. 

Les  deux  coefficients  de  x  ayant  un  commun  diviseur,  de  la 

première  équation  on  tirera 

i  +  ny 

*=— T~  ' 

et  l'on  substituera  dans  la  seconde,  ce  qui  donne 

i  +  ny 

*9y—ia — i»     =l1- 

Si  Ton  divise  par  4  les  deux  termes  de  la  fraction,  cette 
équation  se  simplifie  et  devient 

_  1  +  îiy 

On  en  déduit  y=5    ,    x  =  y. 

Résolution  de  trois  équations  du  premier  degré 

à  trois  inconnues. 

91.  La  marche  à  suivre  est  toujours  la  même  :  de  l'une 
des  trois  équations  proposées  on  tirera  la  valeur  de  tune  des  in- 
connues,  comme  si  les  valeurs  des  deux  autres  étaient  connues, 
et  Von  substituera  cette  valeur  dans  les  deux  autres  équations. 
On  obtiendra  ainsi  deux  équations  à  deux  inconnues  que 
Ton  résoudra  par  le  procédé  indiqué  précédemment. 

Soient  les  trois  équations 

(1)  5y  —  7*  +  3z=  4, 

(a)  4*  +  9y—  5z  =  3o, 

(5)  v  aa?  —  3y  +  6*=    1. 
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Si  de  la  première  on  tire 

(4)  ,=  4  +  7*-5y> 

et  que  l'on  substitue  dans  les  deux  autres,  on  a  les  deux 
équations  à  deux  inconnues 

(5)  4*  +  9y-54  +  7g~5y  =  5o, 

(6)        „-^  +  6i±2=*=BS  i, 

qui,  simplifiées,  deviennent 

5ay —  a3ar=no, 
i3y —  i6x=     7. 

La  question  est  ramenée  ainsi  à  la  résolution  de  deux 
équations  à  deux  inconnues.  Si  de  la  dernière  on  tire 

fx  7  +  1&* 

et  que  Ton  substitue  dans  la  précédente,  on  a  l'équation  à 
une  inconnue 

(8)  5a  {-!— a3;r=iio, 

ou,  plus  simplement, 

4(7  +  16a:)  —  a3#  =  1 10. 
Cette  dernière  équation,  résolue,  donne  s  =  a.  Portant 
cette  valeur  dans  l'équation  (7),  on  en  déduit  y =3;  por- 
tant ces  deux  valeurs  dans  l'équation  (4),  on  a  enfin  2=1. 
Telles  sont  les  valeurs  des  trois  inconnues. 

92.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  méthode  transforme  le  sys- 
tème des  trois  équations  proposées  en  un  système  équiva- 
lent composé  des  trois  équations  (4),  (5)  et  (6).  En  effet, 
J  équation  (4)  est  la  môme  que  l'équation  (1),  et  l'on  déduit 
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les  équations  (5)  et  (6)  des  équations  (2)  et  (3)  en  rempla- 
çant z  par  une  quantité  égale,  ou  réciproquement. 

Mais  le  système  des  deux  équations  (5)  et  (6)  peut  être 
remplacé  à  son  tour  par  le  système  équivalent  des  deux 
équations  (7)  et  (8),  et  cette  dernière,  résolue,  devient  x=a. 
Ainsi,  le  système  des  trois  équations  proposées  est  trans- 
formé en  un  système  équivalent 

.      4  +  7*  —  fy 


(4) 


(7)  y= 


3 
7  +  i&r 


i3 

(9)  X=2. 

La  dernière  équation  n'est  satisfaite  que  par  la  valeur  x=*  ; 
pour  satisfaire  en  même  temps  à  la  seconde,  il  faut  donner 
à  y  la  valeur  3  ;  pour  satisfaire  en  même  temps  àla  première, 
il  faut  donner  à  z  la  valeur  1.  Ainsi,  ce  dernier  système,  et 
par  conséquent  le  système  proposé,  admet  la  solution 

a?  =  a     ,     y  =  3     ,    1=1, 

et  n'en  admet  pas  d'autre. 

Exemples. 

93.  Dans  chaque  cas  particulier,  on  dirigera  les  calculs 
de  manière  à  les  simplifier  autant  que  possible. 
i°  Résoudre  les  trois  équations 

(1)  x+  y-f  *=  6, 

(2)  a?-f~2y-|-3*=io, 

(3)  x  +  4y  +  92  =  20. 

Si  de  la  première  on  tire 

(4)  x  =  G  —  y—xt 
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et  que  l'on  substitue  dans  les  deux  autres,  on  a  les  deux 
équations  à  deux  inconnues 

6  —  y  —  z-|-2y-4-35==io, 
6  —  y  —  *  +  4y  +  9*  =  2o, 

qui,  simplifiées,  deviennent 

(5)  y  +  2z=  4, 

(6)  3y  +  8z=i4. 

On  résoudra  ces  deux  équations  en  tirant  de  la  première 
(?)  y  =  4  —  az, 

et,  substituant  dans  la  seconde,  ce  qui  donne 

3(4— -az)  +  8z=i4, 
d'où 

(8)  s=i. 

Le  système  des  trois  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  trois  équations  (4),  (5),  (6)  et  par  suite  au 
système  des  trois  équations  (4),  (7),  (8).  Portant  la  valeur 
de  z  dans  l'équation  (7),  on  trouve  y =2;  portant  les  va- 
leurs de  z  et  y  dans  l'équation  (4),ona«=  3. 

a*  Résoudre  les  trois  équations 

(1)  5x  —  7^  =  2, 

(2)  4y  —  3*  =  i4 

(3)  xc —   «  =7. 

Les  trois  inconnues  n'entrent  pas  dans  chacune  des  trois 
équations  et  le  calcul  est  plus  simple.  Si  de  la  troisième 
équation  on  tire 

(4)  z=*x—  7, 

et  que  l'on  substitue  dans  la  seconde,  on  a 

4y  —  3(2#  —  7)=!, 
plus  simplement 

&r  —  4y  =  ao, 
oa 

(S)       .  3x— 2y=io. 
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Cette  équation,  jointe  à  la  première  qui  ne  contient  pas  z, 

forme  un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues 

5x  —  jy=   a, 
3# —  ay  =  10. 
Si  de  la  dernière  on  tire 

?>x — 10 
(6)  If  =-7— 

et  que  Ton  substitue  dans  la  précédente,  on  a  l'équation  h 
une  inconnue 

OX ÎO 

(;)  5x  — 7 =2. 

Le  système  des  trois  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  trois  équations  (i),  (4),  (5)  et,  par  suite,  au 
système  des  trois  équations  (4),  (6),  (7).  On  en  déduit 

x  =  6    ,    y  =  4    i    *  =  5. 

3°  Résoudre  les  trois  équations  * 

(1)  Sx  —  3y  =  47, 

(2)  3x  +  ay  —  2- =  19, 

(3)  2J?  +  3z  —  3y=l7« 
Si  de  la  seconde  équation  on  tire 

3x  +  ay  — 19 


(4) 


2 


et  que  Ton  substitue  dans  la  troisième,  on  a  l'équation 

,  _  Sx  4-  ay  —  19      „ 

aa  +  3      ^   y 2_3y=i7, 

a 

qui,  simplifiée,  se  réduit  à 

(5)  i3ar  =  9i. 

Le  système  des  trois  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  trois  équations  (i),  (4),  (5).  Cette  dernière 
donne  immédiatement  «=7.  La  valeur  de  x  étant  connue, 
on  tirera  de  la  première  équation  y=3;  en  portant  ces 
deux  valeurs  dans  l'équation  (4),  on  aura  5=4.  . 
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Résolution  d'un  nombre  quelconque  d'équations  du  premier 
degré  à  un  pareil  nombre  d'inconnues. 

94.  La  méthode  de  substitution,  que  nous  avons  employée 
pour  deux  et  pour  trois  équations,  s'applique  sans  difficulté 
à  un  plus  grand  nombre  d'équations.  Supposons  que  Ton 
ait  à  résoudre  n  équations  à  n  inconnues.  De  la  première 
équation  on  tirera  la  valeur  de  la  première  inconnue  que  Ton 
substituera  dans  toutes  les  autres  équations,  ce  qui  donnera 
n  —  i  équations  an  —  i  inconnues,  qui,  jointes  à  la  pre- 
mière, formeront  un  système  équivalent  au  système  pro- 
posé. De  la  seconde  équation  de  ce  second  système,  on  tirera 
de  même  la  valeur  de  la  seconde  inconnue  que  l'on  substi- 
tuera dans  toutes  les  suivantes  ;  le  système  proposé  sera 
transformé  en  un  système  équivalent,  composé  d'une  équa- 
tion à  n  inconnues,  d'une  an  —  1  inconnues,  et  de  n  —  a 
équations  à  n  — a  inconnues.  On  continuera  de  la  même 
manière  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  équationà  une  in- 
connue, et  alors  le  système  des  n  équations  sera  transférai 
en  un  système  équivalent  de  n  équations,  contenant,  1* 
première  les  n  inconnues,  la  seconde  n  —  1 ,  la  troisième 
n— a,...,  enfin  la  dernière  une  seule  inconnue.  De  cette 
équation,  on  déduira  la  valeur  de  la  dernière  inconnue,  et 
en  remontant  de  proche  en  proche,  on  trouvera  successi- 
rement  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues. 

Appliquons  cette  méthode  à  la  résolution  des  quatre  équar 

tions  à  quatre  inconnues 

l    x  —  ay-f-   * —  3tt=i, 
\  ?y  —  as—  4*+iau  =  4, 

(0  !  3x+    V—5z  +      u  =  Q, 

(a*—  * —  y-j-   71* =8é 
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De  la  première  équation  tirons  la  valeur  de  x,  substi- 
tuons-la dans  toutes  les  autres  et  simplifions  ;  nous  trans- 
formons le  système  des  équations  proposées  en  un  autre 

équivalent 

x=i   +   2y  —  z-{-3u, 

,  3y  —  az  4-  6m  =  6, 

(a)  { 

7y  — 6z  +  iou  =  6, 

3z  — 3y  -\-   f\u  —  y. 

De  la  seconde  équation  de  ce  second  système  tirons  la 

valeur  de  y  et  substituons-la  dans  les  deux  suivantes,  nous 

obtenons  le  troisième  système 

x=   i   +   2y —  24*3w, 

6  -f-   2*  —  6" 

(3)  {y~  3 

z  +   3m  =   6, 
z-f-  iou=  i3, 

équivalent  au  second,  et  par  conséquent  au  premier. 

Si  de  la  troisième  équation  de  ce  troisième  système  nous 

tirons  la  valeur  de  z  pour  la  substituer  dans  la  dernière 

équation,  nous  arrivons  enfin  au  système 

I  x  =  i  -f-  2y  —  z-\~  Su, 

6  4-2Z  — 6u 
y  = — ! — , 

(4)  {  y  3 

z  =  6  —  3m, 
t*=i. 

équivalent  à  chacun  des  précédents. 
En  remontant  de  proche  en  proche,  on  trouvo 
««=i     ,    z  =  3    ,     y  =  a     ,    x  =  5. 

Exemples. 
08.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  abrège  beaucoup 
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les  calculs  en  dirigeant  convenablement  les  substitutions. 
i9  Résoudre  les  cinq  équations  à  cinq  inconnues 

y-fax  =   4, 

*  +  *y=  9, 

(i)  {  t*  +  4*  =  i6, 

v  -(-  5u  =  a5, 
ar-f  y  +  *  +  u  +  t>=i5. 
On  tire,  de  la  première 
(a)  y  =  4  — ax; 

de  la  seconde,  en  y  remplaçant  y  par  sa  valeur, 

(3)  z  =  6#  —  3; 

de  la  troisième,  en  y  remplaçant  z  par  sa  valeur, 

(4)  K  =  a8  —  a4#; 

de  la  quatrième,  en  y  remplaçant  ti  par  sa  valeur, 

(5)  v=iao# — n5. 

Les  quatre  inconnues  y,  z,  u,  t;  sont  exprimées  ainsi  au 
moyen  de  x;  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  cinquième 
équation,  on  obtient  une  équation  à  une  seule  inconnue 

(6)  ioio:=  101, 

et  le  système  des  cinq  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  cinq  équations  (a),  (3),  (4),  (5),  (6).  Lequa- 
tion  (6)  donne  x  =  i  ;  en  portant  cette  valeur  dans  les 
équations  précédentes,  on  trouve 

y=a     ,    s  =  3    ,    u  =  4     »     0  =  5. 
3°  Résoudre  les  quatre  équations  à  quatre  inconnues 

x  -f-  5z  =  29, 
3y  —  aa:  +  t<  =  5, 
l1'  »  4u  —  3z  =  i3, 

9*— ?y— a«=8. 
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Si  de  la  première  et  de  la  troisième  on  tire 

(2)  or  =  29  —  5z, 

i3  +  5z 

(3)  M=-i— ' 

et  que  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  deux  autres,  on 
a  deux  équations  à  deux  inconnues 

(4)  tayH-  43*  =  a3g, 

(5)  i4y  +  93*  =  493. 

En  tirant  de  la  première  de  ces  deux  équations 

a3o  —  43* 

(6)  y=     »      4     » 

et  substituant  dans  la  seconde,  on  obtient  une  équation  à 
une  inconnue 

(7)  2572=1285. 

Le  système  des  quatre  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  quatre  équations  (2),  (3),  (4),  (5)  et  par 
suite  au  système  des  quatre  équations  (2),  (3),  (6),  (7).  De 
1  équation  (7)  on  dédnit  z=5;  portait  cette  valeur  dans 
les  équations  précédentes,  on  trouve  y=2, 11=7,  x=4« 

Autre  procédé  d'élimination. 

96.  L'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations 
a  pour  but  de  trouver  un  système  de  deux  équations  équi- 
valent au  système  des  deux  équations  proposées  et  dont 
l'une  ne  contient  plus  cette  inconnue.  Nous  avons  effectué 
jusqu'à  -présent  l'élimination  par  substitution  ;  voici  une 
autre  méthode  que  l'on  emploie  quelquefois  de  préférence. 
Considérons  deux  équations 
(1)  A=B, 

00  C  =  D, 
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à  deux  ou  à  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ;  si  on  les 
ajoute  membre  à  membre,  on  forme  une  nouvelle  équation 

A  +  C  =  B  +  D, 

qui  peut  remplacer  Tune  des  deux  équations  proposées, 
par  exemple  la  seconde,  c'est-à-dire  que  le  système  des 
deux  équations  proposées  est  équivalent  au  système  des 
deux  équations 

(0  A  =  B, 

(3)  A  +  C=B  +  D. 

En  effet,  si,  pour  certaines  valeurs  des  inconnues,  les  équa- 
tions (1)  et  (afsont  satisfaites,  l'équation  (3)  le  sera  aussi; 
car  la  somme  des  deux  quantités  À  et  C  sera  égale  à  celle 
des  deux  quantités  respectivement  égales  B  et  D.  Réci- 
proquement, si  les  deux  équations  (i)  et  (3)  sont  satisfaites, 
l'équation  (a)  le  sera  aussi  ;  car,  si  des  quantités  égales 
A+C,  B+D  on  retranche  les  quantités  égales  A  et  B,  on 
a  des  restes  égaux  C  et  D.  Les  deux  systèmes  d'équations, 
admettant  les  mêmes  solutions,  sont  équivalents. 

On  démontrera  de  la  même  manière  que  si  Ton  retran- 
che les  deux  équations  proposées  membre  à  membre,  on 
obtient  un  système  équivalent 

(0  A=B, 

(4)  A  —  C  =  B  — D. 

97.  Pour  éliminer  une  inconnue  entre  deux  équations,  il 
suffit  de  multiplier  tous  les  termes  de  chacune  d'elles  par 
un  nombre  tel  que  les  coefficients  de  cette  inconnue  de- 
viennent égaux,  puis  de  retrancher  ou  d'ajouter  les  deux 
équations  membre  à  membre,  suivant  que  les  deux  coeffi- 
cients ont  le  même  signe  ou  des  signes  contraires. 
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Proposons-nous,  par  exemple,  d'éliminer  y  entre  les 

deux  équations 

(i)  \\x  —  3y=io, 

(a)  9*  +  5y  =  38. 

Si  Ton  multiplie  les  termes  de  la  première  par  5,  ceux  de  la 

seconde  par  3,  ces  équations  deviennent 

55# — i5y  =   5o, 
27X+i5y=n4; 

en  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient  l'équation  à 
une  inconnue 

(3)  8aa?  =  164. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  le  système  des  deux  équa- 
tions proposées  est  équivalent  au  système  des  deux  équa- 
tions (1)  et  (3).  De  l'équation  (3)  on  déduit  x=a;  portant 
cette  valeur  dans  l'équation  (1),  on  trouve  y  =  4. 

Nous  avons  multiplié  les  termes  de  la  première  équation 
par  le  coefficient  de  y  dans  la  seconde,  et  ceux  de  la  se- 
conde par  le  coefficient  de  y  dans  la  première  ;  après  cette 
opération,  l'inconnue  y  a  dans  les  deux  équations  un  coeffi- 
cient égal  au  produit  des  deux  coefficients  primitifs.  Quand 
ces  deux  coefficients  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  il  est 
plus  simple  de  les  rendre  égaux  à  leur  plus  petit  multiple. 

Soient  les  deux  équations 

4y+  73=37, 

6y —  i3x=  17. 
Les  deux  coefficients  de  y  ont  pour  plus  petit  multiple  12  ; 
pour  éliminer  y,  on  multipliera  les  termes  de  la  première 
équation  par  3,  ceux  de  la  seconde  par  2  ;  les  deux  équa- 
tions deviennent 

iay  +  aia?==8i, 

îay —  a&e  =  34; 
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en  les  retranchant  membre  à  membre,  on  obtient  l'équation 

d'où 

#  =   i. 

En  portant  cette  valeur  de  x  dans  la  première  équation, 
on  y  trouve  y=5. 

98.  Le  principe  dont  nous  nous  sommes  servis  peut  être 
étendu  à  un  plus  grand  nombre  d'équations.  Considérons 
trois  équations 

(i)  Xi=o    ,    X,  =  o    ,    Xj  =  o, 

à  trois  ou  à  un  plus  grand  nombre  d'inconnues.  L'équation 

(a)  AtX,  +  AjX,  +  A3X,  =  o , 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  ces  équations  membre  à  mem- 
bre, après  avoir  multiplié  leurs  termes  par  des  quantités 
Ai,  A,,  A„  finies  et  ne  renfermant  pas  les  inconnues,  peut 
remplacer  l'une  de  celles  des  équations  proposées  dont  les 
termes  ont  été  multipliés  par  une  quantité  différente  de 
zéro,  c'est-à-dire  que  l'équation  nouvelle  avec  les  deux 
autres  équations  forme  un  système  équivalent  au  système 
proposé.  Supposons,  par  exemple,  que  la  quantité  A,  soit 
différente  de  zéro  ;  le  système  des  trois  équations  propo- 
sées sera  équivalent  au  système  des  trois  équations 

(3)     X1=o  ,  X2=o  ,  A1X1-j-A,X2+A3X,=o. 

En  effet,  tout  système  de  valeurs  des  inconnues  qui  satis- 
fait aux  équations  (1),  annulant  séparément  les  trois  poly- 
nômes X,,  Xt9  X8,  satisfait  à  l'équation  (2)  et  par  consé- 
quent au  système  des  équations  (3).  Réciproquement,  tout 
système  de  valeurs  des  inconnues  qui  satisfait  aux 
équations   (3),    annulant  Xt  et  X,  ainsi   que  la  somme 
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Ai  X,  -f  A  ,  X,+  A,  X,f  annule  A,  X,  et  par  suite  X„ 
puisque  le  multiplicateur  A,  est  différent  de  zéro.  Ainsi 
les  deux  systèmes  d'équations  sont  équivalents. 

Exemples. 

i°  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  somme  a  et 
leur  différence  b. 

On  a  les  deux  équations 

En  les  ajoutant  ou  les  retranchant  membre  à  membre,  on 
en  déduit  les  deux  équations 

(2)  )*  =  .-*. 

En  ajoutant  ou  retranchant  membre  à  membre  ces  deux 
dernières  équations,  on  retrouve  les  premières  ;  d'où  Ton 
conclut  que  le  système  des  équations  (1)  est  équivalent  au 
système  des  équations  (a)  et,  par  conséquent,  admet  la 
solution 

(3)     *=-j--    >    y=—rf 

et  n'en  admet  pas  d'autre. 

a*  Trouver  quatre  nombres,  connaissant  les  sommes  de 
ces  quatre  nombres  trois  à  trois. 

On  a  les  quatre  équations 

(0  l  z  +  t*  +  ar  =  ft, 

x  +  y  +  z=d, 
à  quatre  inconnues.  En  les  ajoutant  membre  à  membre,  on 
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en  déduit 

ou 

r ^  iii  a  +  b  +  c  +  d 

(a)        ^  +  y  +  «  +  "=-J g l—=m, 

en  désignant  par  m  le  second  membre  qui  est  connu.  Si 
maintenant  de  l'équation  (3)  on  retranche  chacune  des 
équations  (1)  membre  à  membre,  on  trouve 

(3)  x=m — a  ,  y=m — b  ,  z=m — e  ,  u=m — rf. 
Tout  système  de  valeurs  des  inconnues,  qui  satisfait  aux 
équations  proposées,  satisfait  aux  équations  (2)  et  (3)  qui 
s'en  déduisent  par  addition  ou  soustraction  ;  ces  valeurs 
ne  peuvent  donc  être  que  celles  qui  sont  données  par  les 
formules  (3)  ;  on  vérifiera  qu'elles  satisfont  bien  aux  équa- 
tions proposées. 

3°  Trouver  quatre  nombres,  connaissant  l'excès  de  la 
somme  de  trois  quelconques  d'entre  eux  sur  le  quatrième. 

On  a  les  quatre  équations  à  quatre  inconnues 

y+z  +  u  —  x  =  a, 

»  u  +  x  +  y  —  z  =  c, 

x~\~y~\- z — u=d. 

En  procédant  comme  précédemment,  on  en  déduit 

/ x  iii  a+b+c+d 

(2)         #  +  y  +  z"rtt  = — • ! • — =  m, 

3 

et,  par  suite, 

m — a  m — b  m — c  m — d 

(3)    x=——  ,  y—— —  ,  *=— —  ,  «=— - — 

3  2  2  2 

4°  Résoudre  les  trois  équations 

(  x  +  vj  +  Sz—a, 

(l)  <    y+  23+3*  =  *, 

(  z  +  2X-\-?>y  =  c. 
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En  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  en  déduit 
(a)  *  +  y  +  *=       6      =m- 

D'autre  part,  si  Ton  retranche  membre  à  membre  la  pre- 
mière de  la  seconde,  celle-ci  de  la  troisième  et  cette  der- 
nière de  la  première,  on  a 

I*x  —  y —  z  =  b —  a, 
2y  —  z  —  x  =  c  — bf 
2z  —  x  —y  =  a  —  c. 

En  ajoutant  membre  à  membre  chacune  des  équations  (3) 
à  l'équation  (a),  on  trouve  enfin 

/,x  m+6 — a  m-4-c — b  m+a — c 

(4)  *=-^__  ,  y=— 3—  ,  *=-^ — 

Tout  système  de  valeurs  qui  satisfait  aux  équations  pro- 
posées satisfait  aussi  aux  équations  (a),  (3),  (4)  qui  s'en 
déduisent  par  le  mode  de  combinaison  habituel  ;  ces  va* 
leurs  ne  peuvent  donc  être  que  celles  qui  sont  données  par 
les  formules  (4)  ;  on  vérifiera  qu'elles  satisfont  bien  aux 
équations  proposées. 


CHAPITRE  II 

UTILITÉ  DES  QUANTITÉS  NEGATIVES  DANS  LA  RESOLUTION 

DES  PROBLÈMES. 

99.  Nous  avons  dit  (n°  33)  qu'un  polynôme  indique 
une  série  d'additions  et  de  soustractions  à  effectuer,  et 
nous  avons  appelé  quantités  positives  les  quantités  à  ajouter. 
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quantités  négatives  les  quantités  à  retrancher.  Un  polynôme 
se  résumant  finalement  en  une  quantité  à  ajouter  ou  à  re- 
trancher, il  a  dans  le  premier  cas  une  valeur  positive,  dans 
le  second  cas  une  valeur  négative. 

Nous  avons  généralisé  les  opérations  algébriques  de  ma- 
nière à  les  appliquer  indistinctement  aux  polynômes,  soit 
positifs,  soit  négatifs,  et  nous  ayons  étendu  les  mêmes 
règles  ou  définitions  aux  termes  considérés  isolément,  ce 
qui  permet  dans  les  calculs  de  remplacer  les  polynômes  par 
leurs  valeurs.  Il  est  résulté  de  là  un  perfectionnement  no- 
table dans  le  mécanisme  du  calcul  et  dans  la  transformation 
des  expressions  algébriques,  en  ce  sens  que  toute  restric- 
tion a  disparu,  et  qu'il  n'y  a  pas  à  s'inquiéter  de  savoir  si 
les  valeurs  des  polynômes  sur  lesquels  on  opère  sont  po- 
sitives ou  négatives. 

La  considération  des  quantités  positives  ou  négatives 
n'est  pas  moins  utile  dans  la  résolution  des  problèmes.  Elle 
permet,  comme  nous  le  verrons,  de  comprendre  dans  les 
mêmes  équations,  et  par  suite  dans  les  mêmes  formules, 
les  différents  cas  d'une  même  question. 

100.  Problème  I.  Un  mobile,  partant  (fm  point  donné, 
parcourt  sur  une  droite  successivement  phtsieurs  longueur* 
données.  On  demande  à  quelle  distance  il  se  trouve  finalement 
du  point  de  départ. 

La  question  présente  plusieurs  cas  différents,  suivant  que 
chacune  des  longueurs  est  parcourue  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre.  Lorsque  toutes  les  longueurs  sont  parcourues  dans 
le  même  sens  à  la  suite  les  unes  des  autres,  elles  s'ajoutent 
évidemment;  si  donc  on  appelle  a,  b,  c>  d  ces  diverses 
longueurs,  que,  pour  préciser,  nous  supposerons  au  nombre 
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de  quatre,  et  x  la  distance  à  laquelle  le  mobile  se  trouve 
finalement  du  point  de  départ,  on  aura  la  formule 

Grâce  à  la  considération  des  quantités  positives  ou  néga- 
tives, cette  formule  peut  être  étendue  àtous  les  autres  cas. 
En  effet,  soit  0  le  point  de  départ  du  mobile  sur  la  droite 
donnée  ;  prenons  vers  la  gauche  un  point  E  situé  aune  dis- 
tance arbitraire  m  du  point  0,  mais  assez  grande  pour  que  le 
mobile  reste  toujours  à  sa  droite,  et  proposons-nous  d'éva- 
luer à  chaque  instant  la  distance  du  mobile  à  ce  point  fixe  K. 


Au  moment  du  départ,  le  mobile  est  en  0,  à  la  distance  m 
du  point  E;  il  parcourt  ensuite  diverses  longueurs  OA,  A6} 
BC,  CD,  dans  %n  sens  ou  dans  l'autre  ;  il  est  clair  que  chaque 
longueur  parcourue  de  gauche  à  droite,  l'éloignant  du 
point  E,  devra  être  ajoutée,  et  par  conséquent  regardée 
comme  positive,  et  que  chaque  longueur  parcourue  en  sens 
contraire,  c'est-à-dire  de  droite  à  gauche,  le  rapprochant 
du  point  E,  devra  être  retranchée,  et  par  conséquent  re- 
gardée comme  négative.  Si  donc  on  représente  par  les 
lettres  a,  b,  c,  d  les  longueurs  données,  affectées  chacune 
du  signe  +  ou  du  signe  —,  suivant  qu'elle  est  parcourue 
de  gauche  à  droite  ou  en  sens  contraire,  la  distance  finale 
du  mobile  au  point  E  sera  exprimée  par  la  formule 

m  +  a-f-ô-f-c-f-rf. 

Supposons  maintenant  que  le  mobile  aille  directement 
du  point  0  au  point  D,  et  désignons  par  x  la  longueur  OD, 
affectée  du  signe  -f-  ou  du  signe — suivant  qu'elle  est  par- 
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courue  de  gauche  à  droite  ou  de  droite  à  gauche,  la  dis- 
tance finale  du  mobile  au  point  K  sera  exprimée  aussi  par 
m  -\-x.  On  aura  donc 

Si  Ton  retranche  la  quantité  m  de  part  et  d'autre,  il  vient 

(1)  x  =  a  +  ô  +  c  +  d. 

Lorsque  le  polynôme  aura  une  valeur  positive,  la  distance  x, 
devant  être  ajoutée  à  m,  sera  comptée  à  partir  du  point  0 
vers  la  droite  ;  lorsque  le  polynôme  aura  une  valeur  néga- 
tive, la  distance  x,  devant  être  retranchée  de  m,  sera  comptée 
à  partir  du  point  0  vers  la  gauche. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  mobile  parcoure  une 
première  longueur  OA  de  5  mètres  de  gauche  à  droite,  une 
seconde  AB  de  3  mètres  en  sens  contraire,  une  troisième  BC 
de  4  mètres  de  gauche  à  droite,  et  enfin  une  quatrième  CD 
de  8  mètres  en  sens  inverse;  affectant  chacune  d'elles  du 
signe  convenable,  on  fera 

a=+5  ,  b=— 3  ,  c=+4  ,  d=— 8. 
La  formule  générale  (i)  indique  qu'il  faut  faire  la  somme 
algébrique  des  quantités  représentéespar  les  lettres  a,  b,  c,  d; 
or  on  sait  que  l'addition  algébrique  consiste  à  écrire  les 
quantités  arec  leurs  signes  ;  ou  aura  donc,  en  remplaçant 
les  lettres  par  leurs  valeurs, 

ar=5  —  3  +  4  —  8  =  —  a. 
Cette  valeur  —  a  signifie  qu'il  faut  de  la  distance  m  retran- 
cher a  mètres  ;  ainsi  le  point  d'arrivée  D  est  à  a  mètres  du 
point  de  départ  0  vers  la  gauche. 

101.  Problème  II.  On  connaît  F  âge  d'un  père  et  celui  de 
son  fils,  et  ton  demande  à  quelle  époque  Cage  du  père  sera  ou  a 
été  triple  de  F  âge  du  fils. 
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Appelons  a  l'âge  actuel  du  père,  b  celui  du  fils,  le  rap- 
port actuel  de  l'âge  du  père  à  celui  du  fils  est  y  On  sait 

que,  lorsqu'on  augmente  d'une  même  quantité  les  deux 
termes  d'une  fraction  plus  grande  que  l'unité,  la  fraction 
diminue  ;  donc,  si  le  rapport  des  âges  est  actuellement  plus 
grand  que  3,  il  arrivera  un  moment  où  il  sera  égal  à  3  ; 
mais  s'il  est  actuellement  plus  petit  que  3,  il  a  été  autre- 
fois égal  à  3.  Ainsi  la  question  présente  deux  cas  bien  dis- 
tincts, suivant  que  l'époque  cherchée  est  dans  l'avenir  ou 
dans  le  passé.  Dans  le  premier  cas,  il  faudra  ajouter  aux 
âges  actuels  un  certain  nombre  d'années  ;  dans  le  second 
cas,  en  retrancher  un  certain  nombre  d'années.  Si  donc  on 
désigne  par  la  lettre  x  ce  nombre  d'années,  affecté  du 
signe  +  ou  du  signe  —,  suivant  qu'il  doit  être  ajouté  ou 
retranché,  l'équation 

b  +  x~ 
conviendra  à  tous  les  cas  de  la  question.  On  en  déduit  la 

formule 

a  — 3* 
x  = • 

A  l'inspection  de  cette  formule,  on  reconnaît  en  effet  que, 
si  a  est  plus  grand  que  34,  c'est-à-dire  si  l'âge  du  père  est 
actuellement  plus  grand  que  trois  fois  celui  du  fils,  l'in- 
connue x  a  une  valeur  positive,  et  que,  dans  le  cas  con- 
traire, elle  a  une  valeur  négative. 

Pour  montrer  une  application  de  cette  formule,  supposons 
que  le  père  ait  4o  ans,  le  fils  io  (n°  ia).  En  remplaçant  a 
et  b  par  leurs  valeurs,  on  trouve 
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Cette  valeur  positive  indique  qu'il  faut  ajouter  5  ans  aux 
âges  actuels  ;  ainsi  l'âge  du  père  sera  dans  5  ans  triple  de 
l'âge  du  fils.  Et,  en  effet,  à  cette  époque  le  père  aura  45  ans 
et  le  fils  i5,  et  45  est  bien  le  triple  de  i5. 

Supposons  maintenant  que  le  père  ait  actuellement  45  ans; 
le  fils  17.  La  formule  donne 

#  =  —  3. 
Cette  valeur  négative  indique  qu'il  faut  retrancher  3  ans 
des  âges  actuels;  ainsi  l'âge  du  père  était  il  y  a  3  ans 
triple  de  l'âge  du  fils. 

108.  Remarque.  Nous  voyons  par  ce  qui  précède  que 
certaines  espèces  de  grandeurs  sont  susceptibles  d'être 
comptées  dans  deux  sens,  inverses  l'un  de  l'autre.  Ainsi, 
partant  d'un  point  quelconque,  on  peut  marcher  sur  une 
ligne  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  opposé.  On  regardera 
comme  positives  les  longueurs  parcourues  dans  un  sens 
convenu,  par  exemple  de  gauche  à  droite,  si  la  ligne  est  ho- 
rizontale, celles  portées  en  sens  inverse  comme  négatives. 

On  comprend  bien  la  signification  de  ce  double  signe 
affectant  les  longueurs,  si  l'on  imagine  un  point  K  très-éloi- 
gné  vers  la  gauche  (voyez  n°  100),  d'où  l'on  suppose  pour 
un  instant  que  Ton  compte  les  distances  :  la  distance  du 
mobile  à  cette  origine  fictive  augmentera  si  la  longueur  est 
parcourue  de  gauche  à  droite,  et  diminuera  si  elle  est 
parcourue  en  sens  contraire. 

Le  temps  présente  aussi  deux  sens  opposés.  Compté  à 
partir  d'un  instant  quelconque,  si  l'on  en  descend  le  cours, 
c'est-à-dire  si  l'on  marche  vers  l'avenir,  il  sera  naturelle- 
ment affecté  du  signe -f-;  au  contraire,  si  l'on  remonte  vers 

le  passé,  il  sera  affecté  du  signe  — .  En  effet,  que  l'on  ima- 

8 
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gine  une  origine  fictive  très-reculée,  le  temps,  compté  à 
partir  de  cette  origine  fictive,  sera  augmenté  dans  le  pre- 
mier cas,  diminué  dans  le  second  cas.  Par  exemple,  dans 
les  calculs  qui  se  rapportent  à  notre  siècle,  les  astronomes 
ont  coutume  de  compter  le  temps  à  partir  du  i*r  jan- 
vier 1800  ;  si  Ton  marche  de  10  ans  en  avant  ou  en  arrière, 
on  aura  un  temps  représenté  par  +  10  ou  par —  10;  et 
en  effet,  en  rapportant  à  l'origine  ordinaire  qui  est  beau- 
coup plus  reculée,  savoir  le  commencement  de  l'ère  chré- 
tienne, on  aurait 

1800  -f- 10      ou      1800 — 10. 

Il  en  est  de  même  des  degrés  de  température  marqués 
par  le  thermomètre.  Les  Français  prennent  pour  origine  la 
température  de  la  glace  fondante  ;  c'est  là  qu'est  marqué 
le  zéro.  Au-dessus,  les  degrés  sont  positifs,  au-dessous  né- 
gatifs. Et,  en  effet,  que  Ton  imagine  une  température  plus 
basse  que  toutes  celles  que  Ton  aura  à  considérer,  et  que 
Ton  compte  les  degrés  à  partir  de  ce  point;  à  la  glace  fon- 
dante correspondra  un  certain  nombre  de  degrés  m;  la 
température  +  5,  ou  5  degrés  au-dessus  de  o,  signifie 
m  +  5  ;  la  température  —  5,  ou  5  degrés  au-dessous  de  0, 
signifie  m — 5, 

108.  Problème  III.  Un  mobile,  se  mouvant  uniformément 
$ur  une  droite  avec  une  vitesse  donnée,  passe  au  point  Oàun  cer- 
tain autant.  Déterminer  sa  position  à  un  instant  quelconque. 

En  mécanique,  on  évalue  ordinairement  les  longueurs  en 
mètres,  les  temps  en  secondes,  et  Ton  appelle  vitesse  l'es- 
pace parcouru  par  le  mobile  en  une  seconde. 

Supposons  d'abord  que  le  mobile  marche  de  gauche  à 
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droite  avec  une  vitesse  a,  et  que  Ton  demande  sa  position 
t  secondes  après  qu'il  a  passé  au  point  0.  Le  mobile  par- 
courant a  mètres  par  seconde*  parcourt  aa  mètres  en  2  se- 
condes, 3a  mètres  en  3  secondes,  en  général  at  mètres  en 
/  secondes  ;  si  donc  on  appelle  x  la  distance  parcourue  dans 
le  temps  t,  on  aura  l'équation 

x  =  at, 

et  cette  distance,  portée  à  partir  du  point  0  vers  la  droite, 
nous  donnera  la  position  M  du  mobile  à  l'instant  consi- 
déré. 

>  «  ...  «  ■         .        ■■  — • 

I  G  O  M 

Cette  formule  est  générale  et  convient  à  tous  les  cas  de 
la  question,  si  l'on  affecte  chaque  quantité  du  signe  conve- 
nable. On  demande  la  position  M  du  mobile,  un  temps  quel- 
conque après  ou  avantle  moment  où  le  mobile  passe  au  point 
0;  désignons  par  t  ce  temps,  considéré  comme  positif  dans 
le  premier  cas,  comme  négatif  dans  le  second  cas,  et  par  x 
la  distance  OM,  affectée  du  signe  +  ou  du  signe — ,  suivant 
que  le  point  M  est  à  droite  ou  à  gauche  du  point  0.  La  vi- 
tesse a  sera  elle-même  positive  ou  négative,  suivant  que  le 
mobile  marche  de  gauche  à  droite  ou  en  sens  contraire  ;  car, 
si  l'on  imagine  les  distances  comptées  à  partir  d'un  point  K 
très-éloigné  vers  la  gauche,  l'espace  parcouru  en  une  se- 
conde, ou  la  vitesse,  devra  être  ajouté  dans  le  premier  cas, 
retranché  dans  le  second  cas.  Concevons  maintenant  que 
l'on  compte  le  temps  à  partir  d'une  époque  suffisamment 
reculée,  et  soit  G  la  position  du  mobile  à  cet  instant  (si  la 
vitesse  est  positive,  le  point  G  est  très-loin  vers  la  gauche  ; 
si  elle  est  négative,  il  est  au  contraire  très-loin  vers  la  droite). 
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Nous  pouvons  toujours  supposer  le  point  K,  origine  fictive 
des  distances,  situé  à  gauche  du  point  G,  et  nous  appellerons 
m  la  distance  KG.  Désignons  par  a  le  temps  qui  s'écoule  de* 
puis  l'origine  fictive  des  temps,  c'est-à-dire  depuis  le  moment 
où  le  mobile  est  en  G,  jusqu'au  moment  où  il  passe  au 
point  0  ;  l'espace  GO,  parcouru  pendant  ce  temps  et  affecté 
du  signe  convenable,  est  a<x.  Le  temps  qui  s'écoule  depuis 
cette  même  origine  jusqu'au  moment  où  le  mobile  vient  en  M, 
sera  représenté  par  a  -f- 1,  et  l'espace  parcouru  GM,  affecté 
du  signe  convenable,  para(a-J-f).  Supposons  que  le  mo- 
bile parte  du  point  G,  et  parcoure  successivement  les  che- 
mins eut  et  x,  ce  qui  l'amène  au  point  0,  puis  au  point  M, 
il  sera  finalement  à  une  distance  du  point  K  marquée  par 

m  -f-  ad  -f-  x. 

Mais,  le  mobile  arrivant  au  point  M  après  le  temps  a  + 1, 

et  par  conséquent  après  avoir  parcouru  l'espace  a  (a  +  t) 

i  partir  du  point  G,  sa  distance  au  point  K  est  exprimée 

aussi  par  m-j-o(«+0;  0Û  a  donc  l'équation  générale 

m  -f-  aa  -{-  #  =  m  -{-  a(oc  +  f ) , 

ou,  plus  simplement» 

x  =  at. 

Voici  quelques  applications  de  cette  formule  : 
i9  Le  mobile  se  meut  de  gauche  à  droite  avec  une  vitesse 
de  io  mètres  par  seconde  ;  on  demande  où  il  sera  6  secondes 
après  avoir  passé  au  point  0.  On  fera  a=+  io,  t=+6, 
ce  qui  donne  a?=-f-6o.  Ainsi  le  mobile  sera  à6o  mètres 
à  droite  du  point  0,  ce  qui  est  évident  à  priori,  puisque  le 
mobile  marche  vers  la  droite. 

a°  Le  mobile  se  meut  de  gauche  adroite  avec  une  vitesse 
de  .10  mètres  par  seconde  ;  on  demande  où  il  était  6  secondes 
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avant  d'arriver  au  point  0.  On  feraa=+ 10,  f=— 6,  d'où 
x=— 60.  Ainsile  mobile  était  à  60  mètres  à  gauche  du  point  0, 
ce  qui  est  évident,  puisque  le  mobile  vient  de  la  gauche. 

5°  Le  mobile  se  meut  de  droite  à  gauche  avec  une  vitesse 
de  10  mètres  par  seconde  ;  on  demande  où  il  sera  6  secondes 
après  avoir  passé  au  point  0.  On  fera  a  =  —  10,  t  =  +  6, 
ce  qui  donne  x  =  —  60.  Ainsi  le  mobile  sera  à  60  mètres 
à  gauche  du  point  0  ;  ce  qui  est  évident,  puisque  le  mobile 
marche  vers  la  gauche. 

4°  Le  mobile  se  meut  de  droite  à  gauche  avec  une  vitesse 
de  10  mètres  par  seconde  ;  on  demande  où  il  était  6  secondes 
avant  d'arriver  au  point  0.  On  fera  a  =  — 10,  t  =  —  6;  ce 
qui  donne  x  =  +  60.  Ainsi  le  mobile  était  à  60  mètres  à 
droite  du  point  0,  ce  qui  est  évident,  puisque  le  mobile 
vient  de  la  droite. 

104.  Problème  IV.  Deux  mobiles,  se  mouvant  uniformé- 
ment sur  une  même  droite,  passent  au  même  instant,  le  premier 
au  point  A,  le  second  au  point  B.  On  connaît  la  vitesse  de  cha- 
cun d'eux.  Trouver  la  position  du  point  de  rencontre  de  ces  deux 
mobiles. 

Cette  question  présente  plusieurs  cas  différents,  suivant 
que  les  mobiles  se  meuvent  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
et  que  la  vitesse  du  premier  est  plus  grande  ou  moins 
grande  que  celle  du  second. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  mobiles  marchent  tous 
deux  de  gauche  à  droite,  et  que  le  premier,  celui  qui  est  à 
droite  au  point  A,  aille  moins  vite  que  le  second  qui  est  en  B. 

•    -<•••<  9  .    .  1  -  - 1,  .  ♦  1 

B  A  U 

La  rencontre  aura  évidemment  lieu  en  un  certain  point  M 
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i  droite  du  point  A.  Appelons  a  la  vitesse  du  premier  mo- 
bile, b  celle  du  second,  rfla  distance  BA,  /  le  temps  inconnu 
après  lequel  aura  lieu  la  rencontre,  x  et  y  les  distances  AM 
et  BM  des  points  A  et  B  au  point  de  rencontre  M.  Le  pre- 
mier mobile,  parcourant  a  mètres  par  seconde,  parcourra 
at  mètres  en  t  secondes  ;  on  a  donc  l'équation 

(i)  x  =  at; 

de  même,  le  second  mobile,  parcourant  b  mètres  par  se- 
conde, parcourra  bt  mètres  en  t  secondes,  et  Ton  aura 

(a)  y  =  bt. 

Mais  la  distance  BM  ou  y  devant  être  égale  à  BA  plus  AM, 
on  a  la  troisième  équation 

(3)  y  =  rf-fa\ 

On  a  ainsi  trois  équations  à  trois  inconnues  t,  x,  y  que 
Ton  résoudra  en  substituant  dans  la  troisième  les  valeurs 
de  x  et  de  y  données  par  les  deux  autres.  On  en  déduit  les 
formules  suivantes 

,,s       ^         d  ad  bd 

(4)  *=-L — r    ,    x  =  -L — -    ,    y  = 


b-a     '  b  —  a     '     *      b  —  a 

Il  est  aisé  de  voir  que  ces  trois  équations,  et  par  suite  les 
formules  qui  en  résultent,  conviennent  à  tous  les  cas  de  la 
question,  si  Ton  affecte  chaque  quantité  du  signe  convena- 
ble. D'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  la  vitesse 
de  chacun  des  mobiles  sera  regardée  comme  positive  ou  né- 
gative, suivant  que  ce  mobile  marchera  de  gauche  à  droite 
ou  en  sens  contraire;  les  distances  x  et  y,  comptées  à  par- 
tir des  points  A  et  B,  seront  positives  ou  négatives,  selon 
qu'elles  seront  portées  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche  ;  le 
temps  t  sera  lui-même  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  ren- 
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contre  a  lieu  après  ou  ayant  le  moment  où  les  deux  mobiles 
passent  aux  points  A  et  B.  De  cette  manière,  et  en  vertu  de 
la  formule  établie  dans  le  numéro  précédent,  on  voit  que 
les  équations  (1)  et  (2)  conviennent  à  tous  les  cas  de  la 
question.  Il  en  est  de  même  de  Féquation  (3),  si  Ton  remar- 
que qu'en  partant  du  point  B  on  arrive  au  même  point  M, 
soit  en  parcourant  la  distance  y,  soit  en  parcourant  suc- 
cessivement les  distances  d  et  x. 

1©R.  Pour  achever  de  nous  familiariser  avec  l'interpré- 
tation des  quantités  positives  ou  négatives,  nous  ferons 
encore  quelques  applications  de  ces  formules.  Supposons  la 
distance  BA  égale  à  120  mètres,  c'est-à-dire  tf  =  120. 

i°  Les  mobiles  marchent  tous  deux  de  gauche  à  droite, 
le  premier  avec  une  vitesse  de  6  mètres  par  seconde»  le 
second  avec  une  vitesse  de  10  mètres.  On  fera  a  =  +  6, 
b  =  +  10,  ce  qui  donne 

/  =  -|-3o     ,     #=180     ,     y=3oo. 
Ainsi  la  rencontre  aura  lieu  après  3o  secondes,  à  droite 
et  à  180  mètres  du  point  A.  C'est  le  cas  que  nous  avons 
examiné  d'abord. 

2°  Les  mobiles  marchent  tous  deux  de  gauche  à  droite, 
le  premier  avec  une  vitesse  de  6  mètres  par  seconde,  le 
second  avec  une  vitesse  de  4  mètres.  On  fera  a  =  +  6> 
h  =  4-  4,  ce  qui  donne 

/  = =  —  60    ,    x  =  —  36o    ,    y  =  — 240. 

—  2 

Ainsi  la  rencontre  a  eu  lieu  il  7  a  60  secondes,  à  gauche 
et  à  240  mètres  du  point  B.  On  voit  en  effet  que  le  premier 
mobile  allant  plus  vite  que  le  second  a  dû  le  dépasser  en 
ud  certain  point  situé  à  gauche  du  point  B. 
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3*  Le  premier  mobile  marche  de  droite  à  gauche  avec 
une  vitesse  de  3  mètres  par  seconde,  le  second  de  gauche 
à  droite  avec  une  vitesse  de  5  mètres.  On  fera  a  =  —  3, 
b  =  +  5,  ce  qui  donne 

f  =  -|-i5    ,    x=  —  45    »    y  =  75. 
Ainsi  la  rencontre  aura  lieu  entre  les  points  A  et  B  ;  ce  qui 
est  évident  à  priori,  puisque  les  deux  mobiles  marchent  à  la 
rencontre  l'un  de  l'autre. 

106.  Remarque  I.  Les  exemples  précédents  montrent 
combien  il  est  utile  de  représenter  par  les  mêmes  lettres 
des  quantités  tantôt  positives,  tantôt  négatives,  suivant 
les  difiérents  cas  de  la  question  que  Ton  traite.  Cette 
extension  donnée  à  la  signification  des  lettres  ne  change 
rien  au  mécanisme  des  opérations  algébriques,  ni  aux  trans- 
formations servant  à  la  résolution  des  équations.  Voici 
comment  on  peut  se  convaincre  de  cette  vérité  importante. 

Nous  avons  appelé  expressions  équivalentes  deux  expres- 
sions qui  donnent  le  même  résultat,  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  aux  lettres  qui  les  composent,  et  nous 
avons  dit,  en  terminant  le  ch.  iv  du  livre  I  (n°  72),  qu'une 
opération  algébrique  transforme  une  expression  en  une 
autre  équivalente.  Mais  jusqu'alors  nous  ne  donnions  aux 
lettres  que  des  valeurs  positives.  Il  est  aisé  de  voir  que 
l'égalité  subsiste,  quand  même  on  donne  aux  lettres  des 
valeurs  négatives.  Soit,  par  exemple,  l'égalité 

(1)  (a  +  b)'  =  a*+2ab  +  b\ 

qui  est  vraie,  quelles  que  soient  les  valeurs  positives  attri- 
buées ha  et  à  b.  Si  nous  changeons  le  signe  de  é,  d'après  la 
remarque  du  n°  55,  cette  égalité  se  transforme  en  cette  autre 

(2)  (a— ô)2  =  a2  — aaA  +  é*, 
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vraie  aussi ,  quelles  que  soient  les  valeurs  positives  attribuées 
à  a  et  à  6.  Or,  donner  à  b  dans  la  première  égalité  une  valeur 
négative  —  5,  c'est  la  même  chose  que  donner  à  b  la  valeur 
positive  +  5  dans  la  seconde  ;  la  seconde  égalité  étant  satis- 
faite pour  la  valeur  positive,  la  première  l'est  aussi  pour  la  va- 
leur négative.  Ainsi  les  opérations  algébriques  transforment 
les  expressions  en  d'autres  équivalentes,  quelles  que  soient 
les  valeurs,  positives  ou  négatives,  attribuées  aux  lettres. 

107.  Remarque  IL  Les  transformations  que  nous  avons 
fait  subir  à  une  équation  ou  à  un  système  d'équations,  et 
les  méthodes  de  résolution  qui  en  dépendent,  doivent  être 
entendues  aussi  dans  le  sens  le  plus  général  ;  elles  sont 
vraies,  que  les  valeurs  des  lettres  soient  positives  ou  né- 
gatives. Soit,  par  exemple,  l'équation 

3x  +  *4  =  6  —  #• 
Si  l'on  ajoute  aux  deux  membres  la  quantité  x  et  si  l'on 
retranche  14,  cette  équation  devient 

3x-\-x=6 — 14, 
ou 

4#  =  —  8. 

Or,  que  la  valeur  de  x  soit  positive  ou  négative,  on  a  ajouté 
aux  deux  membres  de  l'équation  proposée  la  même  quan- 
tité et  par  conséquent  on  l'a  transformée  en  une  équation 
épuivalente.  Cette  dernière  n'étant  satisfaite  que  si  l'on 
donne  à  x  la  valeur  négative  —  a,  il  en  est  de  même  de 

l'équation  proposée.  On  dit  dans  ce  cas  que  l'équation 

admet  une  solution  négative  x  =  —  a. 
Considérons  encore  le  système  des  deux  équations 

5x—  6y  =  9, 
8y —  nx=  î. 
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La  méthode  de  substitution  le  transformera  en  cet  autre 

5x —  o 
y  6 

#=—3, 

qui  lui  est  équivalent,  que  les  valeurs  des  inconnues  soient 
positives  ou  négatives.  Mais  ce  dernier  n'est  satisfait  que 
par  les  valeurs  négatives  x  =  —  3,  y  =  —  4;  il  en  est  de 
même  du  système  proposé. 

108.  Remarque  III.  Dans  une  quantité  affectée  du 
signe  +  ou  du  signe  — ,  il  y  a  lieu  de  distinguer  la  valeur 
absolue  et  la  valeur  relative.  La  valeur  absolue  est  la  quan- 
tité, abstraction  faite  du  signe  ;  la  valeur  relative,  la  quan- 
tité avec  son  signe.  Ainsi  la  valeur  absolue  de  la  quantité 
négative  —  5  est  le  nombre  5,  la  valeur  relative  est  le 
nombre  5  à  retrancher. 

On  s'est  occupé  naturellement  de  la  comparaison  des 
valeurs  relatives  des  quantités,  positives  ou  négatives,  de 
même  espèce.  Une  quantité  positive,  étant  une  quantité  à 
ajouter,  donnera  un  résultat  d'autant  plus  grand  que  sa 
valeur  absolue  sera  plus  grande.  Au  contraire,  une  quan- 
tité négative,  étant  une  quantité  à  retrancher,  donnera  un 
résultat  d'autant  plus  petit  que  sa  valeur  absolue  sera  plus 
grande.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  lettre  x  re- 
présente le  résultat  des  opérations  d'un  négociant  dans  le 
courant  de  la  journée  (na  33)  ;  admettons  que  le  négociant 
ait  en  caisse,  au  commencement  de  la  journée,  une  somme 
d'argent  suffisamment  grande  que  nous  désignerons  par  m. 
L'avoir  du  négociant  est  devenu  m  +  x.  11  peut  arriver 
que  la  somme  des  dépenses  égale  celle  des  recettes,  alors 
la  valeur  de  x  est  zéro,  et  l'avoir  du  négociant  n'a  pas 
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changé.  Si  la  valeur  de  x  est  positive,  l'avoir  du  négo- 
ciant augmente  d'autant  plus  que  la  valeur  absolue  de  x  est 
plus  grande.  Si  la  valeur  de  x  est  négative,  ravoir  du 
négociant  diminue  d'autant  plus  que  la  valeur  absolue  de  x 
est  plus  grande.  Pour  abréger  ce  discours,  on  fait  abstrac- 
tion de  l'avoir  primitif,  et  l'on  considère  une  quantité 
positive  comme  plus  grande  que  zéro,  et  d'autant  plus 
grande  que  sa  valeur  absolue  est  plus  grande,  une  quantité 
négative  comme  plus  petite  que  zéro,  et  d'autant  plus  pe- 
tite que  sa  valeur  absolue  est  plus  grande.  Ainsi  on  dit  que 
la  quantité  —  1  est  plus  petite  que  o,  la  quantité  —  2  plus 
petite  que  —  1 ,  la  quantité  —  3  plus  petite  que  —  2, . .  ; 
cela  signifie,  je  le  répète,  que  la  quantité  m  —  1  est  plus 
petite  que  m,  la  quantité  m  —  2  plus  petite  que  m  —  1,  la 
quantité  m  —  3  plus  petite  que  m  —  2,... 

Cette  comparaison  des  valeurs  relatives  n'est  pas  moins 
évidente  dans  l'échelle  des  températures  marquées  par  le 
thermomètre  ;  les  nombres  positifs  indiquent  des  tempéra- 
tures supérieures  à  la  température  zéro  ;  les  nombres  néga- 
tifs des  températures  inférieures;  les  températures  —  i> 
—a,  —  3,...  vont  en  s'abaissant  de  plus  en  plus. 

Il  en  est  de  même  de  toutes  les  sortes  de  grandeurs 
susceptibles  d'être  comptées  dans  deux  sens  opposés.  Nous 
avons  déterminé  (n°  io3)  la  position  d'un  mobile  M  sur  une 
droite  par  sa  distance  à  un  point  fixe  O,  en  affectant  du 
signe -(-les  distances  portées  vers  la  droite,  du  signe — les 
distances  portées  en  sens  contraire,  et  nous  avons  appelé  x 
cette  distance  affectée  du  signe  convenable.  Que  Ton  ima- 
gine maintenant  un  point  K  situé  très-loin  vers  la  gauche,  à 
i.w  distance  m  du  point  O,  et  que  l'on  compte  les  distances 
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à  partir  de  ce  point;  la  position  du  mobile  sera  déterminée 
par  la  quantité  m  +  x.  Si  le  mobile,  partant  du  point  0,  se 
meut  vers  la  droite,  la  valeur  de  x  est  positive  et  va  en 
augmentant  de  même  que  la  distance  m  -\-  x  à  l'origine 
fictive  K.  Si  le  mobile  marche  vers  la  gauche,  la  valeur  de  x 
sera  négative  et  ira  en  augmentant  en  valeur  absolue  ;  mais 
la  distance  m  +  *  à  l'origine  fictive  K  ira  en  diminuant. 
Faisant  abstraction  de  la  quantité  m,  on  dira  que  la  valeur 
relative  de  x  augmente  dans  le  premier  cas,  diminue  dans 
le  second. 

Des  inégalités. 

109.  Les  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  sur  les 
égalités  et  les  transformations  qui  en  résultent  (n0k  79  à  82) 
s'appliquent  aux  inégalités,  sauf  quelques  légères  modifi- 
cations. 

i°  Une  inégalité  subsiste  si  à  ses  deux  membres  on  ajoute 
une  même  quantité,  ou  si  de  ses  deux  membres  on  retran- 
che une  même  quantité. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  comparaison  des  va- 
leurs relatives  des  quantités  positives  ou  négatives  donne 
à  ce  théorème  un  sens. tout  à  fait  général.  Soit  l'inégalité 

5>3,    ou    m  +  5>w  +  3; 
des  deux  membres  retranchons  7,  nous  aurons 
m  —  a>m —  4,    ou    — a>— -  4. 

Il  en  résulte  que  Ton  peut  faire  passer  un  terme  d'un 
membre  dans  l'autre  en  changeant  son  signe. 

Mais  il  n'est  pas  permis  de  changer  les  signes  de  tous  les 
termes  d'une  inégalité,  ou  du  moins,  si  on  le  fait,  il  faut 
changerenmêmetempslesens  de  l'inégalité.  Soit  l'inégalité 

5>3; 
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si  Ton  change  les  signes,  on  écrira 

—  5<  —  3. 

a°  On  yoit  aussi  que  l'inégalité  subsiste  si  Ton  multiplie 
ou  si  l'on  divise  les  deux  membres  par  un  même  nombre 
positif. 

Si  Ton  multipliait  ou  si  l'on  divisait  par  un  nombre  néga- 
tif, il  faudrait  avoir  soin  de  changer  le  sens  de  l'inégalité. 
Car  ceci  reviendrait  à  multiplier  par  un  nombre  positif  et 
à  changer  les  signes, 

Ces  diverses  transformations  permettent  de  résoudre  une 
inégalité  comme  nous  avons  résolu  une  équation.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  la  quantité  x  soit  assujettie  à  satis- 
faire à  la  condition 

7# 3      i      5x 

T     ^6  +  Ta" 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  le  nombre  positif  24, 

pour  faire  disparaître  les  dénominateurs,  cette  inégalité 

devient 

2ix — 18>4+  l0X* 

Si  maintenant  on  fait  passer  les  termes  inconnus  dans  le 

premier  membre,  les  termes  connus  dans  le  second,  on  a 

11X>22, 

et,  en  divisant  par  le  nombre  positif  1 1 , 

a:>2. 
Tous  les  nombres  plus  grands  que  a  vérifient  l'inégalité 
proposée. 
Soit  encore  l'inégalité 

3*-f84>8tf— 36. 
En  faisant  passer  les  termes  connus  dans  le  premier  mem~ 
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bre,  les  termes  inconnus  dans  le  second,  on  a 

i20>>5j:, 
ou 

5#<iao, 

et,  en  divisant  par  le  nombre  positif  5, 

Toutes  les  quantités  plus  petites  que  a4  vérifient  l'inégalité 
proposée. 


CHAPITRE   III 

DES  CAS  D'IMPOSSIBILITÉ  ET  D'INDETERMINATION. 


Des  cas  d'impossibilité. 

« 

110.  Une  équation  du  premier  degré  à  une  inconnue, 

par  des  transformations  convenables,  peut  toujours  être 

mise  sous  la  forme 

ax=bf 

les  lettres  a  et  *  désignant  des  quantités  connues  ;  d'où  l'on 

déduit 

b 
£  =  -• 

a 

Ainsi  une  équation  du  premier  degré  à  une  inconnue  admet 
en  général  une  solution,  positive  ou  négative,  et  n'en  admet 
qu'une. 

Il  en  est  de  même  d'un  système  de  n  équations  du  pre- 
mier degré  à  n  inconnues  ;  car  nous  avons  vu  (n°  94)  qu'un 
pareil  système  peut  être  transformé  en  un  système  équi- 
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valent  de  n  équations  renfermant,  la  première  les  n  in- 
connues, la  deuxième  n  —  1,  la  troisième  n  —  2 ,  enfin 

la  dernière  une  seule  inconnue;  cette  dernière  équation 
donnera  en  général  pour  la  dernière  inconnue  une  valeur 
unique  et  déterminée,  et,  en  remontant  ensuite  de  proche 
en  proche,  on  trouvera  aussi  pour  chacune  des  autres  in- 
connues une  valeur  unique  et  déterminée. 

111.  Il  peut  arriver  que  dans  l'équation  à  une  inconnue 

à  laquelle  on  est  conduit  en  résolvant  un  système  d'équa- 
tions, le  coefficient  a  de  l'inconnue  soit  nul;  alors  la  ques- 
tion revient  à  trouver  un  nombre  qui,  multiplié  par  zéro, 
donne  un  produit  égal  à  b9  ce  qui  est  impossible  ;  car  le 
produit  d'une  quantité  quelconque  par  zéro  est  toujours  égal 
à  zéro.  Ainsi,  dans  ce  cas,  il  y  a  impossibilité  de  satisfaire 
À  l'équation  ou  au  système  d'équations  proposé. 

Exemple*. 

1*  Trouver  un  nombre  qui,  augmenté  de  son  sixième  et  de 
10,  et  diminué  de  sa  moitié,  égale  deux  fois  son  tiers  aug- 
menté de  8. 

En  désignant  par  x  ce  nombre,  on  a  l'équation 


ar+I+io-f=a(f+8) 


qui,  simplifiée,  devient 

*XX  2X 

"g    +10  =  -jj-  +  l6        ,         0X1  =  6. 

L'impossibilité  est  évidente.  Elle  se  manifeste  déjà  dans 

HX 

!  équation  précédente  ;  car,  si  Ton  retranche  -=-  de  part  et 
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d'autre,  il  vient  10  =  16,  se  qui  est  impossible.  Ainsi  il 
n'existe  aucun  nombre  satisfaisant  à  la  question. 

20  Trouver  deux  nombres  tels  que  le  tiers  du  premier 
égale  la  moitié  du  second  moins  1 ,  et  que  le  second  égale 
les  deux  tiers  du  premier  plus  6. 

Si  l'on  appelle  a?  et  y  ces  deux  nombres,  on  a  les  deux 

équations 

x     y 

y  =  y  +  6. 

En  substituant  dans  la  première  la  valeur  de  y  donnée 
par  la  seconde,  on  obtient  le  système  équivalent 

o  =  a, 

Il  n'existe  pas  de  nombres  satisfaisant  aux  conditions 
énoncées. 
3°  Résoudre  les  deux  équations 

3x — ay  =  io, 
6x  —  4y=i7- 
En  substituant  dans  la  seconde  la  valeur  de  y  tirée  de  la 

première,  on  trouve 

3  =  o. 

Ainsi  il  n'existe  pas  de  nombres  satisfaisant  à  la  fois  aux 
deux  équations  proposées. 

L'impossibilité  se  manifeste  sur  les  équations  elles- 
mêmes;  en  effet,  si  l'on  multiplie  tous  les  termes  de  la 
première  par  a,  on  a 

6x  —  4y  =  2o, 

6#— 4y  =  i7- 
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On  voit  que  les  deux  équations  sont  incompatibles;  car  les 
premiers  membres  sont  les  mêmes  et  les  seconds  membres 
diffèrent. 

Du  symbole  l'infini. 

112.  Revenons  à  l'équation 

ax=b, 
et  supposons  que  la  valeur  absolue  du  coefficient  a  soit 
très-petite  ;  l'inconnue  xy  donnée  par  la  formule 

* 

a 
sera  très-grande  en  valeur  absolue,  et,  si  Ton  conçoit  que 
la  valeur  absolue  du  coefficient  a  diminue  jusqu'à  zéro,  la 
valeur  absolue  de  x  augmentera  de  manière  à  devenir  plus 
grande  que  toute  quantité  donnée.  Par  exemple,  si  la  va- 
leur de  b  est  positive  et  si  l'on  donne  au  coefficient  a  suc- 
cessivement les  valeurs 


9 


10  100  1000  10000 

le  quotient  x  prendra  les  valeurs  de  plus  en  plus  grandes 

lùb  y  lOOb  ,  10006  ,  ÎOOOO^,       

Lorsqu'une  quantité  augmente  ainsi  de  manière  à  deve- 
nir plus  grande  que  toute  quantité  donnée,  on  dit  qu'elle 
devient  infinie  et  on  la  représente  par  le  signe  »,  qui  a  la 
forme  d'un  huit  renversé. 

Quand  l'une  des  inconnues  d'un  problème  se  présente 
sous  cette  forme,  il  y  a  évidemment  impossibilité  ;  car  ce 
symbole  provient  de  ce  que,  dans  une  équation  telle  que 
az=b,le  coefficient  a  de  l'inconnue  est  nul. 

Reprenons  le  problème  du  n°  io4,  dans  le  cas  où  les  deux 
mobiles  marchent  de  gauche  à  droite,  le  second  allant  plus 


9 


130  LIVRE   II.   —  CHAP.    III. 

vite  que  le  premier.  Si  la  différence  é— a  des  vitesses  est 
très-petite,  les  formules  donneront  pour  les  inconnues  des 
valeurs  positives  très-grandes,  ce  qui  indique  que  la  ren- 
contre aura  lieu  après  un  temps  très-long,  et  en  un  point 
très-éloigné  vers  la  droite.  Et,  en  effet,  le  second  mobile, 
marchant  avec  une  vitesse  très-peu  supérieure  à  celle  du 
premier,  ne  l'atteindra  qu'après  un  temps  très-long.  Plus 
la  différence  des  vitesses  sera  petite,  plus  le  point  de  ren- 
contre sera  éloigné.  Enfin,  quand  les  vitesses  deviennent 
égales,  le  point  de  rencontre  s'éloigne  à  l'infini;  il  y  a  im- 
possibilité de  satisfaire  aux  équations  du  problème,  et,  en 
effet,  les  deux  mobiles,  marchant  également  vite,  restent 
toujours  à  la  même  distance  l'un  de  l'autre  et  ne  se  ren- 
contrent jamais. 

Supposons  que  le  second  courrier  marche  un  peu  moins 
vite  que  le  premier,  les  formules  donnent  pour  les  incon- 
nues des  valeurs  négatives  très  grandes  en  valeur  absolue; 
ce  qui  indique  que  la  rencontre  a  eu  lieu  il  y  a  très-long- 
temps, en  un  point  situé  très-loin  vers  la  gauche.  Plus  la 
différence  a —  b  des  vitesses  est  petite,  plus  ce  point  de  ren- 
contre est  éloigné.  Enfin,  quand  cette  différence  devient 
nulle,  le  point  s'éloigne  à  l'infini  vers  la  gauche,  et  il  y  a 
impossibilité. 

113.  Remarque  I.  Dans  les  questions  de  géométrie,  le 


o 


symbole  l'infini  indique  ordinairement  le  parallélisme  de 
deux  droites.  Proposons-nous,  par  exemple,  la  question 
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suivante  :  Étant  donnés  deux  cercles,  on  mène  deux  rayons 
parallèles  AC,  BD;  on  joint  leurs  extrémités;  déterminer 
le  point  M  où  la  droite  CD  rencontre  la  ligne  des  centres. 
Appelons  a  et  b  les  rayons  des  deux  cercles,  d  la  distance 
AB  des  centres,  x  la  distance  inconnue  AM.  Les  triangles 
semblables  MAC,  MBD  donnent  la  proportion 

x     x  —  d 


d'où  l'on  déduit 


a         b 


ad 

x  = 


a—b 


Quand  la  différence  a — b  des  rayons  est  très-petite,  la 
valeur  de  x  est  très-grande,  et  le  point  M  très-éloigné.  Si 
cette  différence  diminue  jusqu'à  zéro,  le  point  M  s'éloigne 
à  l'infini,  et  la  droite  CD  devient  parallèle  à  la  droite  AB.  On 
voit  en  effet  que,  lorsque  les  cercles  sont  égaux,  la  figure 
ABDC  devient  un  parallélogramme. 

114.  Remarque  IL  Les  solutions  négatives  des  équa- 
tions ne  sont  pas  toujours  admissibles  dans  la  résolution  des 
problèmes.  Souvent  la  question  est  de  telle  nature  que  les 
inconnues  doivent  nécessairement  être  positives  ;  dans  ce 
cas,  si  Ton  trouve  pour  les  inconnues  des  valeurs  négatives, 
il  y  a  impossibilité.  Cette  circonstance  se  présente  dans  les 
questions  suivantes  : 

i*  Avec  deux  vins  qui' coûtent  a  et  *  centimes  le  litre,  for- 
mer d  litres  d'un  mélange  coûtant  c  centimes  le  litre. 

II  est  évident  à  priori  que  le  prix  c  d'un  litre  du  mé- 
lange doit  être  intermédiaire  entre  les  prix  a  et  b  d'un  litre 
de  chacun  des  deux  vins.  Appelons  x  et  y  les  quantités 
des  deux  vins  qu'il  faut  mélanger,  nous  aurons  les  équa- 
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tions  (n°  16), 

ax  -\-by  =  cd; 
d'où  l'on  déduit 

d{c-b)  tf(a-c) 

La  nature  de  la  question  exige  évidemment  que  les  deux 
inconnues  aient  des  valeurs  positives.  Nous  pouvons  tou- 
jours supposer  a  plus  grand  que  b,  c'est-à-dire  appeler 
premier  vin  le  plus  cher.  Dans  les  deux  formules,  le  déno- 
minateur étant  positif,  il  est  nécessaire  que  chacun  des  nu- 
mérateurs soit  positif,  ce  qui  aura  lieu  si  les  deux  conditions 

sont  remplies.  Ainsi,  pour  que  la  question  admette  une  so- 
lution, il  faut  que  le  prix  d'un  litre  du  mélange  soit  inter- 
médiaire entre  les  prix  des  deux  vins. 

a0  On  connaît  les  poids  spécifiques  de  deux  métaux  et 
Ton  demande  dans  quelle  proportion  il  faut  les  mélan- 
ger pour  obtenir  un  alliage  ayant  un  poids  spécifique 
donné. 

On  sait  que  le  poids  spécifique  d'un  corps  est  le  rapport 
du  poids  d'un  volume  quelconque  de  ce  corps  au  poids  d'un 
égal  volume  d'eau.  En  d'autres  termes,  si  l'on  prend  pour 
unité  de  volume  le  décimètre  cube,  et  pour  unité  de  poids 
le  kilogramme,  comme  on  fait  ordinairement  dans  les  arts, 
on  peut  dire  que  le  poids  spécifique  d'un  corps  est  le  poids 
en  kilogrammes  d'un  décimètre  cube  de  ce  corps.  D'un 
autre  côté,  on  exprime  la  composition  d'un  alliage,  en  di- 
sant quel  poids  de  chaque  métal  entre  dans  un  kilogramme 
d'alliage. 

Représentons  par  a  et  h  les  poids  spécifiques  des  deux 
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métaux,  par  c  celui  de  l'alliage,  et  désignons  par  xety  les 
potfs  de  ces  deux  métaux  qui  entrent  dans  un  kilogramme 
d'alliage.  On  aura  d'abord  l'équation 

Cherchons  maintenant  le  poids  spécifique  de  l'alliage, 
comme  si  la  composition  en  était  connue,  et  exprimons  qu'il 
est  bien  égal  à  c,  nous  aurons  la  seconde  équation  du  pro- 
blème. Le  poids  d'un  corps  est  égal  à  son  volume  multiplié 
par  le  poids  spécifique,  et  réciproquement  le  volume  d'un 
corps  est  égal  à  son  poids  divisé  par  le  poids  spécifique. 
Dans  un  kilogramme  d'alliage  il  entre  des  poids  x  et  y  des 
deux  métaux,  les  volumes  occupés  par  ces  deux  poids  sont 

X        V 

exprimés  par-et|;    le  volume  d'un  kilogramme  d'al- 

xy 
liage  est  égal  à  leur  somme  -  +  ï  »  en  supposant  toutefois 

que  dans  l'alliage  des  deux  métaux  il  n'y  ait  ni  contraction 
ni  dilatation.  Le  poids  spécifique  de  l'alliage,  étant  égal  à 
son  poids  divisé  par  son  volume,  sera 


x  ,  y 
a~*~~b 


Mais  ce  poids  spécifique  doit  être  égal  àc;  on  a  donc  l'é- 
quation 


i 


Xj_y 


X       V 

Si  l'on  multiplia  par  le  dénominateur  -  +  £>  cette  équa- 
tion devient 

c(â  +  !)  =  1' 
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OU 

ex  ,  cy 

bcx-\-acy  =  ab. 
Ainsi  les  deux  équations  du  problème  sont 

a?-f  y  =  i, 
bcx-\-acy  =  ab. 


On  en  déduit 


a(c  —  b)  b(a  —  c) 

X~c{a  —  b)     '     y  —  c{a  —  b) 


La  nature  de  la  question  exige  que  les  deux  inconnues 
aient  des  valeurs  positives.  Soit  a  >  b  ;  il  faudra,  pour  que 
le  problème  soit  possible,  que  Ton  ait  c>£  et  c<a,  c'est- 
à-dire  que  le  poids  spécifique  de  l'alliage  soit  intermédiaire 
entre  les  poids  spécifiques  des  deux  métaux,  ce  qui  est  évi- 
dent à  priori. 

Le  problème  de  la  couronne  de  Hiéron  (n°  18)  est  une 
application  des  formules  précédentes.  Le  poids  spécifique 
de  l'or  est  19,26,  celui  de  l'argent  10,47.  La  couronne 
perd  dans  l'eau  467  grammes,  c'est  le  poids  d'un  égal 
volume  d'eau  ;  donc  le  poids  spécifique  delà  couronne  égale 

^  =  15,98.  On  fera 
467 

a=  19,26    ,    6=10,47    9    0=15,98. 

Des  cas  d'indétermination. 

118.  Nous  avons  dit  que  l'équation  lu  premier  degré  à 
une  inconnue  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

ax=b, 

et  nous  avons  vu  que,  lorsque  le  coefficient  a  de  l'inconnue 
est  nul,  sans  que  le  second  membre  le  soit,  il  y  a  impossi- 
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bilité.  Supposons  maintenant  que  b  soit  nul  en  même  temps 

que  a,  l'équation  devient 

oXa?=o. 
Il  s'agit  de  trouver  un  nombre  qui,  multiplié  par  zéro,  donne 

un  produit  égal  à  zéro;  tous  les  nombres  satisfont  évidem- 
ment à  l'équation  qui  se  réduit  à  une  identité  o = o,  et  la  va- 
leur de  l'inconnue  est  indéterminée.  Dans  ce  cas,  la  for- 
mule donne  pour  l'inconnue  un  symbole  de  la  forme  -  . 

Exemples. 

i°  Trouver  un  nombre  qui,  augmenté  de  son  sixième  et 
de  10,  et  diminué  de  sa  moitié,  égale  deux  fois  son  tiers 
augmenté  de  5. 

Si  l'on  appelle  x  ce  nombre,  on  a  l'équation 

X  X         fx         \ 

qui,  simplifiée,  se  réduit  à 

2X   ,  2X    t 

T+.o=T  +  to, 
ou 

Tous  les  nombres  satisfont  à  la  question.  Il  7  a  indétermi- 
nation. 

3°  Trouver  deux  nombres  tels  que  le  tiers  du  premier 
égale  la  moitié  du  second,  moins  1 ,  et  que  le  second  égale 
les  deux  tiers  du  premier,  plus  2. 

Si  l'on  appelle  x  et  y  ces  deux  nombres,  on  a  les  deux 

équations 

x     y 

y=3-+a- 
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En  substituant  dans  la  première  la  valeur  de  y  donnée  par 
la  seconde,  on  obtient  le  système  équivalent 

0  =  0. 

L'une  des  équations  se  réduisant  à  une  identité,  on  n'a 
qu'une  équation  à  deux  inconnues.  On  peut  donner  à  Tune 
des  inconnues,  à  x  par  exemple,  une  valeur  arbitraire  ;  il 
en  résulte  pour  y  une  valeur  correspondante;  ainsi  l'équa- 
tion admet  une  infinité  de  solutions,  et  il  y  a  encore  indé- 
termination. 
3°  Résoudre  les  deux  équations 

5x —  2y=  10, 
6x — 4y  =  2o. 

Si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  a,  on  voit  qu'elle 
devient  exactement  la  même  que  la  seconde  ;  ainsi  les  deux 
équations  n'en  font  qu'une,  et  il  y  a  indétermination. 

4°  Résoudre  les  trois  équations 

y-J-a* — 3x=a, 

z-\-*x  —  3y  =  é, 

x  -f-  *y  —  3z=c. 
En  ajoutant  les  trois  équations  membre  à  membre,  on 
trouve  o  =  a+*-{-  c.  Si  la  somme  a+*+c  n'est  pas  nulle,  il 
y  a  impossibilité.  Mais  si  cette  somme  est  nulle,  les  trois 
équations  se  réduisent  à  deux;  car,  d'après  le  principe 
établi  au  n°  98,  le  système  des  trois  équations  proposées 
est  équivalent  au  système  que  l'on  obtient  en  remplaçant 
l'une  d'elles,  par  exemple  la  troisième,  par  l'équation  nou- 
velle qui  est  ici  une  identité  0  =  0.  Il  y  a  donc  indétermi- 
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nation  ;  on  pourra  attribuer  à  l'une  des  inconnues  x  telle 
valeur  que  l'on  voudra  ;  des  deux  premières  équations,  on 
déduira  les  valeurs  correspondantes  de  y  et  de  z. 
5°  Dans  le  problâme  des  deux  mobiles  (n°  io5),  si  Ton  a 

à  la  fois  a  =  6,  rf=o,  les  trois  formules  deviennent-»  et 

o 

il  y  a  indétermination  ;  et,  en  effet,  les  deux  mobiles,  étant 
ensemble  et  marchant  avec  la  même  vitesse,  ne  se  quitte- 
ront jamais. 

6*  Dans  le  problème  du  mélange  (n°  1 14),  si  les  trois 
quantités  a,  by  c  sont  égales,  les  deux  inconnues  se  pré- 
sentent sous  la  forme  - ,  et  les  deux  équations  du  problème 

n'en  font  qu'une;  il  y  a.  indétermination.  Et,  en  effet,  les 
prix  des  deux  vins  étant  les  mêmes,  on  obtiendra  toujours 
un  mélange  de  ce  même  prix,  quelle  que  soit  la  proportion 
suivant  laquelle  on  mélange  les  deux  vins. 

116.  Remarque.  Le  symbole  -  n'indique  pas  toujours 

l'indétermination.  11  peut  arriver  qu'une  fraction  se  pré- 
sente sous  cette  forme,  parce  qu'il  y  a  au  numérateur  et  au 
dénominateur  un  même  facteur  algébrique  qui  devient  nul 
pour  certaines  valeurs  attribuées  aux  lettres  ;  on  supprimera 
ce  facteur  commun,  afin  d'obtenir  la  valeur  de  la  fraction. 

Exemples.  i°  La  fraction =  se  présente  sous  la 

ôX  ——  ô 

forme  - ,  quand  on  y  fait  x  =  1 .  Mais  cette  fraction  peut  s'é- 
o 

cnre  *^x      x~9  et  si  l'on  supprime  le  facteur  commua 
x—  i  on  voit  qu'elle  est  constamment  égale  à  =■• 
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o/r^  —  ojj  0 

a0  La  fraction  - =-  devient  aussi  -,  quand  on  y  fait 

3a?  — 3  o 

x  =  i .  Cette  fraction  peut  s'écrire  -=j \  >  ou  T  »  si 

O [X —~~  I  J  ù 

Ton  supprime  le  facteur  commun  x  —  i  ;  elle  varie  quand 
on  donne  à  x  différentes  valeurs  ;  pour  x=i,  elle  est  égale 

3°  La  fraction  ^ ^-  prend  aussi  la  forme  -  pour  x=  i . 

Z(x — î)  r  o 

Mais  si  l'on  supprime  le  facteur  commun  x — i,  elle  se  ré- 

^(x  — •  l) 

duit  à  -±—= — - ,  et  devient  nulle  pour  x  =  i. 
4°  La  fraction  =) ^  prend  aussi  la  forme  -  pour  x = i . 

0(*H/"~~  1)  o 

Si  Ton  supprime  le  facteur  commun  x — i,  elle  se  réduit  à 

=-. r ,  et  devient  infinie  pour  x  =  i . 

3(x  —  î)  r 


CHAPITRE     IV 

FORMULES  GÉNÉRALES  POUR  LA  RESOLUTION 

DE  DEUX  ÉQUATIONS 
DU  PREMIER  DEGRÉ  A  DEUX  INCONNUES. 


117.  Deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues 
peuvent  toujours  être  mises  sous  la  forme 

(i)  ax+by=c9 

(a)  a'x+b'y=c', 

les  lettres  a,  b,  c,  a',  b\  c\  désignant  des  quantités  con- 
nues, positives  ou  négatives. 
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Si  l'on  ajoute  ces  équations  membre  à  membre,  après 
avoir  multiplié  les  termes  de  la  première  par  V  et  ceux  de 
la  seconde  par  —  4,  on  obtient  l'équation 

(3)  (a*'—  bat)x  =  cbf— bc'. 

Si  on  les  ajoute  membre  à  membre,  après  avoir  multiplié 
les  termes  de  la  première  par  —  a!  et  ceux  de  la  seconde 
par  a,  on  obtient  de  même  l'équation 

(4)  {aV  —  baTjy  =  ac'  —  ca!. 

Des  deux  équations  (3)  et  (4)  on  déduit  les  formules  générales 

cb'—  bc' 
M  X  =  W=bï9 

,„.  oc'  —  ca! 

à  l'aide  desquelles  on  peut  résoudre  immédiatement  un 
système  quelconque  de  deux  équations  du  premier  degré  à 
deux  inconnues. 

Le  dénominateur  ab'  —  ba'  est  le  même  dans  les  deux 
formules.  On  obtient  le  premier  numérateur  en  remplaçant 
dans  le  dénominateur  les  coefficients  a  et  a!  de  l'inconnue 
x  par  les  seconds  membres  c  et  c  des  équations  proposées, 
et  de  même  le  second  numérateur  en  remplaçant  dans  le 
dénominateur  les  coefficients  b  et  b'  de  l'inconnue  y  parles 
seconds  membres  c  et  c'. 

118.  Remarque  I.  Si  dans  les  équations  proposées  on 
permute  a  et  a',  b  et  b',  c  et  c',  sans  changer  x  et  y,  c'est- 
à-dire  si  Ton  remplace  a  par  a'  et  a!  par  a,  de  même  b  par  b' 
et  V  par  b,  et  aussi  c  par  c'  et  c'  par  c,  ces  deux  équations 

deviennent 

a'x-\-b'y=c'f 

ax-\-by  =c; 
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là  première  se  change  en  la  seconde,  et  la  seconde  en  la 
première,  mais  le  système  des  deux  équations  ne  change 
pas.  Concevons  que  l'on  répète  sur  ce  second  système  les 
calculs  qui  ont  été  faits  sur  le  premier;  il  suffira  d'effectuer 
dans  les  résultats  les  permutations  indiquées,  et  Ton  aura 

db  —  b'c  a'c  —  c'a 

x  =  a'b—b'a    '     y~a'b—b'a 

Puisque  le  second  système  d'équations  est  identique  au 
premier,  les  valeurs  des  inconnues  doivent  rester  les 
mêmes;  c'est  ce  qui  a  lieu  en  effet;  car  le  dénominateur 
a  changé  de  signe,  ainsi  que  les  deux  numérateurs. 

119.  Remarque  II.  Si  dans  les  équations  proposées  on 
permute  a:  et  y  et  en  même  temps  les  lettres  a  et  b,  sans 
changer  les  seconds  membres,  les  équations  deviennent 

by-\-ax  =  c9 

b'y-\-a'x=c'\ 
elles  ne  changent  pas  ;  l'ordre  des  termes  seul  est  changé 
dans  chacune  d'elles.  Concevons  que  l'on  répète  sur  ces 
équations  les  calculs  qui  ont  été  faits  sur  les  équations  pro- 
posées pour  arriver  à  l'équation  (3)  et  par  suite  à  la  for- 
mule (a)  ;  il  suffira  d'effectuer  dans  le  résultat  les  permuta- 
tions indiquées,  et  l'on  aura 

ca!  —  ac' 

y~~ba'  —  abr 
Les  nouvelles  équations  étant  identiques  aux  premières, 
la  valeur  de  y  ainsi  obtenue  doit  être  la  même  que  c^ lie 
qui  est  donnée  par  la  formule  (p),  ce  qui  a  lieu  effective- 
ment. 

La  première  considération  indique  une  certaine  symétrie 
dans  la  composition  des  formules  («)  et  (p)  ;  la  seconde  per- 
met de  déduire  l'une  des  formules  de  l'autre. 
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Discussion, 

On  appelle  discussion,  en  algèbre,  l'examen  des  diffé- 
rents cas  que  peut  présenter  une  question.  Examinons  les 
principales  circonstances  que  présente  la  résolution  de 
deux  équations  (1)  et  (a)  du  premier  degré  à  deux  in- 
connues. 

i20.  Premier  cas.  Supposons  que  le  dénominateur 
aV  —  ba'  soit  différent  de  zéro.  Il  est  clair  que  tout  sys- 
tème de  valeurs  de  x  et  y  qui  satisfait  aux  deux  équations 
(1)  et  (a)  satisfait  aussi  aux  deux  équations  (3)  et  (4)  qui 
s'en  déduisent  par  le  mode  indiqué  au  n°  97  ;  mais,  dans  le 
cas  actuel,  ces  dernières  ne  sont  satisfaites  que  par  les 
valeurs  de  x  et  de  y  données  par  les  formules  (a)  et  (p)  ; 
donc  les  équations  proposées  ne  peuvent  admettre  une 
autre  solution.  Vérifions  maintenant  que  ces  valeurs  satis- 
font bien  aux  deux  équations  proposées.  Si  l'on  remplace 
x  et  y  par  ces  valeurs  et  si  l'on  ordonne  par  rapport  à  c  et  <?, 
le  premier  membre  ax-\-by  de  la  première  équation  de- 
vient 

c{ab'--bar)  +  c\ab-ab)9 

ab'  -  ba! 

le  coefficient  de  c'  étant  nul,  et  celui  de  c  égal  au  dénomi- 
nateur, cette  quantité  est  égale  au  second  membre  c  et  l'é- 
quation est  satisfaite.  Lie  premier  membre  a'x-\-b'y  de  la 
seconde  équation  devient  de  même 

c(a'b'  —  a'b^  +  c'iaV-ba') . 
ab1  —  ba1 

le  coefficient  de  c  étant  nul  et  celui  de  c'  égal  au  dénomi- 
nateur   cette  quantité  est  égale  au  second  membre  c'  et 
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l'équation  est  aussi  satisfaite.  Ainsi,  lorsque  le  dénominateur 
ab' —  ba1  est  différent  de  zéro,  les  deux  équations  proposées 
admettent  une  solution  et  une  seule;  cette  solution  est  donnée 
par  les  formules  (a)  et  (p). 
Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

5ar  —   3y  =  9, 
jx-\~  \\y  =  t\5. 

On  fera  a  =  5,  b=z —  3,  a'  =  ?,  b'=n,  c=g,  c'=45;le 
binôme  ab' —  ba!  étant  différent  de  zéro,  les  deux  équations 
admettent  la  solution  a? =3,  y=a  donnée  par  les  formu- 
les (a)  et  (p),  et  n'en  admettent  pas  d'autre. 

121.  Second  cas.  Supposons  que  le  dénominateur 
ah'  —  ba1  soit  égal  à  zéro,  et  que  l'un  des  numérateurs,  par 
exemple  cb'  —  bc',  soit  différent  de  zéro.  Si  les  deux  équa- 
tions proposées  étaient  satisfaites  par  des  valeurs  de  x  et  y, 
l'équation  (3)  le  serait  également  ;  mais  cette  dernière  est 
impossible  ;  on  en  conclut  que  le  système  des  deux  équa- 
tions proposées  n'admet  aucune  solution  ;  on  dit,  d'après 
cela,  qu'elles  sont  incompatibles. 

Il  est  facile  de  mettre  cette  impossibilité  en  évidence 
sur  les  équations  proposées  elles-mêmes.  Le  binôme 
cb' — bc'  étant  différent  de  zéro,  l'un  au  moins  des  coeffi- 
cients b  et  b'  est  différent  de  zéro  ;  supposons,  par  exemple, 
que  b  soit  différent  de  zéro  ;  de  la  relation  aé'  —  ba'=o  on 

nh1 

déduit  a' =-7-  ;  si  Ton  remplace  a!  par  cette  valeur  et  si 

l'on  multiplie  tous  les  termes  par  b,  l'équation  (a)  devient 

(5)  b'{ax  +  by)  =  bc'. 

Si  le  coefficient  *'  était  nul,  le  second  membre  bc'  étant 
différent  de  zéro,  puisque  le  binôme  cb'  —  bc$  est  diffé- 
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rent  de  zéro,  cette  équation  serait  impossible.  Lorsque  le 
coefficient  *'  est  différent  de  zéro,  on  peut  mettre  l'équa- 
tion (5)  et  par  suite  l'équation  (a)  sous  la  forme 

(6)  ax  +  bt,=^; 

en  la  comparant  à  l'équation  (i),  on  voit  que  les  premiers 
membres  sont  les  mêmes,  tandis  que  les  seconds  membres 

diffèrent;  car  si  l'on  avait  c=-zj ,  on  aurait  aussi  ce'—  bc  ==  o: 

l'incompatibilité  des  deux  équations  est  manifeste. 

Dans  le  cas  actuel ,  le  second  membre  de  la  formule  (a) 
se  présente  sous  la  forme  oo.  Le  second  membre  de  la  for- 
mule (p)  se  présente  sous  la  même  forme,  ou  sous  la  forme  -  • 

o 

Nous  avons  supposé  le  coefficient  b  différent  de  zéro  ;  si 

Ton  remplace  a!  par  sa  valeur  —  déduite  de  la  relation 
ab' —  £a'  =  o,  on  a 

lorsque  le  coefficient  a  est  aussi  diffférent  de  zéro,  le  bi- 
nôme ac' — ca'  est  différent  de  zéro  et  la  formule  (p)  se  pré- 
sente sous  la  forme  oo,  comme  la  formule  (a)  ;  mais  lorsque 
le  coefficient  a  est  nul,  le  binôme  ae'—ca'  est  nul,  et  la  for- 
mule (p)  se  présente  sous  la  forme  -  - 

122.  Troisième  cas.  Examinons  enfin  le  cas  où  le  dé- 
nominateur ab'  —  ba!  est  égal  i  zéro,  ainsi  que  les  deux 
numérateurs  cb' — bc',  ac' — ca'.  Supposons  que  l'un  au 
moins  des  quatre  coefficients  a,  b,  a',  b'  des  inconnues,  par 
exemple  *,  soit  différent  de  zéro.  Nous  avons  obtenu  Té- 
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quation  (3)  en  ajoutant  les  deux  équations  proposées  mem- 
bre à  membre,  après  avoir  multiplié  les  termes  de  la  pre- 
mière par  *',  et  ceux  de  la  seconde  par — b;  d'après  le 
théorème  établi  au  n°  98,  l'équation  (2)  dont  les  termes  ont 
été  multipliés  par  une  quantité  —  b  différente  de  zéro  peut 
être  remplacée  par  l'équation  (3),  c'est-à-dire  que  le  sys- 
tème des  deux  équations  (1)  et  (2)  est  équivalent  au  sys- 
tème des  deux  équations  (1)  et  (3)  ;  cette  dernière  étant  une 
identité  0=0,  le  système  des  deux  équations  proposées  se 
réduit  à  la  seule  équation  (1),  que  l'on  mettra  sous  la  forme 

c  —  ax 

y=-T- 

On  pourra  attribuer  à  x  une  valeur  quelconque  ;  à  chaque 
valeur  de  x  correspond  une  valeur  de  y.  Ainsi  le  sys- 
tème des  deux  équations  proposées  se  réduit  à  une  seule 
équation  et  admet  une  infinité  de  solutions. 

Il  est  facile  de  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux 
équations.  Nous  avons  vu  que  la  seconde  devient 

(5)  b\ax+by)=zbc', 

et  que,  lorsque  le  coefficient  b'  est  différent  de  zéro,  on 
peut  la  mettre  sous  la  forme 

(6)  «*  +  ty  =  ^; 

bc' 
mais  de  la  relation  cb' — 6e'=o,  on  déduit  c= —  ;  les  deux 

b 

équations  sont  donc  identiques.  Si  le  coefficient  V  était 
égal  à  zéro,  on  aurait  aussi  e'=o,  à  cause  de  la  relation 
cb' — éc'=o,  et  l'équation  (5)  se  réduirait  i  une  iden- 
tité 0  =o. 
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Si  les  quatre  coefficients  a,  4,  a',  V  étaient  nuls,  les  deux 
équations  proposées  devenant  o  =  e,  o=c',  il  y  aurait  im- 
possibilité, à  moins  que  les  deux  seconds  membres  c  et  c' 
ne  fussent  aussi  nuls  ;  dans  ce  cas,  les  deux  équations  se 
réduisant  i  des  identités  0=0,  il  y  aurait  indétermination 
absolue;  on  pourrait  attribuer  des  valeurs  quelconques  à 
x  et  à  y. 

Symétrie  des  équations. 

123.  Lorsque  les  équations  proposées  présentent  une 
certaine  symétrie  dans  leur  compogtion,  cette  considéra- 
tion est  très-utile;  elle  sert  d'abord  à  vérifier  les  calculs  ; 
elle  permet  aussi,  quand  on  a  trouvé  la  valeur  de  Tune 
des  inconnues,  d'en  déduire  immédiatement  celles  des 
autres.  Nous  en  avons  déjà  fait  usage  dans  ce  qui  précède: 
en  voici  encore  quelques  exemples. 

1*  Résoudre  les  deux  équations 

<ax+by  =  c, 
*  bx-\-ay  =  d. 

L'application  des  formules  générales  (a)  et  (p)  donne 

.  ae  —  bd  ad — bc 

Nous  remarquons  d'abord  que,  lorsqu'on  permute  a  et  6, 
t  et  d,  sans  changer  x  et  y,  les  deux  équations  se  permu- 
tent, et  par  conséquent  le  système  ne  change  pas.  Chacune 
des  formules  (a)  doit  donc  conserver  la  même  valeur. 

Nous  remarquons  ensuite  que  les  équations  ne  changent 
pas,  lorsqu'on  permute  aetb,x  et  y,  sans  changer  les  se- 
conds membres.  Ceci  permet  de  déduire  la  valeur  dey  de 

celle  de  x,  ou  inversement. 

10 
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a0  Résoudre  les  trois  équations 

(0  bz+cy  =  a9 

(a)  cx*\-az  =  b9 

(3)  ay  +  bx^c, 

dans  lesquelles  nous  supposons  les  trois  nombres  a,  à,  c 
différents  de  zéro. 

En  multipliant  les  termes  de  la  première  par  — a,  ceux 
de  la  seconde  par  b  et  ceux  de  la  troisième  par  c,  et  ajou- 
tant membre  à  membre,  on  obtient  l'équation 

(4)  *        *bc$  =  b%  +  c*  —  a% 

et  le  système  des  trois  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  trois  équations  (a),  (3),  (4).  Cette  dernière 
est  satisfaite  par  une  valeur  finie  de  x, 

®  *= Tôt 

En  portant  cette  valeur  dans  les  équations  (a)  et  (3),  on  en 
déduirait  pour  z  et  y  des  valeurs  finies,  d'où  Ton  conclut 
que  le  système  des  équations  proposées  admet  une  solution 
et  une  seule.  Mais  on  peut  obtenir  immédiatement  les 
valeurs  de  y  et  de  *.  Quand  on  permute  x  ety,  a  et  b,  les 
deux  premières  équations  se  permutent,  et  la  troisième 
reste  la  même;  donc  le  système  ne  change  pas,  et,  par 
conséquent,  de  la  valeur  de  x  on  déduit 

(6)  y= — ! >. 

En  permutant  x  et  *,  a  et  c,  on  en  déduit  de  môme 

W  <as      \ba 


*•  • 
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5°  Résoudre  las  trois  équations 

(i)  x+    y+    z=i, 

(a)  AKP+  *y+  «  =  *! 

(3)  at«+*ly+cft*=*1. 

Eq  multipliant  par  c  les  termes  de  la  première  et  la  re- 
tranchant de  la  seconde  membre  à  membre;  et  de  même, 
en  multipliant  par  c  les  termes  de  la  seconde  et  la  retran- 
chant de  la  troisième  membre  à  membre,  on  obtient  les 
deux  équations 

(4)  (a— *)*  +  (*  —  c)y  =  k  —  c, 

(5)  a[a  —  c)x  +  b{b  —  c)y  =  k{k — c). 

En  multipliant  par  b  les  termes  de  Féquation  (4)  et  la  re- 
tranchant membre  à  membre  de  l'équation  (5),  on  arrive 
enfin  à  l'équation 

(6)  (a  —  *){a— c)x={k  —  b){k— c). 

Comme  on  peut  remplacer  l'équation  (1)  par  l'équation  (4) 
et  l'équation  (2)  par  l'équation  (5),  le  système  des  trois 
équations  proposées  est  équivalent  au  système  des  trois 
équations  (3),  (4),  (5),  et  par  suite  au  système  des  trois 
équations  (3),  (4),  (6).  Si  les  trois  nombres  a,  b,  c  sont  dif- 
férents, cette  dernière  est  satisfaite  par  une  valeur  finie 

dear, 

M  (*-*)(&-*). 

w  («  —  à)  [a  —  c)' 

de  l'équation  (4)  on  en  déduirait  pour  y  une  valeur  finie  et 
de  l'équation  (3)  pour  %  une  valeur  finie,  d'où  l'on  conclut 
que  le  système  des  équations  proposées  admet  une  solution 
et  une  seule.  Mais  on  peut  obtenir  immédiatement  les  va- 
leurs de  y  et  de  *.  Nous  remarquons,  en  effet,  que  les 
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équations  proposées  ne  changent  pas,  lorsqu'on  y  permute 
x  et  y ,  a  et  b  ;  si  donc  on  effectue  cette  permutation  sur  la 
formule  (7),  on  obtiendra  la  valeur  de  y,  savoir 

m  (A-fl)(A-c) 

(8)  y-{b-a){b-cy 

De  même,  les  équations  ne  changent  pas,  quand  on  y  per- 
mute x  et  *,  a  et  c,  et  la  formule  (7)  donne 

(*-»)(*-q)a 

W  (*-*)(*-a) 


CHAPITRE  V* 

FORMULES    GÉNÉRALES    POUR    LA    RESOLUTION 

DE    TROIS    ÉQUATIONS 
DU   PREMIER   DEGRÉ   A  TROIS   INCONNUES. 

124.  Trois  équations  du  premier  degré  à  trois  inconnues 
peuvent  toujours  être  mises  sous  la  forme 

(0  û|tf  +  *iy  +  ciz  =  kl9 

(2)  a%x  -f  bty  -f  c%z  =  A, , 

(3)  azx-{-bty  +  czz=k%. 

■ 

En  multipliant  les  termes  de  la  première  par  Ai9  ceux 
de  la  seconde  par  A,,  ceux  de  la  troisième  par  A,,  et  ajou- 
tant membre  à  membre,  on  obtient  l'équation 

(4)  (aiA1+o,A1+a8A3)aî+(ô1A1+6lAj+68Aj)y+(c1A1+c,A,+caA3); 

=  AiA1  +  fc|As  +  ftaAa» 

*  Nous  avons  marqué  d'un  astérisque  les  questions  que  Ton  peut  pas- 
ser à  une  première  lecture. 
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Nous  pouvons  choisir  les  multiplicateurs  A„  A„  A„  de 
manière  à  annuler  deux  des  coefficients  de  cette  équation, 
par  exemple  ceux  de  y  et  de  z  ;  nous  poserons  pour  cela 

(5,  |  *tA1  +  *aAl  +  ^3  =  0, 

(  CiAj+CjAi+CjA^o; 
1  équation  (4)  se  réduit  alors  à 

(6)    (ai At+at At+aaA,)a: = *, At+*t A 8+*,A , , 
et  donne 

w  —  a,  A,  +  a8A,  +  a,At  " 

Les  équations  (5)  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

*1A1  +  *IA,  =  —  ijA,, 

Si  l'on  regarde  A,  comme  une  quantité  connue,  on  a  deux 

équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues  As  et  As  ;  on 

en  déduit,  en  appliquant  les  formules  générales  établies 

aund  117, 

A  =A  b*c*~c*b*         a  =A  *2£lZ£*£i; 
biC%  —  ctb%  b\C%  —  cxbt 

la  quantité  As  étant  arbitraire,  nous  la  prendrons  égale  av 
dénominateur  bict — ctbt,  et  nous  aurons 

(8)  A1=41c, — c%b%  ,  A1=*gC1 — Cjéj  ,  A9=bict — cxbr 

La  formule  (7)  devient  ainsi 

x=kt(iÈe*-  Ctbi)+kl(blci— *,*,)+*,(*,*,- *,*,)_ 

«•(*A— «i*i)+fli(*A-«A)+«i(*A-  ci*i)# 

Les  équations  proposées  ne  changent  pas,  quand  on  j 

permute  les  lettres  a  et  b,  x  et  y  ;  si  donc  dans  la  formule  (•) 

on  permutait  les  lettres  a  et  *,  on  aurait  la  valeur  de  y.  On 

aurait  de  même  la  valeur  de  z,  en  permutant,  dans  la  for- 
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orale  («),  les  lettres  a  etc.  Mais  nous  emploierons  un  autre 
mode  de  permutation,  qui  est  trèa-utile  et  d'un  usage  fré- 
quent en  mathématiques. 

Permutation  circulaire* 

■ 

t2tt.  Sur  un  cercle,  et  aux  sommets  d'un  triangle  équi- 

latéral  inscrit,  plaçons  les  trois  lettres  x, 
y,  z,  ainsi  que  les  trois  lettres  a,  b,  c; 
imaginons  ensuite  que  le  cercle  tourne 
autour  de  son  centre,  dans  un  sens  con- 
venable, d'un  tiers  de  circonférence,  la 
lettre  y  prendra  la  place  de  x,  z  celle 
de  y%  x  celle  de  z  ;  de  même  les  lettres 
b,  c,  a  prendront  la  place  des  lettres  a,  bt  c.  Ce  changement 
dans  Tordre  des  lettres  s'appelle  une  permutation  circulaire. 
Si  l'on  effectue  une  semblable  permutation  sur  les  équa- 
tions proposées,  elles  deviennent 

Iàiy  +  eiz  +  aix  =  kii 
bty  +  ctz-\-atx  =  kl9 

et  ne  changent  pas.  Concevons  que  Ton  répète  sur  ce  sys- 
tème d'équations  les  calculs  que  nous  venons  de  faire  sur 
le  système  primitif;  il  suffira  d'effectuer  la  permutation 
circulaire  des  lettres  dans  toute  la  suite  des  calculs  ;  les 
quantités  Àt,  A„  A,  seront  remplacées  par  les  quantités 

(10)    B1=c1aa,— atc%  ,  B1=cJa1— atct  ,  Bl=cla1— àtc$9 

satisfaisant  aux  relations 

l  c1B1  +  clBl  +  c,BJ=o, 
V    '  \  a,Bl  +  a1B1-faaB1  =  o; 
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les  coefficients  de  z  et  de  x  dans  l'équation  analogue  à  l'é- 
quation (4)  seront  nuls,  et,  au  lieu  cle  l'équation  (6),  on  aura 

(ta)    (*1Bl+itBt-f*JB,)y=*1B1+*tBt+A,B8> 
d'où  Ton  déduit 

(l5)  '-•A  +  VJ.  +  éA' 

et,  en  remplaçant  Bt ,  B, ,  B8  par  leurs  valeurs, 

kt(cfa3— a^+k^a,— atcl)+k3(ciat~  a^) 

»i(«A-Vil+'t(Vr  «A)+*i(«i«i— aic*ï 
Si  l'on  effectue  sur  le  système  (9)  une  nouvelle  permuta- 
tion circulaire,  les  quantités  Blt  B„  B,  sont  remplacées 
par  les  quantités 
(14)  Cl=alèt-^bta9  ,  C8=a,£,— *8a,  ,  Cz=atbl-—biaÈf 

satisfaisant  aux  relations 

(  S\  \  aiC*+flA  +  aiCl  =  o, 

1  *iC1  +  *lC1  + 4.0,^=0, 
et  Ton  a  l'équation 

(16)    (fifr  +  cfit  +  cfijzz^kfii  +ktCt  +  *tC„ 

d'où  Ton  déduit 

^^Ci  +  ^C  +  ttCi 

ll7;  cA  +  c.c.  +  cA' 

OU 

j  Jt(Mi-»iql)+*i(fli*i-Mi)+*M--Mi) 

"    *i(«i*8—  *|fli)+fi(fli*i-Mi)-Lcl(a1il-  Mi)' 

M6.  Remarque  L  On  reconnaît  aisément  que,  dans  les 
trois  formules  («),  (p),  (y),  le  dénominateur  est  le  même;  ce 
polynôme,  formé  avee  les  neuf  coefficients  des  inconnues 
dans  les  équations  proposées,  s'appelle  le  déterminant  de 
ces  neuf  quantités,  dans  l'ordre  où  elles  sont  placées; 
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nous  le  désignerons  par  A.  On  a  donc 

(18)  A  = at Ai  +  at A2  +  a, A,  =  *1B1  +  &.B,  +  i8B, 

=c1C1  +  c2Ca  +  c3C3. 

On  forme  chaque  numérateur  en  remplaçant  dans  le  déno- 
minateur les  coefficients  de  l'inconnue  que  Ton  considère 
par  les  seconds  membres  des  équations  proposées. 

Remarque  IL  Lorsqu'on  effectue  la  permutation  circu- 
laire des  trois  indices  1,  2,  3,  les  trois  équations  proposées 
se  permutent  circulairement,  et  par  conséquent  le  système 
ne  change  pas;  chacune  des  formules  (a),  (p),  (y)  doit  donc 
conserver  la  même  valeur,  après  cette  permutation  des 
indices.  C'est  ce  qui  a  lieu  effectivement  ;  car  les  trois  ter- 
mes du  dénominateur  se  permutent  circulairement,  ainsi 
que  ceux  du  numérateur.  Pour  écrire  les  formules  géné- 
rales, il  suffit  donc  de  se  rappeler  le  premier  terme  atAtr 
ou  ai(btct — ctb9)  du  déterminant;  par  la  permutation  des 
indices,  on  en  déduira  le  second,  et  de  celui-ci  le  troisième; 
on  obtient  ainsi  le  déterminant  sous  sa  première  forme 
at  A^flgAj+ag  A8.  La  seconde  forme  *,Bi+*iBi+*8B8 
se  déduit  de  la  première  par  la  permutation  circulaire  des 
lettres  a,  b,  c  et  la  troisième  de  la  seconde. 

On  peut  encore  écrire  le  déterminant  sous  les  trois 
formes  suivantes  : 

(19)  A  =  at  A,  +  bfo  +  C&  =  atAt  +  éaBa  +  ctC% 

=a8A,  +  £sBt  +  c,CI. 

Le  second  terme  éjBj  se  déduit  du  premier  at  At  par  la 
permutation  circulaire  des  lettres  et  le  troisième  du  se- 
cond. La  seconde  forme  se  déduit  de  la  première  par  la 
permutation  des  indices  et  la  troisième  de  la  seconde. 
Les  neuf  quantités  A,  B,  C  satisfont  aux  six  relations 
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(5),  (1 1),  (i5).  Elles  satisfont  aussi  aux  six  relations 

13 1;  f  a.A.  +  à.B,  +  c1Ci  =  o; 

,    *  j  ûiA,  +  4|B,+c1C,  =  o> 

K%V  (  atAl  +  A1B,  +  c1C,  =  o. 

Discussion. 

147.  Premier  cas.  Supposons  que  le  déterminant  A  soit 
différent  de  zéro.  Puisque  tout  système  de  valeurs  des  in- 
connues qui  satisfont  aux  équations  proposées  satisfont 
aux  équations  (6),  (12),  (16)  que  l'on  en  déduit,  et  que  ces 
dernières  ne  sont  satisfaites  que  par  les  valeurs  de  x,  y,  z 
données  par  les  formules  (7),  (i3),  (17),  les  équations  pro- 
posées ne  peuvent  admettre  une  autre  solution.  On  vérifie 
aisément  que  ces  valeurs  satisfont  bien  aux  équations  pro- 
posées ;  car,  si  Ton  remplace  x>  y,  z  par  ces  valeurs,  et  si 
Ton  ordonne  par  rapport  à  ki9  *„  *„  le  premier  membre  de 
l'équation  (1)  devient 

î[*t(alA1+61Bi+c1Cl)+*1(a1Ai+ô1Bi+clCi)+*i(a1Al+ô1Bl+ctCl>]; 

en  vertu  des  relations  précédentes,  les  coefficients  de  k%  et 
de  kt  sont  nuls,  et  celui  de  kt  égal  à  il  ;  ainsi  l'équation  (1) 
est  satisfaite.  Il  en  est  de  même  des  deux  autres.  Ainsi, 
lorsque  le  déterminant  est  différent  de  zéro,  les  trois  équations 
admettent  une  solution  et  une  seule. 

128.  Second  cas.  Supposons  que  le  déterminant  soit 
égal  à  zéro,  et  que  l'un  des  numérateurs,  par  exemple 
*iAi-M.At-h*iAt,  soit  différent  de  zéro.  L'une  au  moins 
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des  trois  quantités  binômes  Ai,  A,,  A3,  par  exemple  A3, 
sera  différente  de  zéro.  Dans  la  première  opération,  l'équa- 
tion (3),  dont  les  termes  ont  été  multipliés  par  une  quan- 
tité A3  différente  de  zéro,  peut  être  remplacée  par  l'équa- 
tion (6),  c'est-à-dire  que  le  système  des  trois  équations 
proposées  est  équivalent  au  système  des  trois  équations 
(i),  (a),  (6)  ;  cette  dernière  étant  impossible,  on  en  conclut 
que  les  équations  proposées  sont  incompatibles. 

129.  Troisième  cas.  Considérons  enfin  le  cas  où  le  dé- 
terminant est  nul,  ainsi  que  les  trois  numérateurs. 

i°  Supposons  que  Tune  au  moins  des  neuf  quantités 
binômes  A,  B,  C  soit  différente  de  zéro,  par  exemple  A3. 
Le  système  des  trois  équations  proposées  est  équivalent 
<au  système  des  trois  équations  (i),  (a),  (6);  cette  dernière 
se  réduisant  à  une  identité  o=o,  le  système  des  trois 
•équations  est  équivalent  au  système  des  deux  équations 
(i)  et  (a),  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

% +  *,*=*,—  *t*t 

attribuant  i  x  une  valeur  quelconque,  nous  les  regarderons 
comme  deux  équations  à  deux  inconnues  y  et  z;  le  déter- 
minant A,  =  ble%  —  ctb%  relatif  à  ces  deux  équations  étant 
différent  de  zéro,  à  chaque  valeur  de  x  correspond  un  sys- 
tème de  valeurs  de  y  et  z.  Le  système  proposé  admet  donc 
une  infinité  de  solutions  ;  il  y  a  indétermination. 

a°  Lorsque  les  neuf  quantités  binômes  A,  B,  C  sont 
nulles  à  la  fois,  on  ne  peut  plus  dire  que  le  système  des 
trois  équations  proposées  est  équivalent  au  système  des 
trois  équations  (1),  (a),  (6),  parce  que,  pour  obtenir  cette 
dernière,  on  a  multiplié  les  termes  des  équations  propo- 


ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  TROK  INCONNUES.   155 

sées  par  des  quantités  nulles  Alf  A„  A8.  Supposons  que 
l'un  au  moins  des  neuf  coefficients  a,  b,  e  des  inconnues- 
dans  les  équations  proposées,  par  exemple  *„  soit  diffé- 
rent de  zéro.  Des  relations 


B2  =  e2at  —  a^cx  =  o 

9 

Bz  =  ciai  —  aici  =  o9 

CË=a9bt — b%ax=o 

9 

C8 =a,  bt  —  £ta,  =  o, 

on  déduit 

3_  a.       '     C«-  a 

9 

a.                       a 

et  les  trois  équations  proposées  sont  de  la  forme 

«■(«t*  +  *.Jf+ M) =««*■» 

Pour  qu'elles  admissent  une  solution,  il  faudrait  que  Ton 
eût 

Si  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  remplies,  il  y  a  impos- 
sibilité. Si  «lies  le  sont,  les  trois  équations  se  réduisent  à 

une  seule 

aix  +  6j/  +  ciz=ki9  I 

qui,  résolue  par  rapport  à  x,  donne 

on  peut  attribuer  à  y  et  à  «  des  râleurs  arbitraires;  à 
chaque  système  de  valeurs  de  y  et  z  correspond  une  va- 
leur déterminée  de  x.  Dans  ce  cas,  le  système  des  équa- 
tions proposées  admet  une  infinité  de  solutions,  et  il  y  a 
indétermination  ;  mais  l'indétermination  se  distingue  de 
celle  que  nous  avons  rencontrée  précédemment;  car  les 
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trois  équations  se  réduisaient  à  deux  ;  ici  elles  se  réduisent 
à  une  seule.  Dans  le  premier  cas,  une  seule  inconnue  était 
arbitraire  ;  maintenant  deux  sont  arbitraires. 

Si  les  neuf  coefficients  a,b,c  des  inconnues  étaient  nuls 
à  la  fois,  il  y  aurait  impossibilité  ou  indétermination  ab- 
solue. 

Exemples. 
i°  Résoudre  le  système  des  trois  équations 

ax-\-  by-\-  cz  =  k, 
a*x  +  b*y  -\-  c*z  =  A*. 

Nous  remarquons  que  ces  équations  se  déduisent  dos 
équations  générales,  quand  on  remplace  dans  celles-ci  les 
indices  1,  a,. 3  par  les  exposants  o,  i,  a.  Il  suffit  donc  de 
faire  la  même  hypothèse  dans  la  formule  («),  ce  qui  donne 

(foi  —  cb*)  +  jfc(6»  —  ç»)  +  k*{c  —  b) 
.    x  —  fa*  ~ cb')  +  a{b*  —  c*)  +  a*{c— b)' 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  contiennent  le  fac- 
teur c  —  *  ;  si  l'on  supprime  ce  facteur,  il  Tient 

_bc  —  k{b  +  c)  +  k*  _(k  —  b)(k  —  c) 
*  —  bc  —  a(b  +  c)  +  a*~(a  —  b)(a  —  cy 

La  permutation  circulaire  des  lettres  a,  b,  c  donne  en- 
suite 

(k-c)(k-a)  (k-a)(k-b) 

*~  (b-.c){b  —  a)'  (c  —  a){c  —  b)' 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  que  nous  avons  trou- 
vés dans  le  chapitre  précédent. 
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i*  Résoudre  les  trois  équations 

x+ a(y  +  *)=*> 

*+«(*  +  lf)=Y- 
Eu  appliquant  la  formule  (a),  on  trouve 

a(i  —  bc)  +  ${ca  —  g)+y(ab  —  g) 

(  i  —  éc)  +  ô  (ca  —  a)  -|-  c  (a  *  —  a) 
ou 

(i— *c)«  +  q(c— 0P  +  q(&— QT 

i  —  6c  —  ca  —  ab-\-  zabc 

Si  dans  les  équations  proposées  on  permute  les  lettres  x, 
y,  x,  les  lettres  a,  b,  c  et  aussi  les  lettres  «,  p,  y,  les  équa- 
tions se  permutent  et  le  système  ne  change  pas.  En  effec- 
tuant ces  permutations  dans  la  formule  précédente,  on 

obtiendra 

(i—ca)ï  +  b(a—i)y  +  b(c-i)*. 

y  î  —  bc  —  ca —  ab-\-2abc 

puis 

J  =  (1  —  aà)y  +  c{b—  i)*  +  ç(a—  i)p 

î  —  bc  —  ca  —  ab  +  zaàc 
y  Résoudre  les  équations 

<*&  +.  b%y  +  *•*  =  *•  » 
*,x  +  a1y  +  *iz  =  AI, 

à*x  +  àty  +  atz  =  kt. 
La  formule  (a)  donne 

x~«1(flA-*^+*.(•.*.-fl.*J+•.(*A-a.*o, 

ou 
Le  système  des  équations  proposées  ne  change  pas, 
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quand  on  permute  circulairement  les  trois  lettres  x,  y,  z 
et  les  trois  indices  1,  a,  5.  De  la  valeur  de  x  on  déduit  par 
cette  permutation 

y  aW%—afi\—atb\—a,b\  +  *bxb%K 

Exeroioea  sur  le  Livre  II. 

Question  I.  Résoudre  le  système  des  trois  équations 

aa?  +  4y — 3z=aa, 

4«— ay +  5«-=i8„ 

6a?  +  7V—  z  =  63. 
.Réponse:  »=3    ,    y=7    ,    «=«4. 

Question  IL  Résoudre  les  trois  équations 

»+!  =  !, 

se 

Z  +  -  =  I. 

4 
Question  III.  Résoudre  les  trois  équations 

?  +  ?  +  ?-a5 

Réponse:  #=ia    9    y=6o    ,    ss6o. 

Qunaiiûrf  IV*  Résoudra  les  quatre  équations 

4»— 3y  +   au=9, 
aa?  +  6z=a8t 
4u—  ay=x4t 
3g  +  4u=a6. 
Béponêê;      «sa    ,    y=3    ,    z=4    »    «=5. 


EXERCICES.  lgç> 

OtnsTiow  V.  Résoudre  les  quatre  équations  -> 

*-^  y+     x—     îi=— a, 

y— as  +  3w—  4^=4, 

z— 3t*  +  6a?— i5y=— 55, 

ti— 4»  +  ioy— aoz  = — 40. 
R<pon*?:       a?=i     ,    y=a    ,    z  =  3    ,    u=4. 
Question  VI.  Résoudre  les  trois  équations 

«4-ay  +  a*z  +  o'=o, 

a  +  Ay  +  ô*z  +  Ô»  =  o, 

a  +  cy  +  c^z  +  c^o. 
Réponse  ; 

z  =  — (a  +  b  +  c), 

y=bc  +  ca  +  ab, 

a?= — aôc. 

Question  VIL  Résoudre  ta  quatre  équations 

x  +  ay  +  a*z  +  a3tf+a4:=o, 
«+6y  +  6tz  +  6,M  +  64  =  o, 
*+ cy  +  cf*+ c8t*-h  c4  =o, 

»  +  <*y+  d'z  +  cFu+  d4  =o> 
JUponse; 

w=— (a  +  6+c  +  d), 
z=aô  +  ac  +  ad  +  ôc  +  ôef-f-cd, 
y  =  —  (abc  +  ôcd  +  cda  +  dao) , 
x=abcd. 

Question  VIII.  Résoudre  les  équations 

a  +  ay  +  6z=a, 
y-f-az-hôa&=p, 

z  +  aa?+&y=rY. 
Question  IX.  Résoudre  les  équations 

x+ay=*9 
y+6z  — p, 

*  +  et— Y, 

Question  X.  Résoudre  les  équations  nkn  inconnues 

»!  +  s«,  +  5o?a  + +na?n    =alf 

a?,  +  àa?3  +  4a:4  + +nxt     =  af, 


• 


ac„  +  sa?!  +  3a?  + +*w?„^t=«Si« 
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Question  XI.  En  alliant  deux  lingots  d'argent  dans  des  rapports 
donnés,  on  a  formé  deux  nouveaux  lingots  dont  les  titres  sont 
connus.  Quels  sont  les  titres  des  deux  premiers  lingots  ? 

En  appelant  a  et  i  —  a  les  poids  des  deux  lingots  qui  entrent 
dans  un  kilogramme  du  premier  alliage,  a'  et  x  —  a'  les  poids  des 
deux  lingots  qui  entrent  dans  un  kilogramme  du  second  alliage, 
b  et  b'  les  titres  des  deux  alliages,  x  et  y  les  titres  des  deux  lingots, 
on  a  les  éauations 

aac  +  (i  —  a)y  =  b, 
a'a;  +  (i— aT)y=V\ 
d'où  Ton  déduit 

(i-tfl6-(i-q)y 

aô'— 6a' 

Question  XII.  Connaissant  la  composition  et  les  prix  de  trois 
mélanges  formés  de  trois  substances  différentes,  trouver  les  prix  de 
ces  trois  substances. 

Question  XIII.  Trois  joueurs  conviennent  que  le  perdant  dou- 
blera l'argent  des  deux  autres.  Ils  perdent  chacun  une  partie,  et  à 
la  un  ils  ont  chacun  la  même  somme  a.  Combien  chacun  avait-il  au 
commencement? 

Réponse:  1T     '     ^T     '     T" 

Question  XIV.  Même  question  étendue  à  un  nombre  quelconque 
n  de  joueurs. 

Réponse:* ^ — '-    ,   ^ p — *-    ,    ■    a.    • 

Question  XV.  On  partage  une  certaine  somme  entre  plusieurs 
personnes  de  la  manière  suivante  :  la  première  prend  une  somme 
a  et  la  n'  partie  de  ce  qui  reste  ;  la  deuxième  une  somme  sa  et  Ja 
n'  partie  de  ce  qui  reste  ;  la  troisième  une  somme  3a  et  la  n*  par- 
tie de  ce  qui  reste,  et  ainsi  de  suite.  Il  se  trouve  à  la  fin  que  la 
somme  d'argent  a  été  partagée  exactement  et  que  toutes  les  parts 
sont  égales.  On  demande  quel  est  le  nombre  des  personnes  et  la 
part  de  chacune. 

Réponse.  Le  nombre  des  personnes  est  n — i;  la  part  de  chacune 
a(n  —  i),  et  la  somme  totale  a[n  —  i)1. 

Question  XVI.  Un  tonneau  contient  a  litres  de  vin.  On  tire  un 
litre  que  Ton  remplace  par  un  litre  d'eau  ;  on  tire  un  second  litre 
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que  l'on  remplace  par  un  litre  d'eau,  et  ainsi  de  suite.  Quelle  quan- 
tité de  vin  contiendra  encore  le  tonneau  après  n  opérations  de  ce 
genre? 

Réponse  :  fl_,  '  ' 

Question  XVII.  Deux  vases  de  capacités  données  contiennent 
chacun  an  mélange  connu  d'eau  et  de  vin.  Quelle  capacité  doivent 
avoir  deux  vases  égaux,  pour  que,  les  remplissant  à  la  fois,  l'un 
dans  l'un  des  vases  donnés,  l'autre  dans  l'autre,  et  versant  dans 
chacun  d'eux  ce  qui  a  été  pris  dans  l'autre,  la  proportion  du  mé- 
lange devienne  la  même  dans  les  deux  vases  ? 

Question  XVIII.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  rectangle 
semblable  à  un  rectangle  donné. 

Question  XIX.  Dans  un  triangle  donné,  inscrire  un  rectangle  dj 
périmètre  donné. 

Question  XX.  Un  groupe  de  n  joueurs  jouent  de  la  manière  sui- 
vante :  le  premier  joue  avec  le  deuxième  et  perd  une  fraction  a  de 
ce  qu'il  a,  le  second  joue  ensuite  avec  le  troisième  et  perd  la 
môme  fraction  a  de  ce  qu'il  a  en  ce  moment,  et  ainsi  de  suite  ;  enfin 
le  dernier  joue  avec  le  premier  et  perd  la  fraction  a  de  ce  qu'il  a. 
A  la  fin  du  jeu,  les  joueurs  ont  la  même  somme  ô.  Quelle  somme 
chacun  avait-il  au  commencement? 

Question  XXI.  Résoudre  les  équations 

x  y  z 


a — «      6— a      c —  a 
X  y  z 


a-p-To-p-Tc-p        ' 

x  y  z 

+  ï-— +  - =  i. 


a  — y      6  —  y      c — ' 


Question  XXII.  Couper  une  sphère  donnée  par  un  plan,  de  ma* 
nière  que  la  surface  de  la  calotte  sphérique  soit  égale  à  la  surface 
latérale  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  pour 
base  le  cercle  déterminé  par  le  plan  sécant. 
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LIVRE  III 


ÉQUATIONS    DU    SECOND    DEGRÉ, 


CHAPITRE  PREMIER 


CARRE    ET    RACINE    CARREE. 


Je  rappelle  d'abord  quelques  principes  qui  ont  déjà  été 
vus  en  arithmétique  et  qui  seront  utiles  par  la  suite. 

130.  Théorème  I.  Le  carré  d'un  binôme  égale  le  carré  du 
premier  terme,  plus  deux  fois  le  produit  du  premier  par  le 
second,  plus  le  carré  du  second. 

Si  Ton  multiplie  le  binôme  a + b  par  lui-même,  on  trouve 

en  effet 

{a  +  b)*  =  a'  +  zab  +  b*. 

Ainsi  le  carré  du  binôme  x  —  3  est 

x*  —  6x  +  p. 

Lo  carré  du  binôme  x  4-  -  est 

a 

4 

131.  Théorème  II.  On  élève  au  carré  le  produit  de  plu- 
sieurs  facteurs  en  élevant  chaque  facteur  séparément  au  carré. 


CARRÉ  HT   RACINE   CARRÉE.  f$3t 

Si  Ton  multiplie  le  produit  abc  par  lui-même,  d'apré» 

la  règle  de  la  multiplication  des  monômes,  on  trouve  ea 
effet 

Corollaire.  On  élève  au  carré  un  monôme  entier,  en  éle- 
vant le  coefficient  au  carré  et  doublant  tout  les  exposants.  Soit, 
par  exemple,  le  monôme  ya*b*c  ;  en  le  multipliant  par  lui- 
même,  on  a 

(7a,*i<:)t=49ae**ci. 

139.  Théorème  III.  Réciproquement,  on  extrait  la  ra- 
cine carrée  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  en  extrayant  la 
racine  carrée  de  chaque  facteur  séparément. 

Soit  le  produit  abc.  Je  dis  que 

)/abc  =  yJa\/b>/c. 
En  effet,  si  Ton  élève  le  second  membre  au  carré,  ce  que 
l'on  fait  en  élevant  chaque  facteur  séparément  au  carré,  on 
reproduit  la  quantité  abc. 

133.  Corollaire  I.  On  extrait  la  racine  carrée  d'un  mo- 
nôme entier  en  extrayant  la  racine  carrée  du  coefficient  et  di- 
visant par  deux  tous  les  exposants.  Je  dis,  par  exemple,  que 

S/bya*bkc%  =  7a*b%c. 

Car,  si  Ton  élève  le  second  membre  au  carré,  on  reproduit 
éW*b>c*. 

Pour  qu'un  monôme  entier  soit  carré  parfait,  c'est-à-dire 
pour  qu'il  existe  un  monôme  entier,  qui,  élevé  au  carré, 
reproduise  le  nombre  proposé,  il  est  nécessaire  que  son 
coefficient  soit  un  nombre  carré  parfait  et  que  tous  ses 
exposants  soient  pairs. 

134.  Corollaire  II.  On  fait  sortir  du  signe  radical  un 
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facteur  carré  parfait,  en  en  prenant  la  racine  carrée.  Soit  l'ex- 
pression   

y/a1*. 

En  extrayant  la  racine  de  chaque  facteur  séparément,  on 

\f^b  —  a\/b. 
Ceci  permet  de  simplifier  les  expressions  irrationnelles, 
ioit  l'expression  irrationnelle 

V/i2a764c3. 
On  remarque  que  la  quantité  placée  sous  le  signe  radical 
peut  être  décomposée  en  deux  facteurs 

iaa7ô4c,  =  4fls^ics  X  Sac, 
dont  le  premier  est  carré  parfait.  Si  Ton  extrait  la  racine 
de  chacun  des  deux  facteurs  séparément,  on  a 

\/jL2a76*c8  =  aa'A'c  \Zac. 
Réciproquement,  on  introduit  un  facteur  sous  le  signe  ra- 
dical en  rélevant  au  carré.  Ainsi 

a\fb  =  \fcFb. 
138.  Théorème  IV.  On  élève  une  fraction  au  camé,  en  éle- 
vant séparément  au  catré  le  numérateur  et  le  dénominateur. 

Car,  si  l'on  multiplie  la  fraction  7  par  elle-même,  on  a 

à 


(a\*—  — 
\b)  ~V 


i36.  Théorème  V.  Réciproquement,  on  extrait  la  racine 
carrée  d'une  fraction  en  extrayant  séparément  la  racine  du 
numérateur  et  celle  du  dénominateur. 

Ainsi  V^==_P- 

a      \/b 
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Car,  si  Ton  élève  le  second  membre  au  carré,  on  reproduit 

la  fraction  T  • 
o 

Transformation  des  expressions  irrationnelles. 

137.  On  simplifie  le  calcul  des  expressions  irrationnelles 
en  transformant  ces  expressions  de  manière  à  rendre  le 
dénominateur  rationnel.  Voici  quelques  exemples  de  sem- 
blables transformations  qui  sont  fréquemment  usitées  en 
algèbre  : 

3 

i°  En  multipliant  les  deux  termes  de  la'  fraction  — r= 

par  v/5",  on  a 

3        3v/5 

*•  Soit  l'expression 

m 


^a-\-)fb 

Si  Ton  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  par 
yfï—yjb,  le  dénominateur,  étant  le  produit  de  la  somme 
de  deux  quantités  par  leur  différence,  est  égal  à  la  diffé- 
rence a — b  de  leurs  carrés,  et  devient  rationnel.  On  a  donc 

m       =  m(y/â-/6) 

\/â+\/T>  a~b 

On  a  de  même 

en  multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  la 
somme  fâ  +  ^b. 
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Exemple: 

—7= — T7=— 9/35  +  3/14. 

a/5  —  3/a  a 

On  a  multiplié  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  la 

somme  a/5  +  3/a,  ce  qui  rend  le  dénominateur  égal  à 
la  différence  des  carrés,  4X5  —  g  x  a  =  ao  — 18=*.  On 
a  supprimé  le  facteur  a  commun  au  numérateur  et  au  dé- 
nominateur, puis  on  a  multiplié  a/5  +  3/â  par  V7,  ce  qui 

donne  2/35+3/Ï4;  <»r  »^X/7=/5"X7=/55,  et  de 

même  /a~X  /7~=/a  X  7  =  /Î4- 
3#  Soit  l'expression 


m 


/â+/ô  +  /ë 

Si  l'on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  la 

différence  (/«+/&) — tfc,  en  considérant  /<î+/ï  comme 
ne  formant  qu'un  seul  terme,  on  a 

m  »i(/a+/Â— /c)     wi(/a+/î  —  /c) 

/â+/â+/c       (/i+/é)*  — c       o+é— c+a/ôÂ 

Cette  dernière  expression  me  renferme  plus  qu'un  seul 
terme  irrationnel  à  son  dénominateur.  On  considérera 
a+é — e  comme  ne  formant  qu'un  terme  et  Ton  multi- 
pliera par  la  différence  {«  +  *  — c)  — a/aî;  l'expression 
devient  ainsi 

m(y/â  +  ï/»  — /^)(«+i  —  c  —  at/ôÂ). 
(a+ *_*)»—  4**  ; 

le  dénominateur  est  rationnel. 
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CHAPITRE   II 


RESOLUTION  DBS  EQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ. 


Résolution  de  F  équation  ar*  =  A. 

i38.  Toute  équation  du  second  degré  à  nue  inconnue 
peut  être  mise  sous  la  forme 

ax*-{-bx-\-c=oy 

dans  laquelle  x  désigne  l'inconnue,  et  les  lettres  a,  ô,  c  des 
quantités  connues.  Elle  contient  trois  termes,  un  du  second 
degré  ax*,  un  du  premier  degré  bx,  et  un  terme  connu  c. 
Considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation  ne  renferme  pas 
de  terme  du  premier  degré.  Soit,  par  exemple,  l'équation 

x%  =  a5. 

Il  faut  trouver  une  quantité  qui,  élevée  au  carré,  donne  25. 
Or  le  nombre  5,  élevé  au  carré,  donne  a5  ;  que  l'on  affecte 
ce  nombre  5  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  son  carré  sera 
toujours  égal  à  aS  ;  car  on  sait  que  le  carré  d'une  quantité 
négative  est  positif.  Ainsi  l'équation  admet  les  deux  solu- 
tions -f-  5  et  —  5,  ce  qu'on  écrit 

r  =  ±:5, 

{lisez  x  égale  plus  ou  moins  5).  L'équation  n'admet  aucune 
autre  solution  ;  car  le  nombre  5  est  le  seul  nombre  dont  le 
carré  égale  *5. 
En  général,  soit  l'équation 

*»  =  A, 
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dans  laquelle  A  représente  une  quantité  positive  donnée. 
Désignons  par  /Â  le  nombre,  commensurable  ou  incom- 
mensurable, dont  le  carré  est  A;  ce  nombre,  affecté  du 
signe  +  ou  du  signe  —  ,  aura  toujours  son  carré  égal  à  A; 
ainsi  l'équation  proposée  admet  deux  solutions  égales  et 
de  signes  contraires  +\/Â  et  —  V^A,  ce  qu'on  écrit 

Ces  solutions  s'appellent  aussi  les  racines  de  l'équation, 
parce  qu'on  les  obtient  au  moyen  de  l'extraction  d'une  ra- 
cine carrée.  Mais  cette  dénomination  a  été  étendue  aux  so- 
lutions des  équations  de  tous  les  degrés. 

Résolution  de  P  équation  x*  -\-px-\~q=o. 

139.  Considérons  maintenant  l'équation  générale  du  se- 
cond degré 

ax*-\-bx  -}-c  =  o. 

Si  nous  divisons  tous  les  termes  par  le  coefficient  a,  cette 
équation  devient 

x*  +  -  x  +  -  =  o , 
a        a 

ou 

x*-]-px-)-q  =  o, 

en  représentant  pour  abréger  par  les  lettres  p  et  q  les 

quantités  connues  -  et  -  • 

a      a 

Afin  de  mieux  faire  comprendre  la  méthode,  nous  l'expli- 
querons d'abord  sur  un  exemple.  Soit  l'équation 

x1  —  î^x  -f-  4°  =  °- 
Si  l'on  fait  passer  dans  le  second  membre  le  terme  connu, 
cette  équation  devient 

x*  — 14#  = — 4°- 


r. .. 
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Les  deux  termes  x* — i$x  peuvent  être  considérés  comme 
les  deux  premiers  termes  du  carré  du  binôme  x — 7  ;  et,  en 
effet,  le  carré  de  ce  binôme  est  x*  —  14X-J-49;  pour  com- 
pléter le  carré,  ajoutons  49  aux  deux  membres  de  l'équa- 
tion, nous  aurons 

,     x%  —  i4*-f  49  =  49— 40=9, 
ou 

(a?  — 7)»  =  9, 

en  remplaçant  le  premier  membre  par  l'expression  équiva- 
lente (x — 7)*.  Cette  dernière  équation  est  évidemment 
équivalente  à  l'équation  proposée. 

La  quantité  inconnue  x — 7  doit  avoir  une  valeur  telle 
que  son  carré  soit  égal  à  9  ;  or  le  nombre  3,  affecté  du  si- 
gne-}- ou  du  signe  — ,  a  son  carré  égal  à  9,  et  c'est  le  seul 
nombre  dont  le  carré  soit  égal  à  9  ;  on  doit  donc  avoir 

x  —  7  =  ±3, 
d'où 

x  =  7±3. 

Ainsi  l'équation  proposée  admet  les  deux  solutions 

x=7-|-3=  10, 
x=y  —  3=  4« 
On  peut  vérifier  que  chacun  des  nombres  10  et  4,  mis  à  la 
place  de  x,  satisfait  à  l'équation 

x%  — 14#  -f-  40  =  o, 
c  est-à-dire  annule  le  premier  membre. 

140.  La  méthode  précédente  s'applique  sans  difficulté  à 
1  équation  générale 

(1)  sf+/Me-f  q  =  o. 

Si  l'on  fait  passer  le  terme  connu  dans  le  second  membre, 

cette  équation  devient 

x1  -j-  px  =  —  q. 
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Les  deux  termes  x*  -f/wc  sont  les  deux  premiers  termes  du 

carré  du  binôme  #  +  -;  et  en  effet,  si  Ton  forme  le  carré 

a 

de  ce  binôme  d'après  la  loi  connue,  on  a 

pi 
Si,  pour  compléter  le  carré,  on  ajoute  y  aux  deux  mem- 
bres, l'équation  devient 

11        i  P*     P* 
*ê  +  P*  +  j  =  j  —  9> 

et  peut  être  mise  sous  la  forme 

Nous  supposons  que  la  quantité  connue  y —y  est  positive. 
L'équation  étant  mise  sous  cette  dernière  forme,  on  voit 
que  la  quantité  inconnue  #  +  -  doit  avoir  une  valeur  telle 

que  son  carré  soit  égal  à  la  quantité  connue  - —  q  ;  or,  si 

nous  désignons  par  y  7 —  2  1*  racine  carrée  arithmétique 

P* 
du  nombre  positif  y — y,  c'est-à-dire  le  nombre  positif, 

commensurable  ou  incommensurable,  dont  le  carré  est 

P*  p 

j — y,  la  quantité   inconnue  ar-j-^-  doit  être  égale  au 

nombre  y  j»  —  q,  affecté  du  signe  +  ou  du  signe  — .  On 

aura  donc  «  +  -=±y  - — q, 

a  4 
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« 

d'où  Ton  déduit 

Telle  est  la  formule  générale  dont  on  se  sert  pour  ré- 
soudre les  équations  du  second  degré  ;  elle  donne  deux  solu- 
tions, Tune  fournie  par  le  signe  +  placé  devant  le  radical, 
Vautre  par  le  signe  — .  Il  est  bon  de  se  la  rappeler  par 
cœur  ;  on  l'énonce  ainsi  :  les  deux  racines  d'une  équation  du 
second  degré,  mise  sous  la  forme 

égalent  la  moitié  du  coefficient  du  terme  du  premier  degré 
changé  de  signe,  plus  ou  moins  la  racine  carrée  du  résultat 
que  Von  obtient  en  retranchant  du  carré  de  cette  moitié  le  terme 
connu. 

141.  Appliquons  cette  formule  à  quelques  exemples  : 
i°  Résoudre  l'équation 

x*-\-6x  +  &=*u 
La  formule  donne 

x=  —  3±V/9lr8  =  —  3±V^  =  —  3±i. 
L'équation  admet  les  deux  solutions 

20  Résoudre  l'équation 

x*  —  yx-\~\o  =  o. 
La  formule  donne 


x=Z±V^_l0=Z±V^=5!±!. 

a       *   4  aT4aa 

L'équation  admet  les  deux  solutions 

X  ^—    %}  y  X   "        "    !•• 
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3°  Résoudre  l'équation 

x*  -{-fa — 12  =  0. 
La  formule  donne 

x  = — a±v^4+ia  =  — a±^i6  = —  a  ±4. 

L'équation  admet  les  deux  solutions 

#=  +  *    ,    x  = — 6. 

4*  Résoudre  l'équation 

x*  —  5x —  4  =  0. 
La  formule  donne 


a       T4  a       T4       aa 

L'équation  admet  les  deux  solutions 

#=4    i    #  =  —  i. 

Racines  égales. 

142.  Dans  ce  qui  précède,  après  avoir  mis  l'équation  du 
second  degré  sous  la  forme 

(•+9"-ï-* 

nous  avons  supposé  que  le  second  membre  est  une  quantité 
positive,  et  nous  en  avons  déduit  la  formule 

— S*v^7 

qui  nous  donne  les  deux  racines,  ou  les  deux  solutions  de 
l'équation. 

Lorsque  la  quantité  -f —  q  est  nulle,  l'équation  devient 
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Le  premier  membre  est  un  carré  parfait.  La  quantité  in- 
connue x4- -,  devant  avoir  son  carré  nul,  doit  être  nulle 

2 

elle-même  ;  ainsi  Ton  a 


d'où 


*  +  ?  =  o, 


P 
x= — - 

a 


L'équation  n'admet  plus  qu'une  seule  solution  x= — -• 

Cependant  on  a  coutume  de  dire  que,  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion admet  deux  racines  égales.  En  voici  la  raison  :  suppo- 

sons  que  la  quantité  - —  q  soit  positive  et  très-petite  ;  les 

deux  racines,  données  par  la  formule  générale,  différeront 

très-peu  de  — -,  l'une  en  plus,  l'autre  en  moins,  et  par 

conséquent  différeront  très-peu  Tune  de  l'autre.  Plus  la 

,  P* 
quantité^ — q  sera  petito,  plus  les  deux  racines  se  rap- 
procheront l'une  de  l'autre  ;  et  enfin,  à  la  limite,  quand  la 

*  P% 
quantité  £ —  q  sera  nulle,  les  deux  racines  deviendront 

4 
égales  entre  elles. 

Racines  imaginaires. 

143.  Les  carrés  des  quantités,  soit  positives,  soit  néga- 
tives, étant  toujours  positifs,  il  s'ensuit  que  les  quantités 
négatives  n'ont  pas  de  racines  carrées.  Ainsi,  lorsqu'en  ré- 
,  solvant  une  équation  du  second  degré,  on  est  amené  à  ex- 
traire la  racine  carrée  d'une  quantité  négative,  il  y  a  évi- 
demment impossibilité  de  satisfaire  à  l'équation  ;  dans  ce 
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cas,  les  formules  donnent  des  valeurs  fictives  qui  ont  été 
introduites  dans  l'analyse  mathématique  sous  le  nom  de 
quantités  imaginaire*. 
Considérons  d'abord  l'équation 

Quand  la  quantité  A  est  positive,  l'équation  admet  les  deux 
solutions 

x=±V/Â. 
Mais  quand  la  quantité  A  est  négative,  comme  il  n'existe 
aucun  nombre,  soit  positif,  soit  négatif,  dont  le  carré  égale 
A,  il  y  a  impossibilité  de  satisfaire  à  l'équation.  Cependant 
la  formule  donne  des  valeurs  imaginaires  qui  satisfont  à 
l'équation,  si  l'on  convient  de  regarder  le  symbole  ^k 
comme  ayant  toujours  son  carré  égal  à  A,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  A,  positive  ou  négative. 
Ainsi  on.  dira  que  l'équation 


x*  =  —  i 


admet  les  deux  solutions  imaginaires 

On  représente  ordinairement  par  la  lettre  t  le  symbole 
yf — i,  et  l'on  introduit  la  lettre  t  dans  les  calculs,  comme 
si  elle  représentait  une  quantité  réelle,  en  convenant  que 
son  carré  i*  égale  —  i . 

Toutes  les  valeurs  imaginaires  peuvent  être  exprimées 
au  moyen  du  symbole  \f^\,  ou  de  la  lettre  t.  Par  exemple, 
l'équation 

#*=  —  g 

admet  les  deux  solutions  imaginaires 
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Si  Ton  observe  que  —9=9  X  (—1)  et  si  l'on  applique  le  théo- 
rème ordinaire  sur  la  racine  d'un  produit  (n°  i3a),  on  écrira 

V/:Z9  =  V/9  X  t/~=3i, 
d  ou 

x  =  ±5î. 
Considérons  maintenant  l'équation 

x*  —  6x  + 13  =  o, 
qui  se  met  sous  la  forme 

(*_5)i:=-4. 

Un  carré  ne  pouvant  être  égal  à  la  quantité  négative  —  4t 
il  est  impossible  de  satisfaire  à  l'équation  par  des  valeurs 
réelles.  Mais,  en  extrayant  la  racine,  on  est  conduit  aux 
valeurs  imaginaires 

ou 

a?  =  3±^— 4; 

en  observant  que  /—  4  =  ^4  X  /^ï  =  ai',  on  les  écrira 

144.  Il  en  est  de  même  de  l'équation  générale 

xl  -\-px~\-q=o, 

toutes  les  fois  que  la  quantité  - —  q  est  négative.  Car, 

cette  équation  étant  mise  sous  la  forme 

(■+ÎK-* 

on  voit  qu'il  y  a  impossibilité  d'y  satisfaire  par  des  valeurs 
réelles;  mais  on  obtient  les  valeurs  imaginaires 

qui  satisfont  à  l'équation,  en  convenant,  comme  nous  l'a- 
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vons  dit  déjà,  que  le  carré  du  symbole  y  - — q  égale 

£ q  dans  tous  les  cas.  Il  en  résulte  pour  x  les  deux  va- 

4 

leurs  imaginaires  

OU  

a       T  4 

On  ramène  ainsi  ces  deux  valeurs  à  la  forme  a  ±  Ai,  en 

représentant  par  a  et  b  les  deux  quantités  réelles  — -et 


\J~  pt 


Ainsi  les  quantités  imaginaires  sont  des  expressions  de 

la  forme 

a  +  bi, 

dans  laquelle  les  lettres  a  et  à  représentent  des  quantités 
réelles  quelconques  (par  opposition,  on  dit  que  les  quan- 
tités ordinaires,  positives  ou  négatives,  sont  réelles).  On  a 
étendu  aux  quantités  imaginaires  les  règles  ordinaires  du 
calcul  algébrique,  comme  si  la  lettre  t  désignait  une  quan- 
tité réelle,  en  convenant  de  remplacer  dans  les  résultats 
t1  par —  i. 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  que  l'équation  du 
second  degré  x%  +  px  -f-  q = o, 

présente  trois  cas  principaux  : 

i°  Lorsque  la  quantité^ — q  est  positive,  l'équation  a  ses 

deux  racines  réelles  et  inégales. 
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a°  Lorsque  la  quantité q  est  nulle,  l'équation  a  ses 

deux  racines  égales.  Ces  deux  racines  égales  sont  toujours 
réelles;  car,  dans  ce  cas,  le  radical  est  nul. 

3°  Lorsque  la  quantité  -f —  q  est  négative,  l'équation  a 

ses  deux  racines  imaginaires. 

Résolution  de  (équation  ax%  -}-  bx  +  c  =  o. 

145.  Nous  avons  ramené  l'équation  générale  du  second 

degré 

(3)  ax%-\-bx-\-c  =  o 

à  la  forme 

en  divisant  tous  ses  termes  par  le  premier  coefficient  a,  et 

b  e 

posant  p=-     ,     q=a' 

Résolvant  cette  dernière,  nous  avons  trouvé  la  formule 

Si,  dans  cette  formule,  nous  remplaçons  les  lettres  petq 

b      c 
par  leurs  valeurs  -  et  - ,  elle  devient 
r  a     a 

aa     *  4Û*     a        2a  4flt  aa  aa 

Nous  avons  réduit  au  même  dénominateur  4af  les  deux 

termes  placés  sous  le  radical,  et  nous  avons  extrait  la  ra- 
cine de  ce  dénominateur,  carré  parfait*  Nous  obtenons 

ainsi  la  formule  

—  b±Vbt—tiae 
(4)  *= -±-, 

qui  est  souvent  usitée  dans  la  pratique. 

12 
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Elle  présente  les  mêmes  cas  principaux  que  la  formule 
primitive  :  i°  quand  i*  —  4fl^>  o,  les  deux  racines  sont 
réelles  -et  inégales;  a*  quand  4*  — 4ot= o,  les  deux  racines 
sont  égales  ;  3°  quand  #*— 4*r  o,  les  racines  sont  imagi- 
naires. 

146.  Remarque.  Il  arrive  souvent  que  le  coefficient  * 
contient  le  facteur  a.  Dans  ce  cas,  la  formule  peut  être  un 
peu  simplifiée,  ce  qui  la  read  plus  commode  dans  les  ap- 
plications. Posons  b  =  aé',  la  formule  devient 

—  a*'  ±  y/4*"  —  bac      —2b'±2\/b't  —  ac 

0?=  = 9 

aa  aa 

et  si  Ton  divise  par  a  le  numérateur  et  le  dénominateur, 

:         ■  —  6'  =1=  /*'•  —  ac 

(5)  ar= 

a 

Soit,  par  exemple,  Téquation 

3X1  —  i4#+i3  =  o. 

Le  second  coefficient  étant  un  nombre  pair,  on  emploiera 
la  dernière  formule,  et  Ton  écrira 

7ifcv/49  — 39     *±*/ïô 
*= 3 =  —3 

Décomposition  du  trinôme  du  $econd  degré  en  facteurs  du 

premier  degré. 

147.  Soit  le  trinôme 

dans  lequel  nous  supposerons  que  la  lettre  x  désigne  «ne 

grandeur  quelconque  et  tout  à  fait  arbitraire.  Si  nous  ajou- 

.,* 
tons  et  si  nous  retranchons  ~- ,  la  valeur  du  trinôme  ne 
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change  pas,  et  l'égalité 

est  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  La  première  pa- 
renthèse est  le  carré  du  binôme  «  +  -;  la  seconde  peut 


a 


être  copsidéree  comme  le  carré  de  y  - —  q,  Oo  a  doue 

*,+j»+f=(*+î),-(y/£-*)- 

Le  second  membre,  qui  est  la  différence  des  carrés  de 
deux  quantités,  est  égal  au  produit  de  la  somme  de  ces 
deux  quantités  par  leur  différence,  et  se  décompose  ainsi  en 
deux  facteurs  du  premier  degré, 

Si  Vm  p<*e  

les  deux  parenthèses  deviennent  x — x\  x—af9  et  le  trinôme 
se  met  sous  la  forme 

[x —  x')(x  —  xT). 
On  peut  annuler  ce  produit  de  deux  manières,  soit  en 
donnant  à  x  la  valeur  x\  qui  annule  le  premier  facteur, 
soit  en  donnant  à  x  la  valeur  af,  qui  annule  le  second  fac- 
teur; on  retrouve  ainsi  par  une  autre  méthode  les  deux 
racines  af  et  cf  de  Téquation  du  second  degré 

*?+px-{'q  =  6. 
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Cette  décomposition  du  trinôme  en  deux  facteurs  du 
premier  degré  subsiste  dans  tous  les  cas,  que  les  racines 
soient  réelles  ou  imaginaires. 

Applications.  Considérons,  par  exemple,  le  trinôme 

x* —  7*  +  10. 
Les  deux  racines  du  trinôme,  c'est-à-dire  de  l'équation  que 
Ton  obtient  en  égalant  ce  trinôme  à  zéro,  sont  x'  =  a, 
af  =  5  ;  on  a  donc 

x*  —  yx  +  io  =  (x  —  a)  (x  —  5). 

Cette  égalité  est  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
Soit  encore  le  trinôme 

a?*  +  4# — ta. 

Les  deux  racines  du  trinôme  sont  x'=— 6,  af=*.  On  a  donc 
identiquement,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 

x%  +  4# —  ia  =  (a?  +  6)(x —  a). 

148.  La  forme  la  plus  générale  du  polynôme  entier  du 
second  degré  est 

ax*  +  bx  -f-  c. 

Si  l'on  met  le  coefficient  a  en  facteur,  et  si  l'on  appelle  p  et  ; 
les  quotients  -  et  -,  ce  polynôme  s'écrit 

ax*-\-bx-\-c  =  a(x*'\-px-\-q). 

Le  polynôme  entre  parenthèses  se  décomposant  en  deux 
facteurs  x—oi  et  #— af9  on  a  l'égalité 

ax*-\-bx-{-c=a(x— ot)(x—(if), 

quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
Les  lettres  9!  et  af  désignent  les  deux  racines  de  l'équation 

x*-\-px-\-q=o9 
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on,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  l'équation 

ax*  ~\-bx-\-c=o. 

Relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  de  ?  équation  du 

second  degré. 

149.  En  appelant  x'  et  x*  les  deux  racines  de  l'équation 

x*-\-px-\-q  =  o, 
nous  avons  vu  que  le  trinôme 

x*+px  +  q 

peut  être  décomposé  en  deux  facteurs  du  premier  degré 

{x— x'){x  —  xT). 
Si  l'on  effectue  la  multiplication  indiquée  par  les  paren- 
thèses, on  reproduira  évidemment  le  polynôme  proposé.  Le 
produit  des  deux  facteurs  est 

x*  —  (x'  +  ofïx  +  xfaf. 
Pour  que  ce  polynôme  soit  le  même  que  le  polynôme 

x%  -\-px  +  ?> 
il  faut  que  les  coefficients  soient  les  mêmes  de  part  et 

d'autre.  On  a  donc 

x?  -f-a?"  =  — p9 

x'of  =  q. 

Telles  sont  les  deux  relations  fondamentales  qui  existent 
entre  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  et  les  coeffi- 
cients de  l'équation  ;  nous  nous  en  servirons  fréquemment. 
On  les  énonce  ainsi  :  L'équation  du  second  degré  étant  ramenée 

à  la  forme 

x*-{-px-\-q  =  o9 

i°  la  somme  algébrique  des  deux  racines  est  égale  au  coefficient 
de  x  changé  de  signe  ;  a°  leur  produit  est  égal  au  terme  connu. 

180.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  quantités  af 
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et  #",  dont  on  connaît  la  somme  a  et  le  produit  0,  sont  les 

racines  de  l'équation  du  second  degré 

x* —  ax-{-b  =  o. 

Par  exemple,  si  la  somme  est  8  et  le  produit  i5,  les  deux 

nombres  cherchés  sont  les  racines  de  l'équation  du  second 

degré 

x*  —  8x-}-  i5  =  o, 

savoir  x'  =  $    ,    a?*  =  5. 

On  peut  trouver  de  la  même  manière  deux  quantités, 
connaissant  leur  différence  a  et  leur  produit  b.  Si  Ton  dé- 
signe par  z?  et  —  af  ces  deux  quantités,  on  a,  en  effet, 

af-\-af=a    ,    afa?  =  —  b, 
et  la  question  est  ramenée  à  la  précédente  ;  les  deux  quan- 
tités afetsf  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

xl  —  oar-^ô^o. 
Par  exemple,  si  la  différence  est  a  et  le  produit  1 5,  on  a  à 
résoudre  l'équation  du  second  degré 

#*— »»*—  i5-=o, 
dont  les  racines  sont  de'  =5>  #*=— 3;  les  deux  nombre* 
cherchés  sont  5  et  3. 

itti.  Remarques,  i*  Lorsque,  dans  l'équation  du  second 

degré 

x%-\-px-\-q-^o9 

le  terme  connu  f  est  négatif,  les  racines  sont  toujours 

réelles  et  inégales  ;  car,  dans  ce  cas,  la  quantité  Ç  —  g  est 

essentiellement  positive.  En  outre,  ces  deux  racines  soat 
de  signes  contraires,  puisque  leur  produit  est  négatif. 
Ainsi  on  peut  dire  à  priori  que  l'équation 

a  ses  deux  racines  réelles  et  de  signes  contraires.  La  somme 
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des  deux  racines  étant  égale  à— 4,  la  pli»  grande  en  va- 
leur absolue  est  la  racine  négative.  Ces  deux  racines  sont 
—  6  et  +  2,  dont  la  somme  est  bien  égale  à  —  4  et  le  pro- 
duit à  —  13. 

20  Lorsque  le  terme  connu  est  positif,  pour  savoir  si  les 
racines  sont  réelles»  il  est  nécessaire  d'examiner  le  signe 

de  la  quantité  y  —  q.  Quand  cette  quantité  est  positive, 

les  deux  racines  sont  réelles  et  de  même  signe,  puisque 
leur  produit  est  positif.  La  somme  des  deux  racines  étant 
égale  à  — p,  ce  signe  commun  est  contraire  à  celui  de  p. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

#*  —  yx  -|-  10  =  0. 

La  quantité  -^ —  *<>  étant  positive,  les  racines  sont  réelles. 

Leur  produit  étant  positif,  elles  ont  même  signe.  Leur 
somme  étant  égale  à  +  7,  elles  sont  positives.  Ces  deux 
racines  sont  +  a  et  +  5,  dont  la  somme  est  +  7  et  le  pro- 
duit +  10. 
Soit  encore  l'équation 

ar*-f  6ar-f  8  =  0. 
La  quantité  9  —  8  étant  positive,  les  racines  sont  réelles. 
Le  produit  étant  positif,  elles  ont  même  signe.  Leur  somme 
étant  égale  à  —  6,  elles  sont  toutes  deux  négatives.  Ces 
deux  racines  sont  —  4  et  —  a. 

3°  Lorsque  le  terme  connu  est  très-petit  en  valeur  absolue, 
le  produit  des  deux  racines  étant  très-petit,  Tune  d'elles  a  né- 
cessairement une  valeur  numérique  très-petite.  Si  le  terme 
eomn  tend  vers  itiro,  cette  racine  très-petite  tendra  aussi 
rerszéro.  La  somme  des  deux  racines  étant  égale  à  —  p  et 
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Tune  d'elles  étant  nulle,  l'autre  est  égale  à  —  p.  Au  reste, 
dans  ce  cas,  la  résolution  est  facile,  car  l'équation  se  réduit  i 

x*-\-px=o9 

et  se  met  sous  la  forme 

x{x-\-p)  =  o. 

On  peut  annuler  ce  produit  de  deux  manières,  en  faisant, 
soit  x  =  o,  soit  x  = — p. 

Exemples. 

182.  Question  I.  Résoudre  les  deux  équations 

(i)  y  +  2a?=5, 

(a)  ay*  —  Sx*  +  îox  =  a5. 

Si  de  la  première  équation  on  tire  la  valeur  de  y, 

(3)  y  =  5  —  ax, 

et  qu'on  la  substitue  dans  la  seconde,  on  arrive  à  l'équation 
du  second  degré 

(4)  **  — 6x  +  5  =  o. 

Le  système  des  deux  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  deux  équations  (3)  et  (4)  (n°88).  De  cette 
dernière  on  déduit  les  deux  valeurs  x=  i,  a?= 5.  En  por- 
tant successivement  chacune  de  ces  deux  valeurs  dans  l'é- 
quation (3),  on  obtient  les  deux  valeurs  correspondantes  de 
y,  savoir  :  y  =  3  et  y  =  5.  Ainsi  les  deux  équations  propo- 
sées admettent  les  deux  solutions 

iro  solution  :      x  =  i     ,    y  =  3, 
af  solution  :      x=5    ,    y  =  —  5, 

En  général,  la  résolution  de  deux  équations  i  deux  in- 
connues, l'une  du  premier  degré,  l'autre  du  second  degré 
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se  ramène  à  la  résolution  d'une  équation  du  second  degré 
à  une  inconnue. 

153.  Question  IL  Trouver  deux  nombres,  sachant  que 
la  somme  de  leurs  carrés  est  égale  à  65,  et  leur  produit  à  a8. 
On  a  les  deux  équations 

(i)  **  +  y«=65, 

(a)  xy  =  a8. 

Si  on  les  ajoute  ou  si  on  les  retranche  membre  à  membre, 
après  avoir  multiplié  par  a  les  deux  membres  de  la  seconde, 
on  obtient  les  deux  équations 

(3)  fft+yl  +  a3y=iai> 

(4)  x*  +  y*  —  axy  =     g. 

En  ajoutant  ou  retranchant  membre  à  membre  ces  deux 
dernières  équations,  on  retrouve  les  premières  ;  on  en  con- 
clut que  le  système  des  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  équations  (3)  et  (4).  Mais  ces  équations 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

(x+y)*  =  i*i, 

(x  —  y)*=    g» 
ou 

(5)  x  +  y  =  ±uf 

(6)  x  —  y  =  ±  3. 

On  connaît  ainsi  la  somme  et  la  différence  des  deux  incon- 
nues; on  en  déduit 

±  u±3  zbnrr3 

(?)        *= — - —    ,    y= — -  — 

Les  deux  équations  proposées  admettent  donc  les  quatre 
solutions 

x  =  7    >    y=4»       ,^  (  x=—  7    ,    y  =  —  4t 

4   ,   y=—7* 


»i:^:;-î  «i:-= 
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Les  deux  équations  proposées  sont  symétrique*  par  rapport 
aux  deux  inconnues,  c'est-à-dire  ne  changent  pas  quand 
on  permute  les  lettres  x  et  y  ;  ainsi  à  toute  solution  x  =  a, 
y  =  b  doit  correspondre  la  solution  y = a,  x  =  b  \  mais  ces 
deux  solutions  des  équations  ne  constituent  en  réalitéqu'une 
solution  du  problème.  D'après  cela,  nous  dirons  que  le  pro- 
blème admet  deux  solutions  ;  les  nombres  cherchés  sont  7  et 
4,  ou  —  7  et  —  4- 

154.  Question  III.  Partager  une  droite  donnée  en  moyenne 
et  extrême  raison. 

On  sait  que  partager  une  droite  AB  en  moyenne  et 
extrême  raison,  c'est  partager  cette  droite  en  deux  par- 
ties AM  et  BM,  telles  que  la  plus  grande  AM  soit  moyenne 
proportionnelle  entre  la  ligne  entière  AB  et  la  plus  pe- 
tite BAL 


Si  donc  on  appelle  a  la  longueur  de  la  droite  AB,  et  x 
celle  de  la  plus  grande  partie  AM,  la  longueur  de  l'autre 
partie  sera  a  —  x,  et  l'on  aura  l'équation  du  second  degré 

(1)  x*  =  a{a  — x), 

ou 

(a)  x*-\-ax  —  a1  =  0. 

On  en  déduit 


2       *  4 
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L'une  des  racines 


(3)      *<=_£+v^=2(^-i) 

est  positive  et  moindre  que  a  (car  t/5  étant  plus  petit 

que  3,  V^  —  *  est  plus  petit  que  a).  Elle  répond  direc- 
tement à  la  question  proposée  et  donne  la  plus  grande 
partie  AM  de  la  droite  AB  partagée  en  moyenne  et  extrême 
raison.  Il  est  aisé  de  déduire  de  cette  formule  la  construc- 
tion géométrique  connue.  Si  au  point  B  on  élève  une  per- 
pendiculaire BC  égale  à  la  moitié  de  AB,  l'hypoténuse  AC 

géra  égale  à  yal+-.  Si,  du  point  C  comme  centre, 
avec  CB  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  la  longueur  AD 

sera  égale  à  AC  —  CD ,  c'est-à-dire  à  y  a*  -f- ;  ce 


sera  précisément  la  racine  x\  11  suffit  maintenant  de 
prendre  sur  AB  une  longueur  AM  égale  à  AD. 
L'autre  racine 

(4)  ^=-H_v/î+r«=-^+.) 

est  négative  et  ne  répond  pas  à  la  question.  Cependant  il 
est  facile  de  lui  donner  une  interprétation  géométrique.  Il 
suffit  pour  cela  de  généraliser  l'énoncé  du  problème  de  la 
manière  suivante  :  Sur  ta  droite  indéfinie  AB  trouver  un 
point  M  tel  que  $n  distance  au  point  A  soit  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  longueur  AB  et  sa  distance  au  point  B.  La  ques- 
tion ainsi  posée  admet  deux  «tintions  (*)  ;  car,  outre  le 

O  Géométrie  litre  Ht. 
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point  M  que  nous  venons  de  déterminer,  il  existe  à  gauche 
de  A  un  point  M' tel  que  la  distance  M'A  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  AB  et  M'3-  Si  Ton  désigne  par  x  la 
quantité  +  AM  ou— AM',  la  distance  MB  ou  M'B  étant 
dans  les  deux  cas  représentée  par  a — x,  l'équation  (i)  con- 
vient aux  deux  cas  de  la  question.  La  racine  positive  af 
donne  le  point  M,  la  racine  négative  a?  le  point  M'. 

On  construira  cette  seconde  solution  comme  la  pre- 
mière; la  longueur  AB,  étant  égale  à  AC  +  CE,  c'est-à- 
dire  à  y  a1  +  y-  -\ — >  est  précisément  la  valeur  absolue 

de  x";  on  prendra  donc  AM'=  AE. 

i88.  Question  IV.  Trouver  la  profondeur  d'un  puits,  en 
y  laissant  tomber  une  pierre,  et  notant  le  temps  qui  s* écoule 
entre  le  moment  où  on  lâche  la  pierre  et  celui  où  Ton  entend  le 
bruit  que  fait  la  pierre  en  arrivant  au  fond  du  puits. 

Appelons  x  la  profondeur  du  puits  et  t  le  temps  que  la 
pierre  met  à  arriver  au  fond  du  puits.  On  sait  que  les  corps 
en  tombant  parcourent  des  espaces  proportionnels  aux  car- 
rés des  temps,  de  sorte  que  l'espace  x  parcouru  par  la 

'  ot*    o 

pierre  en  t  secondes  sera  x  =  — ,  -  représentant  l'espace 

/nx 
parcouru  dans  la  première  seconde;  on  en  déduit  t=\  — • 

D'autre  part,  on  sait  que  le  son  se  propage  uniformément 
avec  une  vitesse  de  34o  mètres  par  seconde,  vitesse  que 
nous  appellerons  v;  ainsi  le  temps  que  met  le  son  à  remon- 

ter  du  fond  du  puits  pour  arriver  à  l'oreille  est  - .  Mais  le 

temps  observé  a  est  égal  au  temps  que  met  la  pierre  à  ar- 
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river  au  fond  du  puits,  plus  celui  que  le  son  emploie  à  re- 
venir jusqu'en  haut.  On  a  donc  l'équation 

v  v  g     v 

X 

Si  l'on  fait  passer  le  terme  -  dans  le  second  membre,  l'é- 
quation devient 


if*X  x 

y — =a • 


M 

'   9  v 

Si  l'on  élève  les  deux  membres  au  carré,  le  radical  disparaît 
et  l'on  obtient  l'équation  du  second  degré 

ou,  en  développant»  et  multipliant  par  v*, 

(4)  x*  —  a»  (  a  +  -  jx  +  û,vi  =  o. 

On  en  déduit 

(5)    *="(a+i)±tV(a+p,-«'. 

ou,  en  simplifiant, 

«     -=«[«+i±v/?(ÏH} 

On  voit  que  les  racines  sont  réelles  ;  elles  sont  positives, 
puisque  leur  somme  et  leur  produit  sont  positifs. 

Il  est  évident  à  priori  que  la  question  proposée  admet 
toujours  une  solution  et  n'en  admet  qu'une;  voici  d'où  pro- 
viennent les  deux  racines  positives.  L'équation  du  problème 
est  l'équation  (1),  ou  l'équation  (a);  or  nous  remarquons 
que  l'équation  (3),  obtenue  par  l'élévation  au  carré,  n'est 
pas  équivalente  à  l'équation  (a);  car,  si  l'on  élève  au  carré 
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les  deux  membres  de  l'équation 

(7)  —  V— =a 1 

on  obtient  la  même  équation  (3).  Ainsi  l'équation  (3)  ad- 
met, non-seulement  les  solutions  de  l'équation  (a),  mais 
encore  celles  de  l'équation  (7).  Il  faut  donc  examiner  quelle 
est  celle  des  racines  trouvées  qui  convient  à  la  question.  La 
première,  celle  qui  est  donnée  parle  signe  -f-  placé  devant 
le  radical,  ayant  une  valeur  plus  grande  que  av,  rend  néga- 

m 

tive  l'expression  a  — ,  et  satisfait,  par  conséquent,  non  à 

l'équation  (2),  mais  à  l'équation  (7)  ;  elle  doit  être  rejetée. 
L'autre  racine 

a  une  valeur  moindre  que  av  ;  car  la  valeur  du  radical  étant 

»     u 

plus  grande  que  -,  la  parenthèse  est  moindre  que  a;  elle 

satisfait  donc  à  l'équation  (2),  c'ett-à-dire  à  l'équation  du 
problème.  Ainsi  la  profondeur  du  puits  est  donnée  par  la 
formule  (8). 

186.  Remarque  I.  Pour  résoudre  la  question  précé- 
dente, nous  avons  élevé  au  carré  les  deux  membres  d'une 
équation  irrationnelle,  ce  qui  nous  a  conduit  à  une  équa- 
tion entière  du  second  degré,  qui  n'est  pas  équivalente  à 
l'équation  proposée. 

Représentons  d'une  manière  générale  par 

(1)  A=B 

une  équ&tum  quelconque.  Si  l'on  élève  les  deux  membre* 
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au  carré,  on  obtient  une  équation 

W  A»=B», 

qui,  outre  les  solutions  de  l'équation  (i),  admet  celle  de 
l'équation 

(3)'  A=  —  B. 

Il  est  clair  que,  si  Tune  ou  l'autre  des  équations  (1)  et  (3) 
est  vérifiée,  l'équation  (a)  l'est  également,  et  que,  récipro- 
quement, si  l'équation  (a)  est  vérifiée,  l'une  ou  l'autre  des 
équations  (1)  et  (3)  est  satisfaite. 
Considérons,  par  exemple,  l'équation 

(4)  x  — i  =  /3x  — 5. 

Si  l'on  élève  les  deux  membres  au  carré,  on  obtient  l'équa- 
tion du  second  degré 

(5)  a? — 5a?  +  6=o, 

qui  admet,  non-seulement  les  racines  de  l'équation  (4), 
mais  encore  ©elles  de  l'équation  conjuguée 

(6)  x—  \=—  v/3x  —  5. 

Les  deux  racines  de  l'équation  (5)  sont  a?=a  et  #=3; 
chacune  d'elles  rend  positif  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (4)  ;  elles  conviennent  donc  toutes  les  deux  à  l'équa- 
tion (4)  et  aucune  d'elles  ne  vérifie  l'équation  (6).  Ici  l'é- 
quation (5)  est  équivalente  à  l'équation  (4). 
De  même,  si  l'on  voulait  résoudre  l'équation 

(7)  j  — «?=/&r — 5, 

qui  est  la  même  que  l'équation  (fi),  on  serait  encore  amené 
à  l'équation  (5);  les  deux  racines,  rendant  négatif  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (7),  conviennent  à  l'équation 
conjuguée  (4)  ;  on  en  conclut  que  l'équation  proposée  (7) 
û  admet  aueum  solution. 
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Considérons  encore  l'équation  irrationnelle 

(8)  x— i  =  t/*f  —  3, 

qui,  par  l'élévation  au  carré,  conduit  à  l'équation  du  pre- 
mier degré 

Cette  valeur  a?=a,  rendant  positif  le  premier  membre, 
convient  à  l'équation  proposée.  L'équation  conjuguée 

(9)  1  —  #=y^8  —  3 
n'admet  aucune  solution. 

157.  Remarque  IL  Considérons  deux  équations 

(0  A  =  B, 

M  C  =  D, 

à  deux  ou  à  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ;  si  l'on 
ajoute  ou  si  l'on  retranche  ces  deux  équations  membre  à 
membre,  après  avoir  élevé  au  carré  les  deux  membres  de 
la  première,  on  forme  une  nouvelle  équation 

A,±C  =  B*±D, 
qui  peut  remplacer  la  seconde,  c'est-à-dire  que  le  système 
des  deux  équations  proposées  est  équivalent  au  système 
des  deux  équations 

(1)  A  =  B, 

(3)  A1±C  =  B,±D. 

En  effet,  si  pour  certaines  valeurs  des  inconnues  les  équa- 
tions (1)  et  (a)  sont  satisfaites,  l'équation  (3)  le  sera  aussi. 

m 

Réciproquement,  si  les  deux  équations  (1)  et  (3)  sont  satis- 
faites, l'équation  (a)  le  sera  £ussi  ;  car,  si  des  quantités 
égales  A*±C,  B*zkD  on  retranche  les  quantités  égales 
A*  et  B1,  on  a  des  restes  égaux  C  et  D. 
On  peut  généraliser  ce  principe  et  l'étendre  à  un  nombre 
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quelconque  d'équations.  Soient,  par  exemple,  trois  équa- 
tions 

A  =  B    ,    C=D    ,    E  =  F, 

à  trois  ou  à  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ;  ou  démon- 
trera comme  précédemment  que  ce  système  est  équivalent 
au  système  des  trois  équations 

A=B  ,  C=D  ,  mA*+nC2+pE=mB*  +  nD*+pF, 
m,  n,  p  étant  des  quantités  finies  et  la  quantité  p  ne  con- 
tenant pas  d'inconnue  et  étant  différente  de  zéro.  L'équa- 
tion nouvelle  remplace  celle  dont  les  deux  membres  n'ont 
pas  été  élevés  au  carré  ;  autrement,  le  nouveau  système 
pourrait  n'être  pas  équivalent  au  premier. 

188.  Question  V.  Trouver  deux  nombres,  connaissant 
leur  somme  8  et  celle  de  leurs  carrés  34. 

On  a  les  deux  équations 

(0  *+y=8, 

(2)  **+y*  =  34. 

Si, -après  avoir  élevé  au  carré  les  deux  membres  de  la  pre- 
mière, on  en  retranche  la  seconde  membre  à  membre,  on 
obtient  l'équation 

(3)  aa?y  =  3o,    ou    xy  =  i5. 

En  vertu  du  théorème  démontré  dans  le  numéro  précé- 
dent, le  système  des  deux  équations  (1)  et  (a)  est  équiva- 
lent au  système  des  deux  équations  (1)  et  (3).  On  connaît 
maintenant  la  somme  et  le  produit  des  deux  inconnues; 
elles  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

(4)  u*—  8u  +  i5  =  o. 
Les  nombres  cherchés  sont  3  et  5. 

189.  Question  VI.  Trouver  les  quatre  termes  d'une 

43 
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proportion,  connaissant  la  somme  des  extrêmes  21,  celle  des 
moyens  19,  et  la  somme  des  carrés  des  quatre  termes  44a. 
En  appelant  x,  y,  z>  t  ces  quatre  nombres,  on  a  les  quatre 
équations 

(l)  X  +  t=2l, 

(2)  y  +  z=ig, 

(3)  s* +y* +  **  +  <* =44a, 

(4)  xt  —  yz=o. 

Si  l'on  élève  au  carré  les  deux  membres  des  équations  (1)  et 
(a),  qu'on  les  ajoute  et  qu'on  retranche  l'équation  (3),  on 
obtient  l'équation 

*xt  -f-  zyz  =  36o , 
ou 

(5)  xt-\-yz  =  180  > 

qui  pourra  remplacer  l'équation  (3).  D'autre  part,  les  deux 

équations  (4)  et  (5)  peuvent  être  remplacées  par  les  deux 

équations 

xt=go    ,    yz  =  go, 

que  Ton  en  déduit  en  les  ajoutant  ou  en  les  retranchant 
membre  à  membre.  Ainsi  le  système  des  quatre  équations 
proposées  est  équivalent  au  système  des  quatre  équations 

,.  +  *=«,  <*  +  *=. 9, 

(  xt=go;  v//    i  y* =90. 

Les  deux  inconnues  x  et  t  sont  données  par  l'équation  du 

second  degré 

u1 — 311*4-90  =  0, 

dont  les  racines  sont  6  et  i5;  les  deux  autres  y  et  z  par 
l'équation  du  second  degré 

u8— 191*4-90  =  0, 

dont  les  racines  sont  9  et  10. 
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160.  Question  VII.  Trouver  les  côtés  d'un  triangle 
rectangle,  connaissant  la  hauteur  h  et  la  différence  a  des 
%côtés  de  l'angle  droit. 

En  appelant  x  et  y  les  côtés  de  l'angle  droit  et  z  l'hypo- 
ténuse, on  a  les  trois  équations 

(1)  x  —  y  =  a, 

(a)  xy  =  hz, 

(3)  x*+y*=z*. 

On  obtient  la  seconde  en  remarquant  que  le  double  de 
Taire  du  triangle  est  égal  à  xy  ou  à  zh.  Si  l'on  élève  les 
deux  membres  de  la  première  au  carré,  qu'on  y  ajoute  la 
seconde  après  avoir  multiplié  ses  deux  membres  par  2,  et 
qu'on  en  retranche  la  troisième  membre  à  membre,  on  ob- 
tient l'équation  du  second  degré  à  une  seule  inconnue 

o  =  a%  -f-  2ÀZ  —  2f, 

ou 

(4)  z*  —  2A2  —  a%  =  o. 

Le  système  des  trois  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  trois  équations  (1),  (2),  (4).  L'équation  (4) 
a  ses  racines  réelles  et  de  signes  contraires;  mais,  comme 
les  côtés  du  triangle  sont  des  nombres  essentiellement 
positifs,  on  ne  prendra  que  la  racine  positive 

(5)  z  =  h  +  \/h*  +  a*. 

L'hypoténuse  une  fois  connue,  les  deux  équations  (1)  et  (2) 
donneront  les  deux  côtés  de  l'angle  droit.  Les  deux  quanti- 
tés x  et  —  y  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

t*f — au  —  As  =  o; 
on  en  déduit  

(6)  „?Wf*-*  .  ^-s+vf+i 
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Changements  de  signes  du  trinôme  du  second  degré. 

161.  Reprenons  l'étude  du  trinôme  du  second  degré 
ax*-\-bx-\-c,  dans  lequel  la  lettre  x  a  une  valeur  quel- 
conque. On  mettra  d'abord  ce  trinôme  sous  la  forme 
a  (x*-\-px-\-q).  Si,  dans  la  parenthèse,  on  ajoute  et  on 

retranche  y ,  afin  de  compléter  le  carré  dont  x*  -\-px  sont 

les  deux  premiers  termes  (comme  nous  l'avons  fait  au 
n°  i47)>  on  a 

Il  y  a  trois  cas  principaux  à  considérer  : 
i°  Supposons  que  la  quantité  j — q  soit  négative,  ou  la 


quantité  q  — y  positive,  c'est-à-dire  que  les  racines  du 

trinôme  soient  imaginaires.  La  parenthèse,  étant  la  somme 
de  deux  quantités  positives,  reste  toujours  positive,  et  par 
conséquent  le  trinôme  conserve  le  signe  de  son  premier 
coefficient  a,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x. 

a0  Lorsque  la  quantité  - — q  est  nulle,   c'est-à-dire 

quand  les  racines  sont  égales,  la  parenthèse  est  un  carré 
parfait,  et  l'on  a 

Le  trinôme  conserve  encore  le  signe  de  son  premier 
coefficient  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  ;  cependant  le 

trinôme  s'annule  pour  x=  —  -• 
3°  Lorsque  la  quantité  - —  q  est  positive,  c'est-à-dire 
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lorsque  les  racines  sont  réelles  et  inégales,  le  trinôme  se  dé- 
compose en  facteurs  réels  du  premier  degré,  et  l'on  a  (n°  148) 

ax*-{-bx  +  c  =  a(x  —  af)(x — af); 
nous  appelons  x'  la  plus  petite  racine,  af  la  plus  grande. 
Quand  la  valeur  de  x  est  comprise  entre-  af  et  af,  le  facteur 
x  —  af  étant  positif,  le  facteur  x-~af  négatif,  leur  pro- 
duit est  négatif  et  le  trinôme  a  un  signe  contraire  à  celui 
de  a.  Quand  la  râleur  de  x  est  plus  grande  que  af,  les  deux 
facteurs  x — x'f  x—af  étant  positifs,  leur  produit  est  lui- 
même  positif  et  le  trinôme  a  le  même  signe  que  a.  Quand 
la  valeur  de  x  est  plus  petite  que  a/,  les  deux  facteurs  étant 
négatifs,  leur  produit  est  positif  et  le  trinôme  a  encore  le 
signe  de  a.  Eh  résumé,  le  trinôme  a  un  signe  contraire  à  ce- 
lui de  a  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
deux  racines  a!  et  af,  et  il  a  le  même  signe  que  a  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  non  comprises  entre  les  racines,  c'est-à- 
dire  plus  grandes  que  la  plus  grande  ou  plus  petites  que  la 
plus  petite.  Il  change  donc  deux  fois  de  signe  ;  une  pre- 
mière fois  quand  x  passe  par  la  racine  x',  une  seconde  fois 
quand  x  passe  par  la  racine  af,  et  ces  changements  de  signe 
s'opèrent  quand  le  trinôme  s'annule. 

Ainsi,  lorsque  les  racines  sont  égales  ou  imaginaires,  le 
trinôme  du  second  degré  conserve  toujours  le  signe  de  son 
premier  coefficient  a,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  la 
variable  x;  mais  quand  les  racines  sont  réelles  et  inégales,  le  tri- 
nôme,  ayant  un  signe  contraire  à  celui  de  a  pour  les  valeurs 
de  x  comprises  entre  les  deux  racines,  et  le  même  signe  que  a 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  non  comprises  entre  les  racines, 
éprouve  deux  changements  de  signe. 

169.  Remarque.  D'après  cela,  si  pour  deux  valeurs  par- 
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ticulières  attribuées  à  a:  le  trinôme  acquiert  des  valeurs 
de  signes  contraires,  on  peut  affirmer  que  les  racines  sont 
réelles  et  que  Tune  d'elles  est  comprise  entre  les  deux  va- 
leurs attribuées  à  x.  Soit,  par  exemple,  le  trinôme 

x% — 4^  +  3. 
Si  Ton  donne  à  x  les  valeurs  o  et  a,  le  trinôme  acquiert  les 
valeurs  de  signes  contraires  +  5  e*  —  1  ;  on  en  conclut 
d'abord  que  les  racines  du  trinôme  sont  réelles  et  inégales; 
car,  si  elles  étaient  égales  ou  imaginaires,  le  trinôme  n'é- 
prouverait pas  de  changement  de  signe  ;  en  outre,  la  va- 
leur a  attribuée  à  x,  donnant  un  résultat  négatif,  et  par 
conséquent  de  signe  contraire  au  premier  coefficient  qui 
est  ici  égal  à  -+- 1 ,  est  comprise  entre  les  deux  racines  xf  et 
af;  la  valeur  o  qui  donne  un  résultat  positif  est  inférieure 
à  la  plus  petite  racine  x'  ;  il  en  résulte  que  la  plus  petite 
racine  x'  est  comprise  entre  o  et  2,  et  la  plus  grande  x*  supé- 
rieure à  a.  Effectivement  ces  deux  racines  sont  1  et  3. 

Cette  remarque  facilite  beaucoup  la  discussion   d'un 
grand  nombre  de  problèmes.  En  voici  un  exemple. 

163.  Question  VIII.  Le  manomètre  à  air,  servant  à  indi- 
cé quer  la  tension  de  la  vapeur  dans  les  machines  à 
vapeur,  se  compose  d'un  tube  recourbé,  fermé  à 
B  une  de  ses  extrémités  C,  et  ouvert  à  l'autre  extré- 
mité E;  le  fond  du  tube  ADB  est  rempli  de 
B  mercure  jusqu'à  une  certaine  hauteur  ;  la  capa- 
cité fermée  AC  est  remplie  d'air,  et  la  vapeur, 
s'introduisant  par  la  branche  ouverte  E,  exerce 
sa  pression  sur  le  sommet  B  de  la  colonne  de 
D         mercure.  On  suppose  que  les  deux  sommets  A 
et  B  de  la  colonne  de  mercure  sont  au  même  niveau,  quand 


à' 


^y 


^y 
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la  tension  de  la  vapeur  est  égale  à  une  atmosphère.  Si  la 
tension  de  la  vapeur  augmente,  il  est  clair  que  le  sommet 
A  de  la  colonne  de  mercure  s'élève  en  A',  tandis  que  le 
sommet  B  s'abaisse  en  B'.  Il  s'agit  de  déterminer  le  dépla- 
cement de  la  colonne  de  mercure  pour  une  tension  donnée 
de  la  ^tpeur. 

Nous  supposons  que  le  tube  a  partout  même  section. 
Appelons  a  la  longueur  AC,  x  le  déplacement  AA'  ou  BB' 
de  la  colonne  de  mercure.  Si  nous  évaluons  les  tensions  par 
des  colonnes  de  mercure,  la  pression  atmosphérique  sera 
représentée  par  la  hauteur  h  de  la  colonne  barométrique 
(A=o,n,76o).  Quand  la  tension  de  la  vapeur  devient  égale 
à  n  atmosphères,  elle  exerce  une  pression  marquée  par  nh 
au  sommet  B'  de  la  colonne  de  mercure  ;  la  pression  est  la 
même  dans  l'autre  branche,  en  F,  au  même  niveau.  Mais 
la  pression  en  F  est  égale  au  poids  de  la  colonne  de  mer- 
cure FA'  ou  as,  augmenté  de  la  tension  de  l'air  qui  oc- 
cupe alors  l'espace  A'C.  Quand  l'air  occupait  le  volume  AC, 
sa  tension  était  égale  à  la  pression  atmosphérique  A;  sous 
le  volume  A'C,  cette  tension  devient,  d'après  la  loi  de  Ma- 
il 

riotte,  h On  a  donc  l'équation 

a  —  x 

a#  H =  fin , 

1  a  —  x 

ou 

(  i)  zx*  —  {ia  +  nh)x  +  (**  —  \)ah  =  o. 

Il  est  évident,  d'après  la  nature  de  la  question,  que  si 

la  tension  de  la  vapeur  est  plus  grande  qu'une  atmosphère, 

c'est-à-dire  si  n>  i ,  la  colonne  de  mercure  s'élèvera  dans 

la  branche  fermée  d'une  quantité  AA'  plus  petite  que  AG  ; 

J'inconnue  x  doit  donc  admettre  une  valeur  positive  plus 
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petite  que  a.  On  peut  aisément  le  vérifier  sur  l'équation  (1)  ; 
car  si  l'on  donne  à  x  successivement  les  valeurs  o  et  a,  le 
premier  membre  de  l'équation,  ou  le  trinôme  du  second 
degré,  prend  des  valeurs  de  signes  contraires  +  (n —  0  °A 
et — ah  ;  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  on  en  conclut  que  les 
deux  racines  de  l'équation  sont  réelles,  et  que  l'une  d'elles 
est  comprise  entre  o  et  a  ;  c'est  la  plus  petite,  puisque  la  va- 
leur a,  qui  donne  un  résultat  négatif,  est  comprise  entre 
les  deux  racines  ;  l'autre  racine,  étant  positive  et  plus  grande 
que  a,  ne  convient  pas  à  la  question.  On  a  donc 

aa  +  nk  —  tf(za  -f-  nk)%  —  8(n  —  i)ah 

ou,  en  simplifiant  la  quantité  placée  sous  le  radical, 

,  .  aa  +  nh  —  V[*a— nh)*  4-  Sah 

(a)  x  =  — ' > -  ■ • 

4 
Lorsque  la  tension  de  la  vapeur  est  moindre  qu'une 

atmosphère,  c'est-à-dire  lorsque  n  <  i,  le  sommet  A  de  la 
colonne  de  mercure  s'abaisse,  tandis  que  le  sommet  B  s'é- 
lève; l'inconnue  x  a  dans  ce  cas  une  valeur  négative.  On 
voit  en  effet  que  l'équation  admet  deux  racines  réelles  de 
signes  contraires,  puisque  le  dernier  terme  est  négatif; 

la  somme  algébrique  des  racines  étant  égale  à  a  -j >  la 

racine  positive  est  plus  grande  que  a  et  ne  convient  pas  à 
la  question.  La  formule  (a)  donne  donc  la  solution  de  la 
question  dans  tous  les  cas. 

Cas  oh,  dans  l'équation  du  second  degré,  tun  des  coefficients  c 

ou  a  a  une  valeur  très-petite. 

164.  Supposons  que  dans  l'équation  du  second  degré 
(i)  ax*  -f-*^  +  c=o 
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la  valeur  absolue  du  terme  connu  c  soit  très-petite,  et 
considérons  les  deux  racines 


,      —  b  —  v/A1  —  t\ac 
x  = ? 

na  % 

Si  le  coefficient  b  est  positif,  la  quantité  b% — t^ac  différant 
très-peu  de  £*,  le  radical  tfb*— l\ac  diffère  très-peu  de  la 
quantité  positive  b\  le  second  numérateur  différera  très- 
peu  de  zéro  et  le  premier  de  — aô;  la  racine  af  sera  donc 
très-petite  en  valeur  absolue,  et  la  racine  a/  peu  différente 

de .  Si  le  coefficient  b  était  négatif,  le  radical  diffère- 

a 

rait  très-peu  de  la  quantité  positive  — b;  la  racine  af 
serait  très-petite  en  valeur  absolue  et  la  racine  tf  peu  dif- 
férente de 

a 

Concevons  que  la  valeur  absolue  du  terme  c  devienne 
de  plus  en  plus  petite  et  tende  vers  zéro;  la  racine  très- 
petite  en  valeur  absolue  tendra  vers  zéro,  et  l'autre  vers 

— .  Lorsque  c=o,  l'équation  se  réduit  à 

oxl  +  ia:  =  o,    ou    x{ax  +  b)  =  0 ; 

on  obtient  les  deux  racines  en  égalant  à  zéro  chacun  des 

b 
facteurs:  Tune  est  x=o,  l'autre  x= — -• 

165.  Le  cas  où  le  coefficient  a  est  très-petit  en  valeur 
absolue,  par  rapport  à  chacun  des  deux  autres  coefficients 

b  et  cf  se  ramène  au  précédent;  car  si  l'on  pose  x=-f  pre- 
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nant  y  pour  nouvelle  inconnue,  l'équation  devient 

(3)  cy*  +  by  +  a  =  o. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  Tune  des  valeurs  de  y 
est  très-petite  en  valeur  absolue,  l'autre  peu  différente 

de ;  Tune  <Jes  valeurs  de  x  est  donc  très-grande  en  va- 

leur  absolue,  l'autre  peu  différente  de  — -^ 

C'est  aussi  ce  qu'on  peut  reconnaître  sur  les  formules  (2)  ; 
le  coefficient  a  étant  très-petit  en  valeur  absolue,  la  quan- 
tité b*  —  bac  diffère  très-peu  de  b*  et  le  radical  de  la  quan- 
tité b,  que  nous  supposons  positive  ;  le  premier  numérateur 
est  à  peu  près  égal  à  —  a*;  le  dénominateur  aa  étant  très- 
petit,  la  racine  x'  est  très-grande  en  valeur  absolue.  Quant 
à  la  racine  af,  on  ne  voit  pas  immédiatement  sa  valeur, 
parce  qu'elle  est  le  quotient  de  deux  quantités  très-petites. 
Pour  éviter  cet  inconvénient,  nous  transformerons  l'expres- 
sion en  multipliant  son  numérateur  et  son  dénominateur 

par  — b — /**  — kw,  ce  qui  donne 

(_  b  -f  )/!>*  —  bac)  (—  *  —  v/*1  —  bac) 
aa(— £  —  ^b%— bac) 

Au  numérateur,  la  première  parenthèse  étant  la  somme  des 

deux  quantités  —6  et/*8— 4^,  la  seconde  la  différence 
de  ces  deux  mêmes  quantités,  le  produit  des  deux  paren- 
thèses est  égal  à  la  différence  de  leurs  carrés,  et  Ton  a 

j,_     68  —  (*a-4flc)     _  4m 

2rt(—  b — s/P—bac)      aa(—  b — s/ï%— 4a/?) 

Si  l'on  supprime  maintenant  le  facteur  commun  aa,  qui 
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rend  très-petits  les  deux  termes  de  la  fraction,  il  vient 
(4)  *=■ 


L'expression  étant  mise  sous  cette  forme,  le  dénominateur 
diffère  très-peu  de  ai,  et  la  valeur  de  a?  est  à  peu  près 

écrale  à — T- 
b 

Lorsque  a  tend  vers  zéro,  Tune  des  racines  de  l'équa- 
tion (3)  tend  vers  zéro,  et  l'autre  vers  la  quantité ; 

Tune  des  racines  de  l'équation  (i)  augmente  donc  à  l'infini 

Q 

-en  valeur  absolue,  tandis  que  l'autre  tend  vers  — t-  Dans 

ce  cas,  l'équation  (1)  du  second  degré  se  réduit  à  une  équa- 
tion du  premier  degré 

c 
La  racine  af= — -r  est  précisément  la  solution  de  cette 

équation  du  premier  degré.  L'autre  racine  x',  qui  devient 
infinie,  disparaît  de  l'équation. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  coefficients  a  et  c  soient  à  la 
fois  très-petits  par  rapport  à  b  ;  dans  ce  cas,  la  formule  (4) 
donne  pour  af  une  valeur  très-petite  numériquement,  et  la 
première  des  formules  (a)  pour  x'  une  valeur  très-grande. 
Quand  aetc  tendent  simultanément  vers  zéro,  la  racine  af 
devient  nulle  et  la  racine  x'  infinie. 


204 


LIVRE    III.   —   CHAP.    III. 


CHAPITRE    III 

DES   QUESTIONS   DE   MAXIMUM   ET   DE   MINIMUM 

QUI   PEUVENT   SE   RESOUDRE 

PAR   LES   ÉQUATIONS   DU   SECOND    DEGRE. 


166.  Lorsqu'une  grandeur  variable,  après  avoir  aug- 
menté pendant  un  certain  temps,  diminue  ensuite,  elle 
passe  par  une  valeur  plus  grande  que  les  valeurs  voisines, 
celles  qui  précèdent  et  celles  qui  suivent  immédiatement  ; 
on  dit  qu'elle  passe  par  un  maximum. 

Au  contraire,  lorsqu'une  grandeur  variable,  après  avoir 
diminué  pendant  un  certain  temps,  augmente  ensuite,  elle 
passe  par  une  valeur  plus  petite  que  les  valeurs  voisines, 
celles  qui  précèdent  et  celles  qui  suivent  immédiatement; 
on  dit,  dans  ce  cas,  qu'elle  passe  par  un  minimum. 

Considérons,  par  exemple,  la  section  par  un  plan  ver- 
tical d'un  terrain  accidenté,  et  supposons  que  l'on  mesure 


les  hauteurs  des  différents  points  de  cette  courbe  au-dessus 
du  plan  horizontal  GH.  Le  sommet  A  d'une  colline  sera  un 
maximum,  le  fond  B  d'une  vallée  un  minimum.  Si  l'on  par- 
court cette  ligne  dans  le  sens  KL,  après  s'être  élevé  jus- 
qu'au point  A,  on  descendra  ensuite  de  A  vers  B  ;  la  hau- 


MAX1MA   ET   MINIMA.  205 

teur  AA'  du  point  A  est  plus  grande  que  celle  des  points 
voisins,  d'un  côté  ou  de  l'autre  ;  c'est  un  maximum.  En  con- 
tinuant le  mouvement,  on  descendra  jusqu'au  point  B  pour 
monter  ensuite  de  B  vers  C  ;  la  hauteur  BB'  du  point  B  est 
plus  petite  que  celle  des  points  voisins,  d'un  côté  ou  de 
l'autre;  c'est  un  minimum.  On  trouve  ensuite  un  nouveau 
maximum  CC,  etc. 

Nous  étudierons  quelques  questions  simples  qui  peuvent 
être  résolues  par  des  polynômes  ou  des  équations  du  second 
degré. 

167.  Question  I.  Étudier  la  variation  du  produit  de  deux 
nombres  dont  la  somme  est  constante. 

Première  méthode.  Appelons  a  la  somme  donnée,  x  l'un 

des  nombres  variables  ;  l'autre  sera  a — x  et  le  produit  y 

aura  pour  valeur 

y=x(a — x). 

Faisons  varier  x  de  o  à  a;  quand  x=o>  le  produit  y  est 

nul  ;  quand  x  atteint  la  valeur  a,  le  produit  redevient  nul. 

Ainsi  la  quantité  y  est  partie  de  zéro  pour  revenir  à  zéro  ; 

dans  l'intervalle,  elle  a  pris  une  série  de  valeurs  positives 

et  finies  ;  elle  a  augmenté  d'abord  pour  diminuer  ensuite  ; 

elle  a  donc  passé  par  un  maximum. 

Pour  étudier  la  variation  de  ce  produit,  nous  l'écrirons 

sous  la  forme  suivante 

La  quantité  y  est  la  différence  de  deux  quantités  positives, 
l'une  fixe,  l'autre  variable  ;  elle  atteint  sa  plus  grande  valeur 

ou  son  maximum— ,  quand  le  terme  à  retrancher  f  - —x\ 
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est  nul,  c'est-à-dire  lorsque  x=-,  et  alors  l'autre  partie 

a — x  est  aussi  égale  à  --  Ainsi,  le  produit  de  deux  facteurs 

dont  la  somme  est  constante  est  maximum,  quand  ces  deux 
facteurs  sont  égaux  entre  eux. 

11  est  facile  de  suivre  les  variations  qu'éprouve  le  pro- 
duit y  quand  x  varie  de  o  à  a.  Quand  x  croît  d'une  manière 

continue  de  o  à-,  le  terme  à  retrancher  ( xj    dimi- 
nuant de  plus  en  plus,  la  quantité  y  augmente  d'une  ma- 


a* 


nière  continue  de  zéro  à  la  valeur  maximum  -7-  ;  quand  x 

4 

dépasse  -  et  varie  de  -  à  a,  le  terme  à  retrancher  ( — x) 

ou  (x — j    augmentant  de  plus  en  plus,  y  diminue  au 

a* 
contraire  de  -7  à  zéro.  Si  l'on  fait  croître  x  au  delà  de  ar 

4 

l'autre  facteur  a  —  x  devient  négatif  et  croît  en  valeur 
absolue,  leur  produit  #(a  — x)  devient  négatif  et  croît 
aussi  en  valeur  absolue;  donc  la  valeur  relative  de  y  dimi- 
nue indéfiniment.  Il  en  est  de  même  si  l'on  donne  à  x  des 
valeurs  négatives. 

168.  A  cette  question  abstraite  correspond  la  question 
géométrique  suivante  :  Étudier  la  variation  de  la  surface  d'un 
rectangle  dont  le  périmètre  est  donné.  Car  si  l'on  appelle  aa 
le  périmètre  donné,  x  la  base,  a — x  étant  la  hauteur,  la 
surface  sera  représentée  par  le  produit  x(a — x)  de  deux 
facteurs  dont  la  somme  est  constante.  Nous  avons  vu  que 
ce  produit  acquiert  sa  valeur  maximum  quand  les  deux 
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facteurs  sont  égaux  entre  eux;  ainsi,  de  tous  les  rectangles 
de  même  périmètre,  le  plus  grand  est  le  carré. 

Il  est  aisé  de  suivre  la  variation  du  rectangle  :  quand 
x=o,  la  hauteur  est  égale  à  a  et  le  rectangle  se  réduit 
aune  ligne  droite  de  longueur  a;  Faire  est  nulle.  Si  l'on 

fait  croître  la  base  x  de  o  à  - ,  Taire  augmente  progressi- 

a1 
vement  de  o  à  la  valeur  maximum  -~.  La  base  x  conti- 

4 

nuant  à  croître  de  -  à  a,  l'aire  diminue  de  cette  valeur 

a 

maximum  à  o;  à  la  fin,  quand  x=a,  la  hauteur  étant 
nulle,  le  rectangle  se  réduit  de  nouveau  à  une  ligne  droite, 
et  l'aire  redevient  nulle.  Dans  cette  question  géométrique, 
la  variable  x  ne  peut  ni  dépasser  a,  ni  prendre  des  valeurs 
négatives. 

169.  A  la  même  question  se  rattache  encore  cet  autre 
problème  de  géométrie  :  Étudier  la  variation  de  la  surface 
d'un  triangle  de  base  et  de  périmètre  constants.  Si  l'on  appelle 
a/>  le  périmètre  donné,  a  le  côté  constant,  b  et  c  les  deux 
côtés  variables,  on  sait  que  la  surface  du  triangle  est  expri- 
mée par  la  formule 

tfp(p  —  a){p—b){p—c). 

Nous  pouvons  faire  abstraction  des  deux  facteurs  constants 
p,p—aet  considérer  seulement  les  deux  facteurs  variables 
p — b,  p — c,  dont  la  somme  ap — b — c  ou  a  est  constante. 
Si  Ton  représente  par  x  le  premier  facteur,  le  second  étant 
a— -x,  on  a  à  considérer  le  produit  x{a— x);  d'ailleurs  a: 
varie  de  o  à  a  ;  le  produit  acquiert  sa  valeur  maximum 
quand  les  deux  facteurs  sont  égaux  entre  eux  ;  il  s'ensuit 
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que  le  triangle  maximum  est  le  triangle  isocèle.  Plus  les 
deux  côtés  variables  diffèrent  entre  eux,  plus  la  surface  du 
triangle  est  petite. 

170.  Deuxième  méthode.  On  peut  traiter  la  question  pré- 
cédente par  une  autre  méthode  dont  nous  nous  servirons 
par  la  suite  ;  proposons-nous  d'abord  la  question  suivante  : 
Partager  le  nombre  a  en  deux  parties  dont  le  produit  soit 
égal  à  une  quantité  donnée  m.  Si  Ton  désigne  ces  deux  par- 
ties par  x  et  y,  on  a  les  deux  équations 

x+y=a, 
xy=m. 

On  connaît  la  somme  et  le  produit  des  deux  inconnues  x 
et  y  ;  par  conséquent  ces  deux  inconnues  sont  les  deux  ra- 
cines de  l'équation  du  second  degré 

t** — au-\-m  =  o. 
Ainsi  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  données  par  la  formule 


a  .  ,/â5 

a       T   4 

Tune  des  racines  est  la  valeur  de  x,  l'autre  celle  de  y. 

La  question  n'est  possible  que  si  les  racines  sont  réelles  ; 

il  faut  donc  que  la  quantité  placée  sous  le  radical  soit  posi- 

a* 
tive ,  c'est-à-dire  que  le  produit  m  soit  moindre  que  —  • 

4 

D'autre  part,  on  peut  donner  à  m  une  valeur  quelconque 

a% 
moindre  que  ~  ;  car  à  une  telle  valeur  correspondent  deux 

racines  réelles,  c'est-à-dire  un  mode  de  partage  qui  la  four- 
nit. Ainsi  le  produit  m  prend  toutes  les  valeurs  plus  petites 

que  —,  et  n'en  prend  aucune  plus  grande  ;  sa  valeur  la  plus 
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a*  a1 

grande,  ou  son  maximum,  est  —•  Mais,  lorsque  m=  — ,  le 

radical  est  nul  et  les  deux  racines  sont  égales  ;  le  produit 
acquiert  donc  sa  valeur  maximum,  quand  on  partage  le 
nombre  a  en  deux  parties  égales. 

171.  Question  II.  Étudier  la  variation  de  la  somme  des 
carrés  de  deux  nombres  dont  la  somme  est  constante 

Première  méthode.  Appelons  a  la  somme  donnée,  x  l'un 
des  nombres  variables,  l'autre  sera  a — or  et  la  somme  y  de 
leurs  carrés  sera  représentée  par 

y  =  i*-f-(a  —  x)È. 

Cette  expression  peut  être  mise  sous  la  forme 

y=2aî1— adaM-a^afa^— ax+  —  J=a|  /a£—  aa?+^-)  +  (  - — ^-)  | 

OU 

a*        (a       y 

La  quantité  y  est  la  somme  de  deux  quantités  positives, 

l'une  fixe,  l'autre  variable.  Si  l'on  fait  croître  x  de  o  à  -> 

a 

a* 
le  terme  variable  diminuant,  y  diminue  de  a1  à  —  ;  x  con- 

a 

tinuant  à  croître  de  -  à  a,  le  terme  variable  z(x ) 

a1 
augmentant,  y  augmente  de  —  à  a*.  Ainsi,  la  quantité  y 

diminue  d'abord  pour  augmenter  ensuite  ;  elle  passe  donc 

û*  a 

par  un  minimum.  Ce  minimum  —  a  lieu  pour  x  =  - ,  c'est- 
à-dire  quand  on  partage  le  nombre  donné  a  en  deux  par- 
tics  égales. 

14 
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Si  Ton  fait  croître  x  au  delà  de  a,  l'autre  partie  a  — x 
devient  négative,  mais  son  carré  reste  positif,  et  la  somme 
augmente  indéfiniment  II  en  est  de  même  si  Ton  donne  à  x 
des  valeurs  négatives. 

172.  A  cette  question  algébrique  se  rattache  Y  étude  de  la 
variation  du  carré  inscrit  dans  un  carré  donné.  Si  sur  les  côtés 
du  carré  donné  ABCD,  à  partir  des  sommets  et  en  tour- 
nant dans  le  même  sens, 
on  porte  quatre  longueurs 
égales  AE,  BF,  CG,  DH, 
et  si  Ton  joint  les  points 
ainsi  obtenus,  on  forme 
un  carré  inscrit  EFGH. 
Appelons  a  le  côté  du  carré 
donné,  x  la  longueur  va- 
riable AE,  Taire  y  du  carré 
inscrit  est  représentée  par 
l'expression 

râ=ÂË,+AH,=«t  +  (a  —  x)*, 
que  nous  avons  mise  sous  la  forme 

a*        /a       \* 

Faisons  varier  x  de  o  à  a;  quand  a?  =  o,  le  carré  inscrit 
coïncide  avec  le  carré  donné  ABCD,  Taire  est  égale  à  a*  ; 

x  croissant  de  o  à  -,  Taire  du  carré  inscrit  diminue  de 

a*  à  -  ;  x  continuant  à  croître  de  -  à  a,  Taire  croît  de  — 
a  '  a  a 

à  a*  ;  enfin,  quand  x  devient  égal  à  a,  le  carre  inscrit 
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coïncide  de  nouveau  avec  le  carré  donné.  Ainsi,  l'aire  du 

,  a1 
carré  inscrit  diminue  d'abord  de  a1  à  — ,  pour  augmenter 

a»  , 
ensuite  de  —  à  a*  ;  elle  passe  donc  par  une  valeur  mini- 

mum  — ,  et  Ton  obtient  ce  carré  minimum  enjoignant  les 

milieux  des  côtés  du  carré  donné. 

Si  Ton  prolonge  indéfiniment  les  côtés  du  carré  donné, 
toute  restriction  disparaîtra,  et  Ton  pourra  donner  à  x  des 
valeurs  positives  plus  grandes  que  a  et  aussi  des  valeurs 
négatives  (le  carré  inscrit  E'F'GTT  correspond  à  une  valeur 
AET  plus  grande  que  a).  De  cette  manière  le  carré  inscrit 
augmente  indéfiniment. 

173.  A  cette  même  question  se  rattache  encore  Y  étude  de 
la  variation  de  la  diagonale  d'un  rectangle  dont  le  périmètre  est 
constant  Car  si  l'on  appelle  sa  le  périmètre  donné,  x  la 
base,  a — x\sl  hauteur,  la  diagonale  y  sera 

y  =  •*■+(<!  —  x)\ 

Quand  x  =  o,  le  rectangle  se  réduit  à  une  ligne  droite  de 
longueur  a  et  la  diagonale  est  égale  à  a.  Si  Ton  fait  croître  x 

de  o  à-,  la  diagonale  diminue  de  a  à  —  ;  x  continuant 

à  croître  de  -  à  a,  la  diagonale  augmente  de  —  à  a  ;  à  la 

fin,  quand  x=a,  le  rectangle  est  réduit  de  nouveau  à  une 
ligne  droite  et  la  diagonale  redevient  égale  à  a.  Ainsi  la 

diagonale  acquiert  sa  valeur  minimum  pour  #=-,  c'est- 
à-dire  quand  le  rectangle  est  un  carré. 
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Les  deux  côtés  du  rectangle  ayant  des  valeurs  essentiel- 
lement positives,  on  ne  peut  pas  faire  croître  x  au  delà  de  a, 
ni  lui  donner  des  valeurs  négatives;  la  diagonale  a  donc 
sa  plus  grande  valeur  a  pour  x=o  oua?=a,  c'est-à-dire 
quand  le  rectangle  se  réduit  à  une  ligne  droite. 

174.  Deuxième  méthode.  Proposons-nous  d'abord  la  ques- 
tion suivante  :  partager  le  nombre  a  en  deux  parties  telles 
que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  égale  à  m.  En  appelant 
xety  les  deux  parties,  on  a  les  deux  équations 

x  +  y  ==a, 
z*  -\-y*  =  m. 

En  répétant  le  raisonnement  du  n°  i58,  on  trouve  que  les 
inconnues  x  et  y  sont  les  deux  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré 

ur  —  au  A =  o; 

a 

elles  sont  données  par  la  formule 


tt=-±y  - — 


a*  — m      a±tf*m  —  a% 


l'une  des  racines  est  la  valeur  de  x,  l'autre  celle  de  y. 

Pour  que  la  question  soit  possible,  il  faut  que  la  quantité 

placée  sous  le  radical  soit  positive,  c'est-à-dire  que  la  va- 

a* 
leur  de  m  soit  plus  grande  que  — .  D'autre  part,  on  peut 

a* 

donner  à  m  une  valeur  quelconque  plus  grande  que  —  î 

car  à  une  telle  valeur  correspondent  des  valeurs  réelles 

de  x  et  de  y.  Ainsi  la  quantité  m  prend  toutes  les  valeurs 

a* 
plus  grandes  que  —  et  n'en  prend  aucune  plus  petite  ;  sa  va- 
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a*  a1 

leur  la  plus  petite,  ou  son  minimum,  est  — .  Lorsque  m=— , 

si  a 

les  deux  racines  sont  égales;  la  somme  des  carrés  acquiert 
donc  sa  valeur  minimum,  quand  le  nombre  a  est  partagé 
en  deux  parties  égales. 

175.  Question  III.  Les  questions  que  nous  avons 
traitées  jusqu'à  présent  rentrent  dans  cette  question  gé- 
nérale :  étudier  la  variation  du  trinôme  du  second  degré 

Nous  avons  vu  (161)  que  le  trinôme  du  second  degré, 
dont  nous  désignons  la  valeur  par  y,  peut  être  mis  sous  la 
forme 

Si,  pour  simplifier,  on  représente  par  A  la  quantité  con- 
stante a  (g — y-J,  et  que  Ton  pose  x= — -  +  *,  on  a 

Le  trinôme,  mis  sous  cette  forme,  se  compose  de  deux  par- 
ties, Tune  A  constante,  l'autre  az*  variable  et  de  même 
signe  que  a.  Lorsque  le  coefficient  a  est  positif,  la  valeur 
de  y  reste  constamment  supérieure  à  la  quantité  A  ;  elle 
acquiert  sa  plus  petite  valeur  A,  ou  son  minimum,  quand 

*=o  ou  x= — -.  Si  Ton  fait  croître  z  de  —00  à  o  et 

ensuite  de  o  à  +00,  la  valeur  de  y  décroît  de + 00  à  A,  pour 
croître  ensuite  de  A  à-}-  00. 

Lorsque  le  coefficient  a  est  négatif,  la  valeur  de  y  reste 
constamment  inférieure  à  A  ;  elle  acquiert  sa  plus  grande 

valeur  A,  ou  son  maximum,  quand  s  =  o  ou  *  =  —*-• 


214  LIVRE   III.   —  CHAP.    III. 

Si  l'on  fait  croître  z  de  —  oo  à  o  et  ensuite  de  o  à  -f  oo, 
la  valeur  de  y  croît  de  —  oo  à  A,  pour  décroître  ensuite 
de  A  à  —  oo. 

176.  Question  IV.  Étudier  la  variation  de  la  surface  to- 
tale du  cylindre  inscrit  dans  un  cône 
donné. 

Désignons  par  r  le  rayon  OA  de 
la  base  du  cône,  et  par  A  sa  hau- 
teur SO  ;  appelons  x  le  rayon  OC 
de  la  base  du  cylindre  inscrit,  y  la 
hauteur  OG.  Les  triangles  sem- 
blables ECA,  SOA  donnent  la  pro- 


portion 


y r —  x 

A  r 


d'où      (i)    y  = 


h(r  —  x) 


La  surface  totale  S  du  cylindre  a  pour  expression 

S  =  ïitx*  -f-  anxy, 

et,  en  remplaçant  y  par  sa  valeur 

r  —  A 


M 


S  =  27T,rJ  À-J x\> 


Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer,  suivant  que  le  cône 
donné  a  une  forme  plus  ou  moins  allongée.  i°  Supposons 
d'abord  la  hauteur  A  du  cône  moindre  que  le  rayon  de 

la  base,  c'est-à-dire  le  cône  très-aplati.  La  quantité  r"~* 

r 

étant  positive,  on  voit  que  la  surface  augmente  à  mesure 
que  x  augmente  ;  si  donc  on  fait  croître  x  do  o  à  r,  la  sur- 
face ira  constamment  en  augmentant  de  o  à  awr*.  Au  com- 
mencement, quand  x  =  o,  le  cylindre  se  réduit  à  la  ligne 
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droite  OS  et  la  surface  est  nulle  ;  à  la  fia,  quand  x  =  r,  la 
hauteur  étant  nulle,  le  cylindre  coïncide  avec  la  base  du 
cône  et  la  surface  devient  égale  à  awr*.  Entre  ces  deux 
limites,  la  surface  va  continuellement  en  augmentant,  sans 
alternative  de  décroissance. 

2*  Supposons  maintenant  *>r,  l'expression  de  la  sur* 
face  deviendra 

S=21C2|  A X  \f 

ou 

*  —  r        r   hr  1 

(5)       s=aw__xx^___arj. 

A— r 

Négligeant  le  facteur  constant  positif  aw ,  nous  pou- 
vons nous  borner  à  considérer  le  produit 

des  deux  facteurs  variables.  La  somme  de  ces  deux  facteurs 
est  constante  ;  mais  il  ne  finit  pas  en  conclure  immédiate- 
ment que  le  produit  acquiert  sa  valeur  maximum  quand 
les  deux  facteurs  sont  égaux  entre  eux;  il  faut  pour  cela 
que  ces  deux  facteurs  puàwent  effectivement  devenir  égaux 
entre  eux,  ce  qui  n'a  pas  toiqours  lieu,  comme  aéras  allons 
le  voir.  Par  une  transformation  que  nous  avons  déjà  faite 
plusieurs  foi*,  mettons  le  produit  sous  la  forme 

4(A  — r)1      U(A  — r)        / 

Le  rayon  x  de  la  base  du  cylindre  n'est  susceptible  de  va  • 

rier  que  de  o  à  r.  Si  l'on  a 

hr     ^ 
a(A_r)>r' 
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c'est-à-dire  A<ar,  quand  x  croît  de  o  àr,  la  quantité 

Ar 


—  x 


a(A  — r) 

reste  positive  et  diminue  sans  devenir  égale  à  zéro  ;  la  sur- 
face du  cylindre  va  en  augmentant  continuellement  depuis 
le  commencement  jusqu'à  la  fin,  comme  précédemment. 
Dans  ce  cas,  les  deux  facteurs  du  produit  ne  deviennent  pas 

hr 
égaux  entre  eux,  ce  qui  exigerait  que  Ton  eût  x  =       ; 

la  surface  arrive  à  sa  plus  grande  valeur  quand  a?=r,  c'est- 
à-dire  quand  les  facteurs  diffèrent  le  moins  possible  l'un 

de  l'autre. 

Ar 

Supposons  maintenant  -77 r<r,  ou  A>ar;  x  va- 

rr  a(A  —  r) 

riant  de  0  à  —77 r>  la  surface  augmente  de  o  à  -77 rî 

a(A  —  r)  a(A  — r) 

Ar 

x  continuant  à  croître  de  -77 r  à  r,  la  surface  diminue  de 

a(A  —  r) 

cette  valeur  -77 r  jusqu'à  la  valeur  extrême  arcr".  Ainsi 

a(A  —  r)J    * 

la  surface  passe  par  un  maximum  pour  x=      ; 

dans  ce  cas,  les  deux  facteurs  du  produit,  dont  nous  avons 
parlé,  deviennent  égaux  entre  eux. 

En  résumé,  si  Ton  fait  croître  x  de  0  à  r  :  i°  quand 
A  <  ar,  la  surface  du  cylindre  inscrit  va  en  augmentant 
continuellement  depuis  le  commencement  jusqu'à  la  fin  ; 
a0  quand  A>>ar,  la  surface  augmente  de  zéro  jusqu'à  une 
certaine  valeur  maximum,  puis  diminue  de  ce  maximum 
jusqu'à  air*. 

177.  Question  V.  Étudier  la  variation  du  volume  d'un 
cône  circonscrit  à  une  sphère  donnée. 
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Soit  AB  un  diamètre  fixe  de  la  sphère;  menons  par  le 
point  À  un  plan  tangent  à  la  sphère  et,  sur  le  prolonge- 
ment  du  diamètre  AB,  prenons  un  point  quelconque  S  pour 
sommet  du  cône  circonscrit.  Si  le  sommet  S  se  rapproche 
du  point  B,  le  cône,  s'évasant  de  plus  en  plus,  augmente 
indéfiniment;  si,  au  contraire,  le  sommet  S  s'éloigne  du 

point  B,  le  cône,  s'allongeant 
de  plus  en  plus,  et  ayant  tou- 
jours une  base  plus  grande 
qu'un  grand  cercle  de  la  sphère, 
augmente  aussi  indéfiniment 
Ainsi,  lorsqu'on  fait  glisser  le 
sommet  S  sur  le  prolongement 
du  diamètre  à  partir  du  point  B, 
on  Toit  que  le  cône  circonscrit,  d'abord  infiniment  grand, 
commence  par  diminuer,  pour  augmenter  ensuite  et  de- 
venir indéfiniment  grand  ;  il  passe  donc  par  une  valeur  plus 
petite  que  toutes  les  autres,  c'est-à-dire  par  un  minimum. 
Le  volume  du  cône  a  pour  mesure 

-^ac*  XSA. 

Appelons  r  le  rayon  de  la  sphère  et  x  la  distance  BS.  On  a 

SA  =  ar  +  a?. 

Les  triangles  semblables  SAC,  SOD  donnent  la  proportion 

AC_SA. 
OD— SD* 

d'où  l'on  déduit,  en  remarquant  que  la  tangente  SD,  moyenne 
proportionnelle  entre  SA  et  SB,  est  égale  à  \/x^r+x), 


AC—  r(ttr  +  a?) 
^x(*r-\-x) 


Âc,=r*(ar+*). 

X 
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Si  Ton  remplace  les  quantités  AC  et  SA  par  leurs  valeurs, 
le  Yolume  du  cône  aura  pour  expression 

(ar  +  g)f 


a  x 


Proposons-nous  d'abord  cette  question  :  circonscrire  à  ht 
sphère  un  cône  de  volume  donné.  Si,  pour  simplifier,  nous 
représentons  le  volume  donné  par  j%r*m,  nous  aurons 
l'équation 

Z —  =  4*»i 

x 

qui,  mise  sous  forme  entière,  devient 

(i)  x*  —  4(w  —  r)%  +  fyr1  =  o. 

On  en  déduit 

a?  =  a(*»  —  r)  ±  aV/(m  —  r)*  —  rf, 
et,  en  simplifiant  la  quantité  placée  sous  le  radical , 

x  =s  a(m  —  r)  dt  a  y/m(m  —  ar). 

Pour  que  x  soit  réelle,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la 

quantité  positive  m  soit  plus  grande  que  ar;  donc  m  a  un 

minimum  ar,  et,  quand  on  donne  à  m  cette  valeur,  on  trouve 

#=ar.  Ainsi  le  plus  petit  cône  circonscrit  à  la  sphère 

a  une  hauteur  S'A  double  du  diamètre  de  la  sphère  ;  le 

8 
volume  de  ce  cône  minimum  est  =  «r1  ;  c'est  lé  double  du 

o 

volume  de  la  sphère.  0 

A  toute  valeur  de  m  plus  grande  que  ar  correspondent 
deux  valeurs  de  x  réelles  et  positives  ;  il  existe  donc  deux 
cônes  ayant  un  même  volume  quelconque  plus  grand  que  le 
minimum  ;  la  hauteur  de  l'un  est  plus  grande  que  la  hau- 
teur S'A  du  cône  minimum,  celle  de  l'autre  est  plus  petite. 
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Eq  effet»  si  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (ij  on 

remplace  x par  ar,  on  a  un  résultat  négatif  8r(ar —  m); 

donc  Tune  des  racines  est  plus  petite,  l'autre  plus  grande 

que  ar. 

Ce  qui  précède  montre  bien  que,  lorsque  x  croît  de  o 

à  ar,  le  volume  du  cône  diminue  de  l'infini  à  sa  valeur 

g 
minimum  =  *r*,  et  que,  lorsque  x  continue  à  croître  au 

ô 

delà  de  ar,  le  volume  augmente  ensuite  indéfiniment. 
178.  Question  VI.  Étudier  la  variation  de  la  fraction 

as» +  6 
x1  —  6x  +  11 

dans  laquelle  x  désigne  une  variable  réelle  arbitraire. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  les  valeurs  de  x  qui 

rendent  cette  fraction  égale  à  une  quantité  y.  Nous  aurons 

l'équation 

*x*  -f-  6      

si  —  ftr+n—  y* 
(y  —  a)xf  —  6yx  +  ny  — 6  =  o, 

d'où  l'on  déduit 


5y±\/9y*  —  (y  —  a)(ny  — 6) 
y— a 

et,  en  simplifiant, 


3y  ±:  / —  »y*  +  a8y  —  îa 
y  — a 

Pour  que  a?  soit  réelle,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la 
quantité  placée  sous  le  radical  soit  positive.  Ainsi  la  quan- 
tité y  prendra  toutes  les  valeurs  qui  rendent  positif  le 

trinôme 

—  ay9  +  a8y  — îa, 
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et  n'en  prendra  pas  d'autres.  Le  trinôme,  ayant  ses  racines 
réelles,  se  décompose  en  facteurs  du  premier  degré 

-'(y-yOCy-y*), 

ou 

Nous  appelons  y'  la  plus  petite  racine,  y"  la  plus  grande. 
Le  trinôme  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  y  com- 
prises entre  y'  et  y",  et  il  est  négatif  pour  toutes  les  autres 
valeurs.  Ainsi,  quand  la  variable  x  parcourt  toute  l'échelle 
des  grandeurs,  la  fraction  proposée  y  varie  entre  y'  et  y*, 
sans  jamais  sortir  de  ces  limites.  La  limite  inférieure  y'  est 
un  minimum,  la  limite  supérieure  y*  un  maximum. 

Comme  ^=6,557  à  0,001  près,  le  minimum  de  la  frac- 
tion est  y'=  o,443,  le  maximum  y*=  13,557.  La  valeur  de 

x  qui  rend  la  fraction  minimum  est  x'=-7-£— = — o,854; 

celle  qui  la  rend  maximum  est  x'=-t^- — =3,5io.  A  toute 
^  y — a  a 

valeur  de  y  comprise  entre  y'  et  y*  correspondent  deux  va- 
leurs différentes  de  x. 

Nous  pouvons  maintenant  nous  rendre  compte  de  la  va- 
riation de  la  fraction  proposée,  quand  x  varie  d'une  ma- 
nière continue  de — 00  à  -f-  00.  Examinons  d'abord  ce  que 
devient  cette  fraction,  quand  on  donne  à  x  une  valeur  nu- 
mérique très-grande,  positive  ou  négative.  Pour  cela,  nous 
diviserons  par  x*  le  numérateur  et  le  dénominateur,  ce  qui 

donne 

6 


y= 


*-+*> 


1--+- 

XX* 
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quand  x  est  très -grand  numériquement,  les  quantités 

—  y  -  y  — -  sont  très-petites,  et  la  fraction  diffère  très-peu 
x     x    x*  r 

de  la  valeur  a;  ceci  nous  apprend  que  la  fraction  tend 
vers  la  valeur  a,  quand  x  augmente  indéfiniment  en  valeur 
absolue.  Si  donc  on  fait  croître  x  d'une  manière  continue 
de  —  ooà  —  o,854,  la  fraction  proposée  ira  en  diminuant 
de  la  valeur  a  à  la  valeur  minimum  0,443  ;  x  croissant  en- 
suite de — o,854  à  8,519,  la  fraction  ira  en  croissant  du 
minimum  0,443  au  maximum  i3,55?  ;  x  dépassant  enfin 
3,5 19  et  croissant  indéfiniment,  la  fraction  ira  en  diminuant 
du  maximum  i3,557  à  la  valeur  2.  Il  est  à  remarquer  que 
la  fraction  passe  deux  fois  par  chaque  valeur  intermédiaire 
entre  le  minimum  et  le  maximum  ;  il  faut  en  excepter  toute- 
fois la  valeur  a  ;  la  fraction  ne  passe  à  proprement  parler 

qu'une  fois  par  cette  valeur,  et  cela  pour  ar=|=  i,333; 

mais  cette  valeur  doit  être  considérée  en  outre  comme  la 
valeur  limite  vers  laquelle  tend  la  fraction,  quand  x  s'é- 
loigne vers  l'infini  positif  ou  vers  l'infini  négatif. 

179.  Question  VII.  Étudier  la  variation  de  la  fraction 

sf  +  5 

Si  nous  cherchons  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fraction 
égale  à  y,  nous  avons  l'équation 

x«  +  5 


d'où 


X*  —  6yx+7y  +  5  =  o, 


x= Zy  ±  \/gy*  —  yy  —  5. 
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La  fraction  y  prendra  toutes  les  valeurs  qui  rendent  positif 
le  trinôme 

Ce  trinôme,  ayant  ses  racines  réelles  y'  = — 0,452, 
y*=  i,a3o,  se  décompose  en  facteurs  réels  et  se  met  sous 
la  forme 

9(y— y')  (y— y")- 

Il  est  négatif  pour  les  valeurs  de  y  comprises  entre  xf  et  y"; 
mais  il  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  dey  plus  grandes 
que  y*  ou  plus  petites  que  y'.  Ainsi  la  fraction  y  admet  deux 
«éries  de  valeurs  :  Tune,  commençant  à  \f  et  s'élevant 
à +00;  l'autre  commençant  à  y'  et  descendant  vers  —  00. 
La  valeur  y*  est  le  minimum  de  la  première  série,  elle  est 
donnée  par  x=3y*  =  3,690;  la  valeur  y'  est  le  maximum 
de  la  seconde  série,  elle  est  donnée  par  x  =  5y'= —  i,356. 

Remarquons  que  les  mots  maximum  et  minimum  n'ont 
pas  ici  un  sens  absolu,  mais  seulement  un  sens  relatif.  La 
valeur  y"  est  la  plus  petite  de  toutes  celles  de  la  premièpe 
série  ;  mais  elle  est  plus  grande  que  les  valeurs  de  la  seconde 
série.  De  même,  la  valeur  y'  est  la  plus  grande  de  toutes 
celles  de  la  seconde  série  ;  c'est  un  maximum  relativement 
à  cette  seconde  série. 

Ainsi ,  la  fraction  proposée  varie  de  y*  à  +  00  et  de 
y'  à— 00;  elle  parcourt  toute  l'échelle  des  grandeurs, 
sauf  la  portion  comprise  entre  y7  et  y*.  Il  faut  remarquer 
que  la  fraction  saute  brusquement  de  —  00  à  -f-  00,  quand 

x  passe  par  la  valeur  ^.  En  effet,  quand  x  est  un  peu  plus 
petite  que  ^,  la  fraction  est  négative  et  très-grande  en  va- 
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leur  absolue;  dès  que  x  dépasse  un  peu  ^,  la  fraction  de- 
vient positive  et  très-grande. 

Si  Ton  divise  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  x9 
ce  qui  met  la  fraction  sous  la  forme 

1  x 

X 

on  voit  que,  pour  de  très-grandes  valeurs  dé  x,  le  numé- 
rateur différant  très-peu  de  x,  et  le  dénominateur  de  6,  la 

fraction  est  à  peu  près  égale  à  = .  Elle  a  des  valeurs  très- 
grandes  et  de  même  signe  que  x. 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  si  Ton  fait  croître  x 
de— ooà  — 1,356,  la  fraction  va  en  croissant  de  —  ooau 

maximum  — 0,462  ;  x  continuant  à  croître  de  — 1,356  à  |> 

0 

la  fraction  va  en  décroissant  de  —  o,45a  à  —00.  Quand  x 
passe  par  la  valeur  ■->  la  fraction  saute  brusquement  de 

—00  à  -f-oo;  x  croissant  ensuite  de  ^  à  3,690,  la  fraction 

décroît  de -f- 00 au  minimum  i,a3o;  x  dépassant  3,690  et 
croissant  jusqu'à +00,  la  fraction  va  en  croissant  de  i,23o 

à+00. 

180.  Question  VIII.  Étudier  la  variation  de  la  fraction 

•     s*  — 5 
*x — 4 
En  égalant  cette  fraction  à  y  et  résolvant  l'équation,  on 
trouve 

x  =  y±\/y*  —  4y  +  5. 
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Le  trinôme  placé  sous  le  radical,  ayant  ses  racines  imagi- 
naires, peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux 

carrés 

.(y-2)»  +  i; 

il  reste  constamment  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  de  y. 
Ainsi  la  quantité  y  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles, 
et  la  fraction  proposée  parcourt  toute  l'échelle  des  gran- 
deurs de  —  ooà+oo. 

La  fraction  saute  brusquement  de  -f-ooà — oo,  quand  x 
passe  par  la  valeur  a.  D'autre  part,  si  l'on  divise  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  par  x,  elle  s'écrit 

5 

x 

x 

.-* 

X 
X 

et  devient  à  peu  près  égale  à  -  pour  de  très-grandes  va- 
leurs de  x,  positives  ou  négatives.  On  conclut  de  là  que, 
quand  *  varie  de — ooà+a,  la  fraction  va  en  augmen- 
tant de— ooà+oo ;x passant  par  la  valeur  a,  la  fraction 
saute  brusquement  de +00 à — 00 ^variant  ensuite  de  a 
à +00,  la  fraction  croît  de  nouveau  de — ooà+oo,  parcou- 
rant une  seconde  fois  toute  l'échelle  des  grandeurs. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  la  fraction  parcourt  deux 
fois  toute  l'échelle  des  grandeurs;  dans  chacun  de  ces 
mouvements,  elle  va  en  augmentant  continuellement  sans 
éprouver  d'alternative  de  décroissance  ;  autrement  elle  pas- 
serait plus  de  deux  fois  par  la  même  valeur  ;  ce  qui  ne 
peut  pas  être,  puisqu'à  une  même  valeur  de  y  ne  corres- 
pondent que  deux  valeurs  de  x. 
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181.  Question  IX.  Les  trois  dernières  questions  ren- 
trent dans  l'étude  de  la  variation  de  la  fraction  rationnelle 

ax*  -\-bx-\-c 
(l)  a'x*  +  à'x+c'' 

Les  exemples  précédents  montrent  les  circonstances  prin- 
cipales qui  peuvent  se  présenter;  cependant  il  est  bon  de 
traiter  la  question  d'une  manière  générale. 

Les  coefficients  a,  b,  c,  a',  *',  c'  étant  supposés  réels,  à 
toute  valeur  réelle  de  la  variable  x  correspond  une  valeur 
réelle  de  la  fraction.  Cherchons  les  valeurs  de  x  qui  corres- 
pondent à  une  valeur  donnée  y  de  la  fraction  ;  nous  avons 
i  résoudre  l'équation  du  second  degré 

ax*  -)-  bx  -\-  c 

ou 

(a)     {a'y-a)x'  +  (b'y-b)x+(c'y-c)=o; 

d'où  Ton  déduit 

,_-(yy-*)±t/(yy-*)^-4(^y-fl)yy-e) 

W     * *(a'y-a) 

La  quantité  placée  sous  le  radical  est  un  polynôme  du  se- 
cond degré  en  y,  que  nous  représenterons  par 
(4)  Ay'  +  By  +  C, 

en  posant,  pour  abréger, 

A=*'f— 4aV  ,  C=b*—  t\ac  ,  B=4(ac'+«0— ***'• 

La  variable  x  étant  réelle,  on  pourra  attribuer  à  y  toutes 

les  valeurs  qui  rendent  le  trinôme  (4)  supérieur  ou  égal  à 

zéro,  et  aucune  autre.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer  : 

i*  Supposons  que  le  coefficient  A  ait  une  valeur  négative. 

La  quantité  Bf — 4ÀCne  pourra  être  négative;  car,  si  cela 

15 
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avait  lieu,  le  trinôme  (4)»  ayant  ses  racines  imaginaires, 
conserverait  le  signede  son  premier  coefficient  A  (n°  161),  et 
par  conséquent  serait  négatif  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  y  :  à  aucune  valeur  réelle  de  y  ne  correspondrait  une  va- 
leur réelle  de  x9  ce  qui  est  impossible,  puisqu'à  toute  valeur 
réelle  de  x  correspond  une  valeur  réelle  de  y.  La  quantité 
Bf — 4AC  sera  donc  supérieure  ou  égale  à  zéro.  Si  cette 
quantité  est  positive,  le  trinôme  (4),  ayant  ses  deux  racines 
y'  et  xf  réelles  et  inégales,  sera  positif  pour  toutes  les  va- 
leurs dey  comprise  entre  \f  et  y",  et  négatif  pour  toutes  les 
autres  valeurs  de  y.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  fraction  y  va- 
riera de  y'  à  y"  ;  la  plus  petite  racine  y1  sera  un  minimum, 
la  plus  grande  y"  un  maximum. 

Il  est  facile  de  le  reconnaître  à  priori  :  la  quantité  A  ou 
b'* — fatc'  étant  négative,  le  trinôme  a'x*-\-b'x-\-c'  ne 
s'annule  pas,  et  par  conséquent  la  fraction  conserve  une  va- 
leur finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x.  Comme  elle 

diffère  très-peu  de  la  quantité  finie  -  pour  les  valeurs  de  x 

très-grandes  numériquement,  on  en  conclut  que  cette  frac- 
tion reste  comprise  entre  deux  limites  finies. 

Si  la  quantité  B* — 4AC  était  nulle,  le  trinôme  (4),  ayant 
ses  racines  égales,  se  mettrait  sous  la  forme  A  (y — y')f  ;  il 
serait  négatif  pour  toutes  les  valeurs  de  y,  excepté  pour 
y=y';  on  ne  pourrait  attribuer  que  cette  seule  valeur  à  la 
fraction,  qui  alors  serait  constante.  Dans  ce  cas,  les  coef- 
ficients des  termes  correspondants  des  deux  trinômes  qui 
composent  la  fraction  sont  proportionnels.  En  effet, 
y  ayant  une  valeur  constante,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  x,  réquation  du  second  degré  (a),  dont  les  coeffl- 
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cients  ont  des  valeurs  constantes,  est  vérifiée  par  une 
infinité  de  valeurs  de  x  ;  il  faut  donc  que  les  trois  coeffi- 
cients soient  nuls  séparément,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

cly  —  a=o  ,  *'y  —  *=o  ,  c'y  —  c=o9 

et  par  suite 

a b_ c 

a'~*'~?# 

Réciproquement,  quand  les  coefficients  des  trinômes 
osf-}-te+<r,  a'x%-\-b'x-\-<f  sont  proportionnels,  la  frac- 
tion a  une  valeur  constante;  car»  si  Ton  a -7=7-,=-,=*, 

a     à      c 

k  étant  la  valeur  de  ces  rapports  égaux,  on  en  déduit  a = ka', 
b=kb'9  c=kc't  et  la  fraction  proposée  devient 

k{a'x*  +  b'x  +  c') 
M  +  Vx  +  tf  " 

On  peut  supprimer  le  facteur  commun  c(x* +b'x+&  ;  alors 
la  fraction  ne  contient  plus  la  variable  x  et  se  réduit  à  une 
constante  h. 

a°  Supposons  maintenant  que  le  coefficient  A  ait  une  va* 
leur  positive.  Si  la  quantité  B1—  4AC  est  positive,  le  tri- 
nôme (4),  ayant  ses  racines  y*  et  y*  réelles  et  inégales,  est 
positif  pour  toutes  les  valeurs  de  y  inférieures  à  la  plus 
petite  racine  t/y  ou  supérieures  à  la  plus  grande  y*,  et 
négatif  pour  toutes  les  valeurs  comprises  entre  les  ra- 
cines. La  fraction  y  prendra  donc  deux  séries  de  valeurs, 
allant,  Tune  de  \f  à— 00,  l'autre  de  \f  k-\-oo\\f  est  le 
maximum  de  la  première  série,  y'  le  minimum  de  la  se- 
conde série.  Le  dénominateur  a'#*  +  6'a? + </  a  ses  racines 
réelles  et  y  devient  infinie  quand  x  passe  par  Tune  de  ces 
racines.     9 


228  LIVRE   III.    —   CHAP.    III. 

Si  la  quantité  B*  — 4  AC  est  inférieure  ou  égale  à  zéro,  le 
trinôme  conserve  une  valeur  positive  pour  toutes  les  va- 
leurs de  y.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  fraction  parcourt  toute 
l'échelle  des  grandeurs  de— ooà+oo. 

3°  Considérons  enfin  le  cas  où  le  coefficient  A  est  nul.  La 
quantité  placée  sous  le  radical  se  réduit  à  un  polynôme  du 
premier  degré  By+C,  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 
B(y— y').  Si  le  coefficient  B  est  positif,  la  fraction  y  prend 
toutes  les  valeurs  supérieures  à  la  valeur  y',  qui  est  un  mi- 
nimum. Si  le  coefficient  B  est  négatif,  y  prend  au  contraire 
toutes  les  valeurs  inférieures  à  la  valeur  y',  qui  est  un 
maximum. 

Le  coefficient  B  pourrait  être  nul  en  même  temps  que  A; 
le  coefficient  C  étant  supérieur  ou  égal  à  zéro,  y  prend 
toutes  les  valeurs  possibles.  Dans  ce  cas,  l'équation  (3) 
devient 

__-(b'y-b)±\fC. 

2{a  y  —  a) 
d'où  l'on  déduit 

y~     *a'x  +  V     ' 

et  l'on  voit  que  la  fraction  proposée  se  réduit  au  premier 
degré  ;  cette  réduction  a  lieu  par  la  suppression  d'un  fac- 
teur commun  du  premier  degré. 

182.  Question  X.  Étant  donnés  deux  cercles  qui  se  cou- 
pent au  point  A,  par  ce  point  on  mène  une  sécante  quelconque 
BC;  étudier  la  variation  du  produit  des  deux  portions  AB  et 
AC  de  cette  sécante.  „ 

Étudions  d'abord  sur  la  figure  la  variation  du  produit 
AB  X  AC.  Faisons  tourner  la  sécante  autour  du  point  A  de 
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droite  à  gauche  ;  si  nous  partons  de  la  position  AD,  où  elle 

est  tangente  au  grand 
cercle,  le  segment  AB 
est  nul,  ainsi  que  le  pro- 
duit; quand  nous  arri- 
vons à  la  position  AE, 
où  elle  est  tangente  au 
petit  cercle,  le  segment 
AC  s'annulant,  le  produit  redevient  nul  ;  dans  l'intervalle  le 
produit  a  donc  passé  par  un  maximum.  Si  nous  continuons 
le  mouvement  dans  le  même  sens  pour  aller  de  la  position 
AE  à  la  position  AD,  le  produit,  partant  de  zéro  pour  re- 
venir à  zéro,  passe  par  un  second  maximum. 

Cherchons  quelle  doit  être  la  position  de  la  sécante  pour 
que  le  produit  des  deux  segments  ait  une  valeur  donnée. 
Supposons  que  la  sécante  occupe  la  position  BG;  des 
centres  0  et  0',  abaissons  sur  cette  sécante  les  perpendicu- 
laire OF,  O'G,  et  du  centre  0'  menons  une  parallèle  O'H 
à  la  sécante.  Appelons  a  et  à  les  rayons  OA,  O'A  des  deux 
cercles,  d  la  distance  00'  des  centres,  xety  les  moitiés  AF, 
AG  des  deux  segments  de  la  sécante,  tyn  le  produit  de  ces 
deux  segments,  on  a  la  première  équation 

(i)  xy=m. 

Le  triangle  rectangle  OO'H  donne 


d*  =  O'H  +  OH  =  (*  +  y)*  +  (OF  -  O'G)»  ; 
si  Ton  développe  les  carrés,  et  si  Ton  observe  que 


.s 


OF  =af  — s»     ,     O'G  =*■  — y1, 
il  vient 


d*  =  a»  +  6f  +  2m  —  a  vV  —  a?1)  (6*  —  y8), 
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d'où 

\Z(a*-x*){b'-y*)=a  +  b^~d'  +  m=A+my 

en  désignant,  pour  abréger,  par  À  la  quantité  connue 

a*  J-  £8  _  & 

— • .  En  élevant  au  carré,  et  développant,  on  a 

a*b*  —  b*x*  —  a*y*  +  x*y*  =  (A  +  m)', 
ou 

(a)         *  V  +  ay  =  a'*1  +  m1  —  (A  +  w)\ 

Les  deux  équations  (1  et  a)  conviennent  aussi  au  cas 
où  la  sécante  occupe  la  position  AB'  ;  seulement,  dans  ce 
cas,  le  segment  AC  étant  porté  en  sens  contraire,  sera 
regardé  comme  négatif,  ainsi  que  le  produit  m.  Dans  le 
triangle  rectangle  OO'H',  le  côté  0'H'  est  égal  à  la  différence 
AF'— AG',  ou  à  la  somme  algébrique  x + y  ;  le  côté  OIT 
est  une  somme  OF'+O'G',  au  lieu  d'être  une  différence 
comme  précédemment  ;  le  signe  placé  devant  le  radical  est 
donc  changé,  mais  l'élévation  au  carré  donne  la  même 
équation  (2).  Puisque,  dans  cette  nouvelle  position  de  la 
sécante,  le  produit  m  est  regardé  comme  négatif,  le  se- 
cond maximum  géométrique  correspond  à  un  minimum 
algébrique.  Ainsi  le  produit  m  variera  entre  un  minimum 
négatif  et  un  maximum  positif. 

Afin  de  rendre  l'équation  (a)  symétrique  par  rapport 
aux  deux  inconnues,  nous  poserons 

bx  =  x'    ,    ay  =  y', 

prenant  pour  inconnues  nouvelles  x'  et  y';  les  équations  (1) 
et  (2)  deviennent  ainsi 

(3)  x'y'  =  abm , 

(4)  x'*  +  y'*  =  a*b*  +  m1  —  (A  +  ro)\ 
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En  opérant  comme  au  n°  i53,  on  en  déduit  le  système 

équivalent 

(x>  +  yy  =  (ab  +  my-(A  +  my, 

(^_yO«  =  (a*-m)f-(A  +  m)% 

d'où  

af  +  y'  =  ±\/(ab  —  A)(aft  + A  +  aro), 

x'  —  y'  =  ±tf(ab+A)(ab  —  A  —  am). 

Si  l'on  remplace  A  par  sa  valeur,  les  deux  expressions 
précédentes  deviennent 

(5)  a/+^=±V[rf,-(«-*),][(«+*),-rf,+4»]. 

(6)  x'-y'=±-^[(a-f6),-d'][rf,-(a-*),-4m]. 

2 

Pour  que  la  question  soit  possible,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  les  deux  radicaux  soient  réels.  Nous  remarquons 
d'abord  que,  puisque  la  distance  des  centres  est  plus  petite 
que  la  somme  des  rayons  et  plus  grande  que  leur  diffé- 
rence, les  deux  quantités 

[a+by  —  (T    ,    d1  —  (a— *)f 

sont  positives;  en  représentant,  pour  abréger,  par  pet  q 
ces  deux  quantités  positives,  on  a 

*  +  !/=±Wq(p  +  tim), 

*— 9'=dt-Vp[q— 4m). 

Le  premier  radical  est  réel,  si  4"'  est  plus  grand  que  — p, 
le  second,  si  fan  est  plus  petit  que  q.  Donc  le  produit  des 
deux  segments  de  la  sécante  varie  du  minimum — p  an 

maximum  -f-  q. 


232  LIVRE   III.   —   CHAP.    III. 

Si  Ton  fait  4m=;9  on  a  x' — y'=o,  et  par  suite  bx  =  ayf 

ù 
'**        CL 

ou  -  =  t;  les  deux  segments  AB  et  AC  étant  proportion- 
y     à 

nels  aux  rayons,  les  deux  triangles  OAB,  O'AC  sont  sem- 
blables, les  rayons  OA,  O'C  sont  parallèles,  et  par  consé- 
quent la  sécante  passe  par  le  centre  de  similitude  externe 
des  deux  cercles.  De  même,  si  Ton  fait  4m= — P>  on  a 
x'+y'=o;  la  sécante  AB'  passe  par  le  centre  de  simili- 
tude interne.  Ainsi  le  produit  acquiert  son  premier  maxi- 
mum, quand  la  sécante  passe  par  le  centre  de  similitude 
externe  ;  il  acquiertson  second  maximum  numérique,  quand 
la  sécante  passe  par  le  centre  de  similitude  interne. 

103.  Question  XI.  Alvéole  des  abeilles.  Étant  donné  un 

prisme  droit  ayant  pour  base  un 
hexagone  régulier,  prenons  sur 
le  prolongement  de  Taxe  O'O  du 
prisme  un  point  arbitraire  S; 
par  ce  point  et  les  trois  côtés  du 
triangle  équilatéral  ACE,  que 
Ton  obtient  en  joignant  deux  à 
deux  les  sommets  de  la  base  su- 
périeure, menons  trois  plans  ;  ces 
plans  détachent  du  prisme  hexa- 
gonal trois  tétraèdres  BACG, 
DCEH,  FAEK,  et  les  remplacent 
par  le  tétraèdre  SACE  placé  au- 
dessus  du  prisme;  nous  formons 
ainsi  le  solide  représenté  par  la  figure  a,  qui  se  termine  à 
sa  partie  supérieure  par  une  sorte  d'hexagone  gauche, 
réunion  des  trois  losanges  qui  aboutissent  au  sommet  S. 
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Il  est  aisé  de  voir  que  le  volume  du  solide  ainsi  formé  est 

constant,  quelle  que  soit  la  po- 
sition du  point  S  sur  le  prolonge- 
ment de  Taxe  du  prisme.  En  effet, 
les  deux  losanges  SAGC,  OABC 
(fig.  1)  ayant  une  diagonale  com- 
mune AC,  les  deux  autres  diago- 
nales SG  et  OB  passent  par  le 
même  point  L,  milieu  de  AC  ;  les 
triangles  rectangles  LBG,  LOS 
sont  égaux,  et  Ton  a  BG=OS. 
Il  en  résulte  que  le  tétraèdre 
GABC  détaché  du  prisme,  et  le 
tétraèdre  ajouté  SAOC,  sont 
égaux,  comme  ayant  leurs  bases 

égales  ABC,  AOC,  et  aussi  leurs  hauteurs  égales  BG  et  OS. 

Ainsi  la  somme  des  trois  parties  détachées  du  prisme  est 

égale  à  la  pyramide  ajoutée  S  ACE. 

Considérons  maintenant  la  surface  du  solide.  Appelons 
a  le  côté  AT$'  de  l'hexagone  régulier,  /  la  longueur  de 
l'arête  AA'  du  prisme  primitif,  x  la  distance  arbitraire  OS. 
La  surface  latérale  du  solide  que  nous  étudions,  se  compo- 
sant de  six  trapèzes  tels  que  AA'B'G,  a  pour  mesure 

3(AA'  +  GB')  X  A'B'=3a(a/— x). 

Les  trois  losanges  qui  terminent  le  solide  ont  pour  me- 
sure 

a  T  4 

Ainsi  la  surface  totale  du  solide,  abstraction  faite  de  la  base 


Fig.  2. 
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inférieure,  a  pour  expression 


Cherchons  la  valeur  de  x  pour  laquelle  cette  surface  est 
égale  à  une  surface  donnée  que,  pour  simplifier,  nous  re- 
présenterons par  3aro  ;  nous  avons  l'équation 


2/  —  #+  y  5x,  +  -— =m, 


ou 


y  3x,  +  -7-=m — 2/-(-x. 


!  4 

I 

A  l'inspection  de  cette  équation,  on  voit  que  le  premier 
membre  étant  plus  grand  que  x,  la  quantité  m  —  2/  est  po- 
sitive ;  si  on  la  représente  par  m\  l'équation  devient 

(1)  \3x*+^=m'+x. 

En  élevant  au  carré,  on  obtient  l'équation  du  second  degré 

(2)  2X*  —  2in'ff-j — m'*=o. 

4 

Les  racines  seront  réelles  si  la  quantité  positive  m' satis- 
fait à  la  condition 

m    >  —  y 

2 

ou  plus  simplement 


a\fi 


Tant  que  Ton  a  m'  <  — — ,  le  produit  étant  positif,  les 
deux  racines  de  l'équation  (2)  sont  positives  et  conviennent 
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à  l'équation  (1);  on  a  deux  solutions  du  problème.  Quand 

on  a  m'= ,  l'une  des  racines  est  nulle,  l'autre  positive  ; 

on  a  encore  deux  solutions,  l'une  d'elles  est  le  prisme  non 

modifié.  Enfin,  quand  on  a  m'> ,  l'une  des  racines  est 

positive,  l'autre  négative  :  la  racine  positive  convient  évi- 
demment à  l'équation  (1);  la  racine  négative  y  convient 
aussi  ;  car  elle  est  comprise  entre  les  deux  quantités  o  et 
—  m' qui,  mises  à  la  place  de  x  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (a),  donnent  des  résultats  de  signes  con- 
traires. Si  l'on  attribue  à  m'  sa  valeur  minimum ,  on 

a 

/— 

a  «=«-7—  •  On  conclut  de  là  que,  si  l'on  fait  varier  x  de  — l 
4 

à  -f  -^—  >  la  surface  va  en  diminuant  continuellement,  et 
4 

qu'elle  augmente  ensuite,  quand  x  croît  de  -+■  -y-  à  +/; 
elle  passe  donc  par  un  minimum  pour  a?=  -— • 

Les  abeilles  construisent  leurs  cellules  sur  ce  plan* 
L'entrée  de  l'alvéole  est  un  hexagone  régulier  A'B'C'D'Ë'F 
(fig.  a)  ;  le  fond  est  formé  de  la  réunion  de  trois  facettes 
planes  inclinées  de  manière  que  la  surface  soit  minimum. 
Il  7  a  ainsi  économie  de  cire.  Les  alvéoles  sont  placées  les 
unes  à  côté  des  autres  en  doubles  rayons,  les  ouvertures 
tournées  en  dehors,  et  les  fonds  se  touchant  exactement, 
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de  manière  qu'il  n'y  ait  pas  d'intervalle  vide  entre  elles  et 
que  chaque  cloison  serve  à.deux  cellules  voisines. 

184.  Question  XII.  Partager  un  nombre  donné  en  plu- 
sieurs parties  de  manière  que  le  produit  de  ces  parties  soit 
maximum. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  l'on  partage  le  nom- 
bre donné  positif  a  en  trois  parties  positives  x,  y,  z,  dont 
chacune  peut  varier  de  o  à  a.  Le  produit,  devenant  nul 
quand  l'un  des  facteurs  est  nul  et  conservant  une  valeur 
finie  positive  dans  cette  étendue,  admet  évidemment  un 
maximum  ;  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ce  maximum  a 
lieu  quand  les  trois  facteurs  sont  égaux  entre  eux,  c'est-à- 
dire  quand  j?=y=z=-.  En  effet,  supposons  que  deux 

des  facteurs,  par  exemple  x  et  y,  diffèrent;  fixons  le  troi- 
sième facteur  z,  et  faisons  varier  les  deux  premiers  facteurs 
xety,  dont  la  somme  a—z  est  alors  constante,  de  ma- 
nière à  les  rendre  égaux  entre  eux;  il  est  clair  que  nous 
augmenterons  le  produit  xy  (n°  167)  et  par  suite  le  pro- 
duit xyz  ;  ainsi,  tant  que  deux  facteurs  diffèrent,  on  peut 
les  modifier  de  manière  à  augmenter  la  valeur  du  pro- 
duit; le  produit  n'arrive  donc  à  sa  valeur  maximum  que 
lorsque  les  trois  facteurs  sont  égaux  entre  eux. 

Question  XIII.  L'aire  d'un  triangle  est  exprimée  par  la 
formule 

V>(j>— a)(p— à){p— c), 
dans  laquelle  a,  *,  c  désignent  les  trois  côtés  et  a/>  le  pé- 
rimètre. Si  l'on  fait  varier  les  côtés  de  manière  que  le  péri- 
mètre reste  constant,  la  somme  des  trois  facteurs  variables 
p — a,  p—b,  v— c  restant  constamment  égale  à  p,  leur 
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produit  sera  maximum  quand  ces  trois  facteurs  seront 
égaux  entre  eux,  c'est-à-dire  quand  a=b=c.  Ainsi,  de  tous 
les  triangles  ayant  même  périmètre,  le  plus  grand  est  le  triangle 
équilatéral. 

188.  Question  XIV.  Étant  données  n  quantités  a,  b, 

c, ,  toute  quantité  plus  grande  que  la  plus  petite  et  plus 

petite  que  la  plus  grande  des  quantités  données  est  dite  une 
moyenne  entre  ces  quantités.  Il  est  clair  que  la  quantité 

a+*+c+ 

n 

est  une  moyenne  entre  les  quantités  données  ;  on  l'appelle 
moyenne  arithmétique.  Supposons  que  les  quantités  données 
soient  toutes  positives,  l'expression 

y  abc 

sera  aussi  une  moyenne  entre  ces  quantités  ;  on  lui  a  donné 
le  nom  de  moyenne  géométrique.  Il  est  aisé  de  démontrer 
que  la  moyen  ne  arithmétique  est  plus  grande  que  la  moyenne 
géométrique.  Nous  voulons  faire  voir  que  l'on  a 

n 
ou,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  n, 

(a+*+wc+ )"><»** 

Le  premier  membre  est  le  produit  de  n  facteurs  égaux 

i  g+   +ct ja  somme  de  ces  facteurs  est 

n 

a+b+c+ ; 

le  second  membre  est  un  produit  de  n  facteurs  inégaux  dont 
la  somme  est  aussi  a+*+c+...;  la  somme  des  facteurs 
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étant  la  même  de  part  et  d  autre,  le  premier  produit, 
dont  tous  les  facteurs  sont  égaux,  est  plus  grand  que  le 
second. 

186.  Remarque.  Dans  la  question  traitée  au  n°  184, 
nous  avons  supposé  que  les  facteurs  variables  et  positifs 
ne  sont  assujettis  qu'à  la  condition  d'avoir  une  somme 
constante  ;  chacun  des  facteurs  varie  de  0  à  a,  et  on  peut 
les  prendre  tous  arbitrairement,  excepté  un.  Dans  ce  cas, 
nous  avons  vu  que  le  produit  est  maximum,  quand  tous  les 
facteurs  sont  égaux.  La  même  propriété  subsiste  quand, 
outre  la  condition  d'avoir  une  somme  constante,  les  fac- 
teurs variables  sont  assujettis  à  vérifier  d'autres  relations, 
pourvu,  toutefois,  que  les  nouvelles  relations  permettent 
de  rendre  tous  les  facteurs  égaux  entre  eux.  Pour  fixer 
les  idées,  bornons-nous  au  cas  de  trois  facteurs,  et  suppo- 
sons que  ces  trois  facteurs  positifs  soient  assujettis  à  véri- 
fier les  deux  conditions 

(1)  *+  y+  *=*> 

(a)  x+*y+3z=b. 

Imaginons  d'abord  que  l'on  fasse  abstraction  de  la  rela- 
tion (2)  et  que  l'on  donne  aux  trois  facteurs  x,  y,  z  tous 
les  systèmes  de  valeurs  positives  qui  vérifient  la  relation  (1); 

a» 
la  plus  grande  valeur  du  produit  xyz  sera  la  valeur  —  t 

ay 

qui  a  lieu  quand  on  fait  x=y=z=-.  Si,  maintenant, 

on  tient  compte  de  la  relation  (a),  il  faudra,  parmi  les  sys- 
tèmes de  valeurs  de  x,  y,  z  qui  vérifient  la  relation  (1), 
prendre  seulement  ceux  qui  vérifient  en  même  temps  la 
relation  (a)  ;  le  produit  xyz  ne  passera  plus  par  toute  la 
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série  des  valeurs  qu'il  avait  précédemment,  mais  seulement 
par  une  partie  d'entre  elles  ;  il  est  évident  que  le  maximum 
de  la  série  partielle  ne  pourra,  dans  aucun  cas,  surpasser  le 
maximum  de  la  série  totale  considérée  précédemment;  le 
plus  souvent  même  il  sera  moindre.  Si  les  trois  facteurs 
peuvent  devenir  égaux  entre  eux,  ce  qui  a  lieu  quand  ô=aa, 


a8 


le  produit  acquerra  la  valeur  maximum  —  ;  mais  si  b  dif- 

27 

fère  de  aa,  les  trois  facteurs  ne  pouvant  être  rendus  égaux 


a* 


«ntre  eux,  le  produit  n'atteindra  pas  la  valeur  —  ;  son 

3  *7 

CL 

maximum  sera  plus  petit  que  —  ;  dans  ce  cas,  pour  déter- 
miner le  maximum,  il  faut  recourir  à  une  autre  méthode 
qui  sera  exposée  dans  le  Cours  de  mathématiques  spéciales. 

187.  Question  XV.  Partager  le  nombre  a  en  deux  parties 
x  et  y  telles  que  le  produit  #*  y"  soit  maximum. 

Nous  pouvons  écrire  ce  produit  sous  la  forme 

:p"y,=wimnw —  x  *-z* 
*  mm      n* 

Faisons  abstraction  du  facteur  constant  mm  nn,  et  considé- 
rons seulement  l'expression  variable 

x™      y* 

mm        nn 

que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

*  *       vy  y 

—  •  -—•••••  pç  — .  —  ••••• 
mm  n   n 

x 
Cest  le  produit  de  ro-j-n  facteurs,  dont  m  sont  égaux  à  —  > 

et  n  égaux  à  -  ;  la  somme  de  tous  ces  facteurs 

x  1    y 

m  —  +  n- 
m        n 
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est  constante,  puisque  x  +  y =a;  d'ailleurs  tous  ces  fac- 
teurs peuvent  être  rendus  égaux  entre  eux  ;  donc  le  pro- 
duit acquerra  sa  valeur  maximum,  quand  tous  les  facteurs 
seront  égaux  entre  eux,  c'est-à-dire  quand  on  aura 

-  =  l. 
m      n 

Ainsi  il  faut  partager  le  nombre  a  en  deux  parties  propor- 
tionnelles aux  deux  exposants  m  etn. 

188.  Question  XVI.  Étant  donnée  une  feuille  de  carton 

carrée  ABCD,  si  après  avoir  mené  des 
parallèles  aux  quatre  côtés  à  la  même 
distance  on  enlève  les  petits  carrés 
dans  les  angles  et  qu'on  relève  les 
portions  rectangulaires  telles  que 
EKLF,  on  forme  une  boîte  à  fond 
carré  EFGH.  Appelons  2a  le  côté  AB 
de  la  feuille  de  carton  et  x  la  distance  AK  à  laquelle  on 
trace  les  parallèles  ;  la  boîte  a  pour  base  un  carré  dont  le 
côté  EF  est  2a  —  *x  ou  2  (a  — x);  sa  hauteur  est  x;  le  vo- 
lume a  pour  expression 

4(a — x)*x. 

Quand  x  varie  de  0  à  a,  le  volume,  qui  est  nul  pour  x=o, 
augmente  d'abord,  pour  diminuer  ensuite  et  redevenir  nul; 
il  passe  donc  par  un  maximum  ;  la  somme  des  deux  fac- 
teurs variables  a — x  et  x  étant  constante,  ce  maximum 
aura  lieu  quand  ces  deux  facteurs  seront  proportionnels 
aux  exposants  2  et  1 ,  c'est-à-dire  quand  on  aura 


1 

> 

C 

U                      G 
E                     F 

1       «       1 

i 

i 

k                         1 

• 

B 

a — x 


x 
—  * 
1 
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,  a 

d'où  x=z' 

Ainsi,  pour  obtenir  la  boîte  la  plus  grande,  il  faut  partager 
le  côté  AB  en  six  parties  égales  et  mener  les  parallèles  par 
les  premiers  points  de  division. 

189.  Question  XVII.  Quel  est  le  plus  grand  des  cylindres 
circulaires  droits  qui  ont  une  surface  donnée  ? 

Appelons  x  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  et  y  la 
hauteur;  désignons  par  a*a*  la  surface  totale  et  par  V  le 
volume  ;  on  a 

(i)  x%+xy=a\ 

(a)  V=*x*y. 

Si,  dans  l'expression  du  volume,  on  remplace  y  par  sa 

valeur 

a*— #* 

(3)  y=—> 

tirée  de  l'équation  (1),  il  vient 

(4)  V=icx(af—  xf). 

L'équation  (3)  fait  voir  que  x  peut  varier  de  o  à  a  ;  le 
volume,  partant  de  zéro  pour  revenir  à  zéro  et  conservant 
une  valeur  finie,  passe  nécessairement  par  un  maximum. 
Le  volume  aura  sa  plus  grande  valeur,  quand  le  produit 
s(a'—  x*),  ou  son  carré  x*(a* — #*)*,  sera  maximum.  En 
regardant  x%  comme  la  variable,  nous  avons  deux  facteurs 
variables  x%  et  a* — x*t  dont  la  somme  est  constante;  le 
maximum  a  lieu  quand  ces  facteurs  sont  proportionnels  aux 
exposants  i  et  a,  c'est-à-dire  quand  on  a 

xt_at—xi_a\  . 

1  2  3  ' 

a  va 
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Ainsi,  de  tous  les  cylindres  de  même  surface  totale,  le 
plus  grand  est  celui  dont  la  hauteur  égale  le  diamètre  de 
la  base. 

190.  Remarque*.  Un  grand  nombre  de  questions  de 
maximum  et  de  minimum  se  correspondent  deux  à  deux, 
de  telle  sorte  qu'à  un  maximum  dans  l'une  se  rapporte  un 
minimum  dans  l'autre.  Soient  u  et  v  deux  quantités  varia- 
bles, telles  qu'à  chaque  valeur  de  u  correspondent  une  série 
de  valeurs  de  v  et  à  chaque  valeur  de  v  une  série  de  valeurs 
de  «.  Appelons  b  la  plus  grande  des  valeurs  de  v  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  a  de  u,  et  V  la  plus  grande  des 
valeurs  de  v  qui  correspondent  à  une  autre  valeur  a!  de  u  ; 
nous  supposons  que,  si  la  seconde  valeur  a!  attribuée  à  u 
est  plus  petite  que  a,  le  second  maximum  V  est  plus  petit 
que  le  premier  b.  Inversement,  je  dis  que  a  est  la  plus 
petite  des  valeurs  de  u  qui  correspondent  à  la  valeur  b 
attribuée  à  v.  On  remarque  d'abord  que  a  est  Tune  de  ces 
valeurs;  d'autre  part,  il  est  impossible  que  u  prenne  une 
valeur  a1  plus  petite  que  a  ;  car  les  valeurs  de  v  qui  cor- 
respondent à  cette  valeur  a'  de  u  étant  toutes  égales  ou 
inférieures  à  la  quantité  V  qui  est  plus  petite  que  b9  au- 
cune d'elles  n'est  égale  à  b. 

De  même,  appelons  b  la  plus  petite  des  valeurs  de  v  qui 
correspondent  à  une  valeur  a  de  t#,  et  b'  la  plus  petite  des 
valeurs  de  v  qui  correspondent  à  une  autre  valeur  a!  de  t*  ; 
nous  supposons  que,  si  a!  est  plus  grand  que  a,  le  second 
minimum  b'  est  plus  grand  que  le  premier  b.  On  démontrera 
de  la  même  manière  que,  inversement,  a  est  la  plus  grande 
des  valeurs  de  u  qui  correspondent  à  la  valeur  b  de  t;. 

Ainsi,  quand  les  deux  quantités  variables  u  et  v  ont  des 
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valeurs  a  et  b,  telles  que  b  soit  la  plus  petite  ou  la  plus 
grande  des  valeurs  de  v  qui  correspondent  à  la  valeur  a  de  m, 
si  b  augmente  ou  diminue  avec  a,  inversement  a  est  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  des  valeurs  de  u  qui  correspondent 
à  la  valeur  b  de  v. 

Supposons,  par  exemple,  que  u  et  v  désignent  le  périmètre 
et  la  surface  d'un  rectangle.  Comme  il  existe  une  infinité  de 
rectangles  ayant  même  périmètre,  à  une  même  valeur  du 
périmètre  u  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  la 
surface  v.  De  même,  comme  il  existe  une  infinité  de  rec- 
tangles ayant  la  même  surface,  à  une  même  valeur  de  v 
correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  u.  Nous  avons  vu 
(n*  168)  que,  de  tous  les  rectangles  ayant  même  périmètre  a, 
le  plus  grand  est  le  carré  ;  appelons  b  Taire  de  ce  carré  ;  il 
est  évident,  d'ailleurs,  que  l'aire  b  du  carré  diminue  avec 
son  périmètre  a.  On  en  conclut  que,  inversement,  de  tous 
les  rectangles  qui  ont  même  surface  b,  ce  carré  est  celui  qui 
a  le  plus  petit  périmètre  a. 

Nous  avons  vu  aussi  (n°  184)  que,  de  tous  les  triangles  de 
même  périmètre,  le  triangle  équilatéral  est  le  plus  grand. 
D'ailleurs  l'aire  du  triangle  équilatéral  diminue  avec  son 
périmètre.  On  en  conclut  que,  de  tous  les  triangles  de  même 
surface,  le  triangle  équilatéral  est  celui  qui  a  le  plus  petit 
périmètre. 

Nous  avons  supposé,  dans  la  démonstration  du  théorème 
précédent,  que  b  augmente  ou  diminue  avec  a  ;  si  b  aug- 
mentait quand  a  diminue,  on  considérerait  les  quantités  va- 
riables v  et  - .  A  un  maximum  de  v  correspondrait  un  mi- 
nimum de  - ,  et  par  suite  un  maximum  de  « • 
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CHAPITRE    IV 


EQUATIONS   REDUCTIBLES   AU   SECOND   DEGRE. 


Équations  bicarrées. 

191.  On  nomme  équations  bicarrées  des  équations  du 
quatrième  degré  qui  ne  renferment  que  les  puissances 
paires  de  l'inconnue.  La  forme  générale  de  l'équation  bi- 
carrée est 

(1)  aa:*  +  *x2  +  c  =  0* 

Si  l'on  pose  x*=y,  prenant  pour  inconnue  nouvelle  y, 
l'équation  se  ramène  à  l'équation  du  second  degré 

(a)  ay*  +  by  +  c  =  o. 

On  en  déduit  

—  b  dbv^*1— 4oc 
*  aa 

Mais  comme  s=± /y,  on  a  finalement 

_,%/—  b±\/V^âc 

x=±  y • 

aa 

Chacune  des  deux  valeurs  de  y  donne  pour  x  deux  va* 
leurs  égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi  l'équation  bicar- 
rée admet  quatre  racines,  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires. 

Si  l'équation  (a)  a  ses  deux  racines  réelles  et  positives, 
l'équation  (1)  a  ses  quatre  racines  réelles.  Si  l'une  des 
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racines  de  l'équation  (a)  est  positive,  l'autre  négative,  l'é- 
quation (1)  admet  deux  racines  réelles  et  deux  imagi- 
naires. Si  les  deux  racines  de  l'équation  (2)  sont  négatives 
ou  imaginaires,  les  quatre  racines  de  l'équation  (1)  sont 
imaginaires. 

Exemples. 

192.  Question  I.  Résoudre  les  deux  équations 
(1)  xy  =  6, 

(a)  y*  —  x%  =  5. 

En  tirant  de  la  première 

et  substituant  dans  la  seconde,  on  arrive  à  l'équation  du 
quatrième  degré  bicarrée 

(4)  x4  +  5x»  —  36  =  o. 

Le  système  des  deux  équations  proposées  est  équivalent 
au  système  des  deux  équations  (3)  et  (4)* 

Les  deux  valeurs  de  x*,  déduites  de  l'équation  (4),  sont 
réelles,  l'une  positive  4,  l'autre  négative — 9;  la  valeur 
positive  donne  pour  x  deux  racines  réelles 

x  =  ±a;    d'où    y=±3; 
la  valeur  négative  donne  deux  racines  imaginaires 

x=±3t,    d'où    y  =  — -==:j:2t. 

193.  Question  II.  Déterminer  un  cône  circulaire  droit, 
connaissant  sa  surface  totale  et  son  volume. 

Désignons  par  x  le  rayon  de  la  base,  par  y  le  côté,  et 

représentons  par  4*a*  la  surface  et  par  |  w£8  le  volume  du 
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cône,  nous  avons  les  deux  équations 
(1)  x*  -\-xy  =  katy 

(a)         x*\/y*  —  xi=^bi. 

Si,  dans  la  seconde  équation,  on  remplace  y  par  sa  valeur 

ha*  —  xl 

(3)  y=— — • 

tirée  de  la  première,  on  obtient  l'équation 

(4)  ax  i/4fll  —  aa?*  =  2Ô.3. 

Le  système  des  deux  équations  (i)  et  (a)  est  équivalent  au 
système  des  deux  équations  (3)  et  (4).  En  élevant  au  carré 
les  deux  membres  de  cette  dernière,  on  arrive  à  l'équation 

bicarrée 

(5)  a*xk  —  aa4#2  +  aà6  =  o. 

Les  deux  valeurs  de  x*  seront  réelles  et  positives,  si 

la  condition  6e < — est  remplie;   on  en  déduit  pour  x 

quatre  valeurs  réelles,  deux  positives,  deux  négatives; 
nous  ne  prendrons  que  les  deux  valeurs  positives.  Chacune 
d'elles  vérifiant  l'équation  (4)  et  rendant  le  radical  réel,  est 

moindre  que  a  /a,  et  par  suite  donne  pour  y  une  valeur 
positive  plus  grande  que  x;  on  a  ainsi  deux  solutions 

du  problème.  Quand  66= — ,  les  deux  racines  devien- 
nent égales  et  l'on  a  x  =  a ,  y =3a. 

Si  l'on  suppose  que  la  surface  totale  du  cône  soit  con- 
stante et  que  l'on  fasse  varier  le  volume,  on  voit  que  le 
volume  acquiert  sa  valeur  maximum,  quand  le  côté  du 
cône  est  égal  à  trois  fois  le  rayon  de  la  base. 

Au  reste,  l'étude  de  la  variation  du  volume  se  ramène  à 
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celle  d'un  polynôme  du  second  degré.  On  a,  en  effet, 
2Ô«  =  a*(za*x*  —  x>)  =a}[aK  —  (a*  —  *■)■]. 

Quand  x  croît  de  o  à  a,  et  de  a  à  a  y/â ,  le  volume  aug- 
mente de  zéro  à  sa  valeur  maximum  pour  diminuer  ensuite 
jusqu'à  zéro. 

194.  Question  III.  Dans  une  sphère  donnée,  inscrire  un 
cylindre  ayant  une  surface  totale  donnée. 

Appelons  r  le  rayon  de  la  sphère,  x  le  rayon  de  la  base 
du  cylindre,  ay  sa  hauteur,  et  représentons  la  surface  to- 
tale par  4*a8.  Nous  aurons  les  deux  équations 

(i)  x*+y*  =  r*, 

(a)  aiwr,-(-4TCry  =  47ca1. 

Si,  dans  la  première  équation,  on  substitue  la  valeur 


(3)  y= 


ao*  —  x1 


2X 

tirée  de  la  seconde,  on  arrive  à  l'équation  bicarrée 

(4)  5a?4  —  4(a»  +  r*)x*  +  4a4 = o. 

Le  système  des  deux  équations  (1)  et  (a)  est  équivalent  au 
système  des  deux  équations  (3)  et  (4).  De  la  dernière  on 
déduit 

(5)  T= \A(fl>  +  r>)  ±  «•(Â'T^)' -  5a4. 

La  valeur  de  x  devant  être  positive,  il  est  inutile  d'écrire 
le  signe  ±  devant  le  grand  radical. 

Pour  que  l'équation  (4),  du  second  degré  en  x1,  ait  ses 
racines  réelles,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait 

(a*  +  r*)*>5a4, 
ou 

û*  +  rs  >  a1  \/S. 
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Il  en  résulte  la  condition 


a'<  — 


r1 


t/5  —  i 
ou 

flt<!lM±i). 

^        4 

Si  cette  condition  est  remplie,  les  deux  valeurs  de  x*  sont 
réelles  et  positives.  Appelons  x'*  la  plus  petite,  af*  la  plus 
grande. 

Si  Ton  substitue  chacune  de  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (3),  on  a  pour  y  deux  valeurs  correspondantes  y'  et 
y*.  Mais  la  valeur  de  y  doit  aussi  être  positive  ;  il  faut  donc 
que  Ton  ait 

x*<Z  aa*. 

Quand  on  remplace  x*  par  aa*,  le  premier  membre  de  l*é- 

r' 
quation  (4)  devient  égal  à  8a*(aa'  —  r*).  Si  a*<— ,  le  ré- 
sultat étant  négatif,  la  plus  petite  racine  x'%  est  inférieure 
à  aa1  et  donne  une  solution  du  problème  ;  la  plus  grande, 
étant  supérieure  à  sa',  ne  convient  pas  à  la  question.  Si 

r* 
a*>— »  les  deux  racines  sont  toutes  deux  ou  inférieures, 
a 

ou  supérieures  à  aa1;  mais  elles  ne  peuvent  être  supérieures 

Aa* 
à  aa*,  puisque  leur  produit  est  égal  à  ~-  ;  donc  elles  sont 

D 

inférieures  à  aas,  et  donnent  deux  solutions  de  la  question. 

En  résumé,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut 

que  la  surface  totale  du  cylindre  soit  plus  petite  que 

«r'(v/5-|-  i).  Si  cette  surface  est  plus  petite  que  aitr1,  le. 
problème  admet  une  solution  ;  si  la  surface  est  plus  grande 
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que  21er9,  tout  en  étant  moindre  que  le  maximum,  le  pro- 
blème admet  deux  solutions. 

On  voit  par  là  que,  lorsqu'on  fait  varier  le  rayon  x  du 
cylindre  de  o  à  r,  la  surface  augmente  de  c  au  maximum 

*r%()/5  -f-  Oi  P°ur  diminuer  ensuite  de  ce  maximum  à  arcr*. 


Transformation  des  expressions  de  la  forme  Vaàz\/b\ 

195.  Les  quantités  irrationnelles  de  cette  forme  provien- 
nent, comme  nous  l'avons  vu,  des  équations  bicarrées  ;  il  est 
possible  quelquefois  de  les  transformer  en  une  somme  ou 
en  une  différence  de  deux  radicaux  simples,  et  ceci  offre 
un  certain  avantage  en  rendant  le  calcul  plus  simple  et 
plus  facile.  Nous  allons  d'abord  établir  un  principe  qui  nous 
servira. 

Lorsque  deux   quantités   incommensurables  de  la  forme 

adtz^b,  les  lettres  a  et  b  désignant  deux  quantités  commen- 
surables, sont  égales,  les  parties  commensurables  sont  égales, 
ainsi  que  les  parties  incommensurables.  Je  dis,  par  exemple, 

que  l'égalité 

a  +  ]/b  =  a'  +  \fb; 

dans  laquelle  les  lettres  a  et  a1  désignent  des  quantités  com- 
mensurables positives  ou  négatives,  b  et  V  des  quantités 
commensurables  positives  non  carrés  parfaits,  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  Ton  a  séparément  a=a\  b=b'.  En  effet, 
de  l'égalité  précédente,  on  déduit 

v/ï*=(a'-a)  +  t/S\ 
et,  en  élevant  au  carré  les  deux  membres. 

-     *=(a'—  fl)J  +  A'  +  2(fl'—  a)tff. 
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Si  a  était  différente  de  a',  on  aurait 

a(a  —  a) 

et  la  quantité  incommensurable  tfb'  serait  égale  à  une  quan- 
tité commensurable,  ce  qui  est  impossible.  11  faut  donc  que 
l'on  ait  a=a';  mais  alors  on  a  aussi  b=b'. 

i  96.  Proposons-nous  maintenant  de  transformer  l'expres- 
sion Va+V^  dans  laquelle  a  et  b  désignent  des  nombres  . 
positifs  commensurables,  en  une  somme  de  deux  radicaux 
simples.  Posons 

Va  +  \/b  =  v/ï+  v/yT 
Nous  voulons  que  les  d^ux  nombres  positifs  cherchés  x  et  y 
soient  commensurables.  En  élevant  les  deux  membres  au 
carré,  on  a 

a-\-^b  =  x-{-y-{-  Wzy- 
En  vertu  du  principe  que  nous  venons  d'établir,  cette  éga- 
lité ne  peut  avoir  lieu  que  si  Ton  a  séparément 

x  +  y  =  a, 

Nous  connaissons  la  somme  et  le  produit  des  deux  incon- 
nues ;  ces  deux  inconnues  sont  donc  les  racines  de  l'équa- 
tion du  second  degré 

u* — au-}--  =  o, 

d'où  

azttfa*  —  b 
u  = 1 . 

Les  nombres  cherchés  sont  commensurables  lorsque  la 
quantité  a*  —  b  est  un  carré  parfait.  En  désignant  par  k1 
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ce  carré,  on  a  ainsi 

La  transformation  de  l'expression  Va  —  \fl  s'effectuera 
de  la  même  manière.  On  posera 

Va— -i/à  =  ^x  —  sjy\ 
d'où  l'on  déduit 

a  —  Vb  =  x  +  y  —  Wxy, 
et  par  suite 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  les  mêmes  que  précédem- 
ment. La  transformation  sera  possible  si  la  quantité  a' — b 
est  un  carré  parfait.  En  désignant  par  k%  ce  carré,  on  a 


*        a  T       a 

Applications.  i°  Transformer  l'expression  V7  +  /Î3. 
La  quantité  71  — 13  ou  36  étant  égale  au  carré  de  6,  la 
transformation  est  pcssible  et  Ton  a 

*       a  a  a  a  a 

a°  Transformer  l'expression  V6  —  ay/5.  On  la  mettra 

sous  la  forme  V  6 — V^ô,  en  faisant  passer  le  facteur  a 
sous  le  radical.  La  quantité  6S  —  ao  ou  16  étant  égale  au 
carré  de  4,  la  transformation  est  possible  et  l'on  a 


v'e^^v/— -\/— =v^-»- 
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Équations  trinômes. 

197.  Considérons  une  équation  de  la  forme 
(1)  ar,w  +  tom  +  c  =  o. 

En  posant  x"*=y,  on  est  ramené  à  l'équation  du  second 
degré 

(a)  ay'  +  by+c  =  o. 

Une  fois  les  valeurs  de  y  connues,  çn  obtient  celle  de  x 
par  la  formule 

(3)      '  x=Vy. 

Il  y  a  plusieurs  cas  à  examiner: 

i°  Si  l'indice  m  est  pair,  toute  valeur  positive  de  y  donne 
pour  x  deux  valeurs  réelles,  égales  et  de  signes  contraires. 
Mais  une  valeur  négative  de  y  ne  donae  pour  x  que  des  va- 
leurs imaginaires  ;  car  les  puissances  paires  des  quantités 
réelles,  positives  ou  négatives,  sont  toujours  positives. 
C'est  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  résolution  des  équations 
bicarrées. 

a0  Si  m  est  impair,  toute  valeur  réelle  de  y  donne  pour  x 
une  valeur  réelle  de  même  signe  et  une  seule.  Soit,  par 
exemple,  l'équation 

xe — 19s'  —  ai6  =  o; 

l'équation  du  second  degré 

y2— îgy  — ai6  =  o, 

que  l'on  obtient  en  posant#8=y,  a  pour  racines — 8  et+a?; 
l'équation  proposée  admet  les  deux  racines  réelles— a  et+3. 
Outre  les  racines  réelles  dont  nous  venons  de  parler, 
l'équation  admet  encore  des  racines  imaginaires,  dont  il 
sera  question  dans  le  cours  de  mathématiques  spéciales. 
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Exeroioes  sur  le  Livre  III. 

Question  I.  Trouver  Je  point  également  éclairé  par  deux  lumiè- 
res sur  la  droite  qui  les  joint. 

Question  II.  Partager  un  trapèze  en  deux  parties  équivalentes 
par  une  droite  parallèle  aux  deux  bases. 

Question  III.  Dans  un  cercle,  inscrire  un  rectangle  ayant  une  aire 
donnée.  —  Maximum  de  ce  rectangle. 
Réponse  :  Le  rectangle  maximum  est  le  carré. 

Qcbstion  IV.  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connais- 
sant le  périmètre  et  la  surface. 

Question  Y.  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connais- 
sant l'hypoténuse  et  la  somme  que  l'on  obtient  en  ajoutant  la  hau- 
teur aux  deux  côtés  de  l'angle  droit. 

Question  VI.  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connais- 
sant la  hauteur  et  la  somme  des  côtés  de  l'angle  droit. 

Question  VII.  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connais- 
sant le  périmètre  et  la  somme  de  l'hypoténuse  et  de  la  hauteur. 

Question  VIII.  Couper  une  sphère  par  un  plan,  de  telle  sorte 
que  le  segment  détaché  ait  un  volume  égal  à  celui  du  cône  qui  a 
pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  pour  base  la  section  faite 
dans  la  sphère  par  le  plan. 

Réponse  ;  On  mènera  le  plan  sécant  à  une  distance  du  centre 
égal  au  plus  grand  segment  du  rayon  partagé  en  moyenne  et  ex- 
trême raison. 

Question  IX.  Dans  un  cône  droit,  inscrire  un  cylindre  ayant  une 
surface  latérale  donnée.  —  Maximum  de  cette  surface. 

Réponse  :  La  surface  latérale  est  maximum  quand  la  hauteur  du 
cylindre  est  moitié  de  celle  du  cône. 

Question  X.  Dans  un  triangle  isocèle,  inscrire  un  rectangle  ayant 
une  surface  donnée. 

Question  XL  Circonscrire  à  un  rectangle  un  triangle  isocèle 
ayant  une  surface  donnée. 
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Question  XII.  Déterminer  un  triangle  isocèle,  connaissant  les 
deux  côtés  égaux  et  la  surface. 

Question  XIII.  Un  hexagone  est  formé  par  des  triangles  isocèles 
égaux,  placés  sur  les  côtés  d'un  triangle  équilatéral.  Déterminer 
cet  hexagone,  connaissant  le  périmètre  et  la  surface. 

Question  XIV.  On  forme  un  octogone  en  enlevant  sur  les  angles 
d'un  carré  quatre  triangles  rectangles  isocèles  égaux  ;  déterminer 
cet  octogone,  connaissant  le  périmètre  et  la  surface. 

Question  XV.  Déterminer  un  secteur  circulaire,  connaissant  le 
périmètre  et  la  surface. 

Question  XVI.  Étant  donné  un  prisme  droit  à  base  carrée,  on 
joint  deux  à  deux  les  milieux  des  côtés  de  la  base  supérieure  ;  par 
un  point  pris  sur  le  prolongement  de  Taxe  du  prisme  et  les  quatre 
côtés  du  carré  inscrit,  on  mène  des  plans  qui  détachent  du  prisme 
quatre  tétraèdres,  et  qui  les  remplacent  par  une  pyramide  à  base 
carrée  placée  au-dessus  du  prisme.  Démontrer  que  le  volume  du 
solide  ainsi  formé  est  constant,  et  déterminer  la  position  du  som- 
met sur  Taxe,  de  manière  que  la  surface  ait  une  valeur  donnée. 

Question  XVII.  Étant  donnés  un  cercle,  un  point  A  sur  la  cir- 
conférence, un  point  B  sur  le  diamètre  qui  passe  en  A,  on  joint 
les  deux  points  fixes  A  et  B  à  un  point  quelconque  M  de  la  circon- 
férence ;  déterminer  la  position  du  point  M  de  manière  que  la  ligne 
brisée  AM+MB  ait  une  longueur  donnée. 

Question  XVIII.  Étant  donné  un  vase  cylindrique  plein  d'air, 
dans  lequel  pénètre  un  tube  vertical,  par  le  tube  on  verse  une  cer- 
taine quantité  d'eau;  déterminer  la  hauteur  à  laquelle  s'élèvera  le 
niveau  de  l'eau  dans  le  vase  et  dans  le  tube. 

Question  XIX.  Déterminer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  con- 
naissant le  périmètre  et  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  les 
deux  côtés  de  l'angle  droit  tournant  autour  de  l'hypoténuse. 

Question  XX.  Dans  un  demi-cercle,  inscrire  un  trapèze  de  péri- 
mètre donné.  —  Maximum  de  ce  périmètre. 

Question  XXI.  Circonscrire  à  une  sphère  un  cône  dont  la  base 
repose  sur  un  plan  diamétral  et  qui  ait  une  surface  donnée.  — 
Minimum  de  cette  surface. 

Réponse  ;  Le  cône  dont  la  surface  totale  est  minimum  est  celui 
qui  a  pour  section  un  triangle  équilatéral.  Cette  surface  minimum 
égale  celle  de  la  sphère. 
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Question  XXII.  Un  cercle  étant  inscrit  dans  on  angle  droit,  me- 
ner à  ce  cercle  une  tangente  telle  que  le  triangle  ainsi  formé  ait  une 
surface  donnée.  —  Minimum  et  maximum  de  cette  surface. 

Question  XXIII.  Par  un  point  donné  dans  l'intérieur  d'un  cercle, 
mener  deux  cordes  rectangulaires  telles  qu'en  joignant  leurs  extré- 
mités on  forme  un  quadrilatère  ayant  une  aire  donnée. 

Question  XXIV.  Avec  un  levier  pesant  de  seconde  espèce,  on  veut 
soulever  un  poids  donné  appliqué  à  un  point  donné.  Quelle  longueur 
faut-il  donner  an  levier  pour  que  la  puissance  soit  minimum,  en 
tenant  compte  du  poids  du  levier? 

Question  XXV.  Cône  maximum  inscrit  dans  une  sphère. 

Question  XXVI.  Triangle  isocèle  maximum  inscrit  dans  un  cercle. 

Question  XXVII.  On  commence  à  faire  mouvoir  le  piston  d'une 
pompe  aspirante.  Trouver  à  quelle  hauteur  s'élèvera  l'eau  dans  le 
tuyau  d'aspiration,  après  le  premier,  le  second,  le  troisième...  coup 
de  piston. 

Application  numérique.  La  section  du  corps  de  pompe  est  de 
0,0 1  mètre  carré,  celle  du  tuyau  d'aspiration  de  0,002  ;  la  course 
du  piston  de  om,4>  la  longueur  du  tuyau  d'aspiration  de  8  mètres. 
On  représentera  la  pression  atmosphérique  par  une  colonne  de 
.im,33o. 

On  trouvera  pour  l'élévation  de  l'eau,  après  chaque  coup  de 
piston  : 

métro».  ***»•• 

i»rcoup i><>7     I,07 


Z*     — i>°9 


Q«     _ 1,08 a>i6 

, 5,a5 

4«     x,ix     4>3o 

5*     — 

€•     — 


— 1,14 5>5° 

_ 1,18 6,68 

7«     —  .  .  . 1,29 7>97 

La  pompe  fonctionnera  après  le  huitième  coup  de  piston. 
Question  XXVHL  Dans  une  sphère,  mener  un  plan  BC  tel  que  le 
▼olume  du  cône  circonscrit  ABC  soit  divisé  en  deux  parties  égales 
par  la  calotte  BDC.  Plus  généralement  dans  un  rapport  clonné. 
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PROGRESSIONS    ARITHMETIQUES 


Définition. 

198.  On  appelle  progression  arithmétique  une  suite  de 
quantités  telles  que  la  différence  entre  deux  quantités  con- 
sécutives est  constante.  Ces  diverses  quantités  sont  les 
termes  de  la  progression.  L'excès  d'un  terme  quelconque 
sur  le  précédent  se  nomme  raison  de  la  progression. 

La  progression  est  croissante,  lorsque  les  termes  vont  en 
augmentant.  Dans  ce  cas,  la  raison  est  positive.  Ainsi  la 
progression  croissante 

a  pour  raison +3. 

Au  contraire,  la  progression  est  décroissante,  lorsque  les 
termes  vont  en  diminuant.  Dans  ce  cas,  la  raison  est  néga- 
tive. Ainsi  la  progression  décroissante 

-f  20  .  17  .  14  •  11 .  8  .  5 .  a 

a  pour  raison  — 3. 
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199.  Théorème  I.  Dans  une  progression  arithmétique,  un 
terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier  plus  autant  de  fois 
la  raison  qu'il  y  a  de  termes  atoànt  lui. 

Appelons  a,  b,  c,  d, les  différents  termes  de  la  pro- 
gression, r  la  raison.  D'après  la  définition  même  de  la  pro- 
gression, le  second  terme  est  égal  au  premier,  plus  la  raison, 

b  =  a-\-r. 
Le  troisième  terme  est  égal  au  second  plus  la  raison,  et,  par 
conséquent,  au  premier  plus  deux  fois  la  raison, 

Le  quatrième  terme  est  égal  au  troisième  plus  la  raison,  et, 

par  conséquent,  au  premier  plus  trois  fois  la  raison, 

d  =  c  -f-  r  =  a  -f-  ar  -f-  r  =  a  -f-  3r , 

et  ainsi  de  suite.  En  général,  le  terme  qui  occupe  le  ne  rang, 

et  qui  par  conséquent  en  a  n — i  avant  lui,  est 

(1)  fl  +  (w — 0r« 

Ainsi  la  progression  arithmétique  peut  être  mise  sous  la 

forme 

-î-a.a  +  r  ,a-{-zr.a-{-5r 

800.  Remarque.  Les  termes  d'une  progression  arithméti- 
que croissante  augmentent  indéfiniment,  dé  manière  à  deve- 
nir plus  grands  que  toute  quantité  donnée.  En  effet,  le  terme 
de  rang  n  sera  plus  grand  que  la  quantité  donnée  A,  si  Ton  à 

a  +  {n  —  i)r>A, 
ou 

(n— i)r>A  —  a,  > 

et,  en  divisant  par  le  nombre  positif  r, 

A  — a 


n-\> 


r 


'   ^  À  — a 
n> —   -  +1. 

r 


i' 
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J^ & 

Ainsi,  dès  que  le  rang  surpasse  la  quantité f-  »,  le 

terme  surpasse  la  quantité  A,  si  grande  qu'elle  soit. 

Considérons,  par  exemple,  la  progression  croissante  in- 
définie 

•  2.5.8.1 l..«.» 

Pour  avoir  un  terme  plus  grand  que  1000,  on  prendra 

w    1000  —  a  , 

»>— 3— +i, 

c'est-à-dire 

n>333  +  ?. 
3 

Le  334*  terme  est  plus  grand  que  1000. 

SOI.  Insérer  entre  deux  quantités  données  un  certain  nombre 
de  moyens  arithmétiques.  On  appelle  moyens  arithmétiques, 
insérés  entre  deux  quantités  données,  des  quantités  qui 
forment  une  progression  arithmétique  dont  les  deux  quan- 
tités données  sont  les  deux  extrêmes.  La  question  revient 
à  trouver  la  raison  de  la  progression. 

Soit  à  insérer  n  moyens  arithmétiques  entre  les  deux 

quantités  a  et  b.  Le  terme  b  de  la  progression  est  égal  au 

premier  terme  a,  plus  autant  de  fois  la  raison  qu'il  y  a  de 

termes  avant  lui,  c'est-à-dire  plus  n-\-i  fois  la  raison.  On 

a  donc 

b  =  a  +  {n  +  i)r9 
d'où  l'on  déduit 

Ainsi  on  obtient  la  raison  de  la  progression  en  divisant  la 
différence  des  deux  quantités  données  par  le  nombre  des  moyens 
i  insérer  plus  «n. 
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Si,  par  exemple,  on  veut  insérer  5  moyens  entre  les 
deux  nombres  a  et  ao,  on  prendra 

20  —  a 
r  =  — r—  =  3, 

5+i 

et  l'on  formera  la  progression 

-J-a.5.8.  il.  i4«  17. ao. 

902.  Théorème  II.  Si,  entre  deux  termes  consécutifs  d'une 
progression  arithmétique,  on  insère  le  même  nombre  de  moyens, 
tes  progressions  partielles  ainsi  obtenues  forment  une  seule  et 
même  progression. 

En  effet,  puisqu'on  insère  le  même  nombre  de  moyens 
entre  deux  termes  consécutifs,  et  que  la  différence  de  ces 
deux  termes  est  constante,  la  raison  est  la  même  dans 
toutes  les  progressions  partielles  ;  et  comme  le  dernier 
terme  de  chacune  d'elles  est  le  premier  de  la  suivante,  ces 
progressions  partielles  se  continuent,  de  manière  à  ne  for- 
mer qu'une  seule  et  même  progression. 

903.  Théorème  III.  Dans  toute  progression  arithmétique, 
la  somme  de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est 
constante. 

Soit  la  progression 

"7"  O  •  0  ■  C  •  •  •••«••/*«ff.f. 

Je  considère  le  second  terme  et  l'avant-dernier  ;  le  second 
terme  est  égal  au  premier  plus  la  raison, 

b—a  +  r; 
rayant-dernier  est  égal  au  dernier,  moins  la  raison, 

k  =  l—r. 
fin  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  i  membre,  on  a 

b  +  k  =  n  +  l. 
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On  a  de  même,  en  considérant  les  termes  c  et  A, 

c  =  b-\-r    ,     A  =  &  —  r; 

d'où  Ton  déduit 

c  +  h  =  b  +  k, 
et  ainsi  de  suite. 

Lorsque  la  progression  contient  un  nombre  impair  de 
termes,  il  y  a  au  milieu  un  terme  également  distant  des 
deux  extrêmes.  Deux  fois  ce  terme  est  égal  à  la  somme  des 
extrêmes.  Ainsi,  dans  la  progression 

■f  2.5.8. 11. 14. 17.20. 

les  termes  2  et  20,  5  et  17,  8  et  14»  donnent  la  même 
somme  22,  qui  est  égale  à  deux  fois  le  terme  du  milieu  11. 

204.  Théorème  IV.  La  somme  des  termes  d'une  progres- 
sion arithmétique  est  égale  à  la  moitié  du  produit  que  fou  ob- 
tient en  multipliant  la  somme  des  extrêmes  par  le  nombre  des 
termes. 

Soit  toujours  la  progression 

~  a .  o  %c  •  •  »  *  ••*  •  •  /i  •  &  •  ». 

Appelons  n  le  nombre  des  termes,  s  leur  somme;  et  écri- 
vons-la au-dessous  d'elle-même  en  ordre  inverse, 

i  ••     s=/  +  A  +  A.....  +  c+*+a. 

Les  deux  termes  placés  l'un  au-dessous  de  l'autre  sont 
également  distants  des  extrêmes  dans  la  progression  et, 
par  conséquent,  leur  somme  est  constante  et  égale  à 
la  somme  des  extrêmes  a-\-  L  Si  donc  on  ajoute  les  deux 
sommes  terme  à  terme,  la  somme  totale  as  se  composera  de 
la  somme  des  extrêmes  répétée  autant  de  fois  qu'il  y  a  de 
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termes  dans  la  progression.  On  aura  ainsi 

.a*=(a  +  /)n: 
ou 

(3)  .=fe±ÛL 

Par  exemple,  la  somme  des  termes  de  la  progression 

-^3.5.8.11.14. 17.20 
est  77. 

Si  l'on  remplace  le  dernier  terme    par  sa  valeur  (n*  199) 

l=a-j-(n — i)r, 

on  obtient  cette  autre  formule 

(4)  j  =  na  +  — 'r. 

Applications.  i°  La  somme  des  n  premiers  nombres  entiers 

i+a  +  3 +  n 

est  égale  à 

»(»  +  0 

2 

a\  La  somme  des  n  premiers  nombres  impairs 

1+3  +  5 +  (an— 1) 

est  égale  à  nf .  Ainsi 

l  +  3=a1  ,  i  +  3  +  5  =  3f  ,  i  +  3  +  5  +  7=4f,  etc. 

3*  Trouver  le  nombre  des  termes  d'une  progression 
arithmétique,  connaissant  le  premier  terme,  la  raison,  et  la 
somme  des  termes. 

La  formule  (4)  donne,  pour  déterminer  n,  une  équation 
du  second  degré 

rrit  +  [ika  —  r)n  —  a*  =  o. 
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Le  dernier  terme  étant  négatif,  les  deux  racines  sont  tou- 
jours réelles  et  de  signes  contraires.  On  prendra  la  racine 
positive  ;  pour  qu'elle  soit  admissible,  il  faut  qu'elle  soit 
entière. 

4°  Trouver  cinq  nombres  en  progression  arithmétique, 
connaissant  la  somme  des  termes  et  celle  de  leurs  carrés. 

Appelons  a  et  à*  les  deux  sommes  données;  désignons 
par  x  le  terme  du  milieu  et  par  y  la  raison.  Les  différents 
termes  de  la  progression  s'écriront 

et  Ton  aura  les  deux  équations 

5x=a, 
5x'  +  ioy,  =  é1. 


CHAPITRE   II 


PROGRESSIONS    GEOMETRIQUES. 


Définition. 

fiOtt.  On  appelle  progression  géométrique  une  suite  de 
quantités  telles  que  le  rapport  de  deux  consécutives  est 
constant.  Le  rapport  de  chaque  terme  au  précédent  se 
nomme  raison. 

La  progression  est  croissante,  lorsque  la  raison  est  plus 


PROGRESSIONS   GÉOMÉTRIQUES.  268 

grande  que  l'unité  en  valeur  absolue.  Ainsi  la  progression 
géométrique  croissante 

4f  a  :  6 :  18  :  54  :  162  :  486  :  i458 
a  pour  raison  3. 

La  progression  est  décroissante,  lorsque  la  raison  est 
pins  petite  que  l'unité  en  valeur  absolue.  Ainsi  la  progrès* 
sion  géométrique  décroissante 

-H- 1458  :  486  :  16a  :  54  :  18  : 6  :  a 

1 
a  pour  raison  =• 

906.  Théorème  I.  Dans  une  progression  géométrique,  un 
terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier  terme  multiplié 
par  la  raison  élevée  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des 
termes  qui  précèdent. 

Appelons  a>b9c9d, les  différents  termes  de  la  pro- 
gression, r  la  raison.  D'après  la  définition  même  de  la  pro- 
gression géométrique,  le  second  terme  est  égal  au  premier 

multiplié  par  la  raison, 

b=ar. 

Le  troisième  terme  est  égal  au  second  multiplié  par  la  rai- 
son, et,  par  conséquent,  au  premier  multiplié  par  la  se- 
conde puissance  de  la  raison, 

c  =  br  =  arr  =  ar*. 
Le  quatrième  terme  est  égal  au  troisième  multiplié  par  la 
raison,  et,  par  conséquent,  au  premier  multiplié  par  la 
troisième  puissance  de  la  raison, 

d=cr  =  ar*r=art, 
et  ainsi  de  suite.  En  général,  le  terme  qui  occupe  le  n*  rang, 
et  par  conséquent  en  a  n — 1  avant  lui,  est 
(i)  ar^x. 
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Ainsi  la  progression  géométrique  peut  être  mise  sous  la 

forme 

H-aiariar*  :  ar% .....;    . 

les  différents  termes  sont  égaux  au  premier  multiplié  par 
les  puissances  successives  de  la  raison. 

207.  Remarque  I.  Les  termes  d'une  progression  géomé- 
trique croissante  augmentent  à  ^infini. 

Nous  supposerons  la. raison  positive.  Puisque  la  progrès- 
sion  est  croissante,  la  raison  r  est  plus  grande  que  l'unité, 
et  nous  pouvons  la  représenter  par  1 -fa  (a  étant  une  quan- 
tité poaitive,  aussi  petite  qu'on  veut).  Considérons  d'abord 
la  progression 

^i:i+r.(i+«)«:(i-H» 

formée  par  les  puissances  successives  de  la  raison.  Cher- 
chons la  différence  entre  deux  termes  consécutifs  quelcon- 
ques. De  la  relation 

(l  +«)*!  =(l+«)«X(l+«)  =  (l+«)«  +  «(l+«)», 

on  déduit 

le  facteur  (1  +«)",  dans  le  second  membre,  étant  plus  grand 
que  l'unité,  il  en  résulte  que  la  différence  cherchée  est  plus 
grande  que  a,  excepté  pour  les  deux  premiers  termes,  dont 
la  différence  est  égale  A  a.  Ainsi  les  termes  de  la  progres- 
sion géométrique,  formée  par  les  puissances  successives  de 
la  raison,  sont  plus  grands  que  les  termes  correspondants 
de  la  progression  arithmétique 

-71 .  i-j-a.  i-|-2a.i-{-3a 

Mais  ces  derniers  augmentent  indéfiniment,  de  manière  à 
devenir  plus  grands  que  toute  quantité  donnée  (n°  aoo)  ;  il 
en  est  de  même  à  plus  forte  raison  des  premiers. 
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Un  terme  quelconque  d'une  progression  géométrique 
croissante  a  pour  expression  a(i  +«)n;  nous  venons  de  dé- 
montrer que,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  (  1  +  a)*  augmente 
à  l'infini;  la  valeur  absolue  du  produit  a(i -}-«)*  de  cette 
quantité  par  le  premier  terme  a  jouit  évidemment  de  la 
même  propriété. 

808.  Remarque  II.  Les  termes  d'une  progression  géomé- 
trique décroissante  tendent  vers  zéro,  quand  on  prolonge  in- 
définiment la  progression.  La  raison,  étant  plus  petite  que 

l'unité,  peut  être  représentée  par  -L-;  un  terme  quel- 

conque#de  la  progression  sera 

a 


in 


Quand  n  croit  indéfiniment,  le  dénominateur  augmentant 
à  l'infini,  la  fraction  tend  vers  zéro. 

209.  Insérer  entre  deux  nombres  un  certain  nombre  de 
moyens  géométriques.  On  appelle  moyens  géométriques,  insé- 
rés entre  deux  nombres  donnés,  des  nombres  qui  forment 
une  progression  géométrique  dont  les  nombres  donnés 
sont  les  deux  extrêmes.  La  question  revient  évidemment  à 
trouver  la  raison  de  la  progression. 

Soit  à  insérer  n  moyens  entre  a  et  b.  En  appelant  r  la 
raison  cherchée,  on  a 

d'où  l'on  tire  .  ..     ,    • 

«  r=V- 

Ainsi  on  obtient  la  raison  de  la  progression  en  extrayant  du 
quotient  des  deux  nombres  donnés  une  racine  ayant  pour  indice 
le  nombre  de  moyens  à  insérer  plus  un. 
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810.  Théorème  IL  Si,  entre  deux  termes  consécutifs  d'une 
progression  géométrique,  on  insère  un  mime  nombre  de  moyens, 
les  progressions  partielles  ainsi  obtenues  forment  une  seule  et 
mime  progression. 

En  effet,  puisqu'on  insère  le  même  nombre  de  moyens 
entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progression,  et  que  le 
quotient  de  ces  deux  termes  est  constant,  la  raison  sefa  la 
même  dans  toutes  les  progressions  partielles;  et  comme  le 
dernier  terme  de  chacune  d'elles  est  le  premier  de  la  sui- 
vante, ces  progressions  partielles  se  continuent  de  manière 
à  ne  former  qu'une  seule  et  même  progression. 

211.  Théorème  III.  Dans  toute  progression  géométrique, 
le  produit  de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est 
constant. 

Soit  la  progression 

-H-a:é:c :h:k:l. 

Je  considère  le  second  teiïne  et  l'avant-dernier  ;  le  second 
terme  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  raison, 

b  =  ar; 

l'avant-dernier  est  égal  au  dernier  divisé  par  la  raison, 

r 

On  a  donc 

bk=al. 

On  a  de  même,  en  considérant  les  deux  termes  c  et  Af 

c  =  br    ,    h  =  ~$ 

r 

d'où  l'on  déduit 

ch  =  bk, 

et  ainsi  de  suite. 
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Lorsque  la  progression  contient  un  nombre  impair  de 
termes,  il  y  a  au  milieu  un  terme  également  distant  des 
extrêmes.  Le  carré  de  ce  terme  est  égal  au  produit  des 
extrêmes.  Ainsi,  dans  la  progression 

-^fa  :  6  :  i8  :  54  :  162  :  486  :  i458, 

les  termes  2  et  i458,  6  et  486,  18  et  162  donnent  le  même 
produit  9916,  qui  est  le  carré  du  terme  du  milieu  54. 

212.  Théorème  IV.  Le  produit  des  termes  (Tune progression 
géométrique  est  égal  à  la  racine  carrée  du  produit  des  extrêmes 
élevé  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  termes. 

Soit  la  progression 

—  a:b:c :h:k:l. 

Appelons  n  le  nombre  des  termes,  P  leur  produit,  et  écri- 
vons-le au-dessous  de  lui-même  en  ordre  inverse, 

P=abc hkl, 

P=lkh cba. 

Les  deux  facteurs  placés  l'un  au-dessous  de  l'autre  sont 
des  termes  également  distants  des  extrêmes  dans  la  pro- 
gression, et,  par  conséquent,  leur  produit  est  constant  et 
égal  au  produit  des  extrêmes  al.  Si  donc  on  multiplie 
les  deux  produits  l'un  par  l'autre,  le  produit  total  se  com- 
posera du  produit  des  extrêmes  élevé  à  une  puissance 
marquée  par  le  nombre  des  termes.  On  aura 

ÛOU 

(3)  P  =  ^. 

En  remplaçant  /  par  sa  valeur  (n°  206) 

l=ax»-xt 
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on  obtient  cette  autre  formule 

(4)  P  =  /atV^,,  =  tf«r~TLf 

qui  n'exige  plus  l'extraction  d'une  racine  carrée  ;  car  l'ex- 
posant n(n — 1),  produit  de  deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs, est  toujours  pair. 

213.  Théorème  Y.  On  obtient  la  somme  des  termes  d'une 
progression  géométrique  en  retranchant  le  premier  terme  du 
dernier  multiplié  par  la  raison  et  divisant  la  différence  par 
Ja  raison  moins  V unité. 

E  n  multipliant  la  somme  cherchée 

S  =  a-\-ar-\-ar* -J-ar*-1 

par  la  raison  r,  on  a 

Sr=(l;•-|-ar,  -\-ar% -\-arn. 

Si  Ton  retranche  la  première  quantité  de  la  seconde,  tous 
les  termes  se  détruisent  dans  les  seconds  membres,  excepté 
le  premier  et  le  dernier,  et  il  rient 

S(r — i)  =  ar* — o. 

d'où  Ton  déduit 

ar* —  q 

(5)  S  =  - -, 

ou 

v  '  r —  î 

■ 

On  emploie  cette  formule  telle  qu'elle  est,  si  la  progres- 
sion est  croissante.  Mais  si  la  progression  est  décroissante, 
en  changeant  les  signes  des  deux  termes  de  la  fraction,  on 
la  met  sous  la  forme 

a — ar*      a  —  lr 
(7)  S  =  — — =- — -. 
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Exemple.  La  somme  des  termes  de  la  progression  géo- 
métrique croissante 

-H-  a : 6 :  18  :  54  :  16a  :  486  :  1458 

est,  d'après  la  formule  (6), 

Sss»458X5-, 

La  somme  des  termes  de  la  même  progression  écrite  en 
ordre  inverse  et  alors  décroissante  est,  d'après  la  formule  (7), 

1458  —  2X5 

S= =  ai86, 

1 

Remarque.  On  obtient  aussi  les  formules  précédentes  en 
écrivant  la  somme  cherchée  sous  la  forme 

S  =  a(i+r  +  rf +  r"-') 

et  remarquant  que  la  quantité  entre  parenthèses  est  le  quo- 
tient de  t* — i  par  r —  1  (n°  68),  ce  qui  donne  immédiatement 

r—  1 
914.  Théorème  VL  La  somme  des  termes  d'une-  progrès* 
sion  géométrique  décroissante  à  finfini  tend  vers  une  limite  égale 
au  premier  terme  divisé  par  Funité  moins  la  raison. 
.   Supposons  que  la  progression  géométrique  décroissante 

-£-a:ar:ar*  ; 

se  prolonge  indéfiniment.  La  somme  des  n  premiers  termes 
est  donnée  par  la  formule 

^      a  —  or*  •     a  <ù*~ 

(8)  S  = =— - — < 

v  •'  1  —  r        1 — r      1 —  r 

*  *     *  »  * 

Si  Ton.  prend  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand» 
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la  raison  r  étant  plus  petite  que  l'unité  en  valeur  absolue, 
le  terme  ar*  de  la  progression  décroissante  diminue  de 

plus  en  plus,  et  tend  vers  zéro,  ainsi  que  la  quantité , 

quand» augmente  indéfiniment;  donc  la  somme  des  termes 
se  rapproche  indéfiniment  de  la  quantité  fixe ,  de  ma- 
nière à  en  différer  aussi  peu  qu'on  voudra.  En  un  mot,  la 

somme  des  termes  tend  vers  la  limite 

i — r 

Le  mode  de  convergence  de  la  somme  des  termes  vers  sa 
limite  n'est  pas  le  même,  suivant  que  la  raison  est  positive 
ou  négative.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  pre- 
mier terme  a  soit  une  quantité  positive.  Lorsque  la  raison 
est  positive,  tous  les  termes  de  la  progression  sont  positifs  ; 
dans  ce  cas,  il  est  évident  que  la  somme  va  en  augmentant 
constamment,  àmesureque  l'on  prend  un  plus  grand  nombre 
de  termes  ;  mais  elle  n'augmente  pas  au  delà  de  toute  limite, 

car  elle  reste  toujours  inférieure  à  la  quantité  fixe 1 

elle  ne  peut  jamais  atteindre  rigoureusement  cette  limite, 
dont  elle  se  rapproche  indéfiniment. 

Lorsque  la  raison  est  négative,  les  termes  de  la  progrès* 
sion  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  ;  la  formule  (  8) 
montre  que  la  somme  des  n  premiers  termes  est  tantôt 

plus  petite,  tantôt  plus  grande  que  la  quantité  fixe » 

dont  elle  se  rapproche  de  plus  en  plus  ;  si  n  est  pair,  la 
différence est  négative,  et  la  somme  plus  petite 

que  la  limite  ;  au  contraire,  si  n  est  impair,  la  différence 
est  positive  et  la  somme  plus  grande  que  la  limite  ;  ainsi, 
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dans  ce  cas,  la  somme  des  termes  converge  vers  la  limite 
y  en  oscillant  de  part  et  d'autre. 


i — r 

Applications.  i°  La  somme  des  termes  de  la  progression 
décroissante  indéfinie 


dont  la  raison  est  ->  a  pour  limite 


i 

a 


=  1. 


1 
1 

a 


On  voit  bien  sur  cet  exemple  comment  les  sommes  con- 
sécutives 

i    3    7    i5 

i'ï's'Tê' 

que  Ton  obtient  en  prenant  le  premier  terme,  les  deux  pre- 
miers, les  trois  premiers,  etc.,  tendent  vers  la  limite  i  ;  la 

première  somme  diffère  de  l'unité  de  -,  la  seconde  de  -,  la 

a  4 

troisième  de  ~>  la  quatrième  de  — >  et  ainsi  de  suite. 

a°  La  somme  des  termes  de  la  progression  décroissante 

3      3.3       3 

a      4^8      16^         f 

dont  la  raison  est  — -,  a  pour  limite 

3 

a 


•+: 


=  1. 


172  LIVRE   IV,   —  CHAP.    II. 

Dans  ce  second  exemple,  la  raison  est  négative  et  les 
sommes  consécutives 

5    S    9    i5    33 

—  •  —  •  —  •  ■  ■■  •  -■  ■  «••••••' 

a     4     8     16    3a 
sont  alternativement  plus  grandes  et  plus  petites  que  la 

limite  î  ;  la  première  surpasse  l'unité  de  -»  la  seconde  en 

diffère  de  ->  la  troisième  la  surpasse  de  -«  la  quatrième 
4  *> 

en  diffère  de  —  »  etc. 

io 

3°  Les  fractions  décimales  périodiques  sont  des  progres- 
sions géométriques  décroissantes.  Par  exemple,  la  fraction 
décimale  périodique  simple 

OjODODOD  •  •  • • • 

peut  s'écrire 

35    ,     35     ,     35     , 

100         100*  100* 

c'est  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  — . 

.  100 

La  somme  des  termes  tend  vers  la  limite 

35 

îoo  35 


1        99 

100 


Cette  limite  est  ce  qu'on  appelle  la  valeur  de  la  fraction 
décimale  périodique. 
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CHAPITRE    III 

LOGARITHMES. 


Définition. 

515.  Étant  données  deux  progressions,  Tune  géomé- 
trique commençant  par  l'unité,  l'autre  arithmétique  com- 
mençant par  zéro, 

-H-i:a:  a1: a9:   a4: , 

-7-0.ft.ai  . 36 .  46  > 

les  termes  de  la  progression  arithmétique  sont  dits  les 
'logarithmes  des  termes  correspondants  de  la  progression 
géométrique.  L'ensemble  de  ces  deux  progressions  consti- 
tue ce  qu'on  appelle  un  système  de  logarithmes. 

On  suppose,  en  général,  que  la  raison  a  de  la  progression 
géométrique  est  plus  grande  que  l'unité,  la  raison  b  de  la 
progression  arithmétique  étant  d'ailleurs  positive  ;  de  cette 
manière,  les  termes  de  la  progression  géométrique  augmen- 
tent à  l'infini,  de  même  que  les  termes  de  la  progression 
arithmétique. 

516.  Nous  avons  défini  de  la  sorte  les  logarithmes  des 

nombres  qui  font  partie  de  la  progression  géométrique  ;  il 

est  facile  d'étendre  cette  définition  à  tous  les  nombres. 

Concevons  que  l'on  insère  un  très-grand  nombre  de  moyens 

géométriques  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progrès* 

sion  géométrique,  on  formera  une  nouvelle  progression 

géométrique  procédant  par  intervalles  beaucoup  plus  res- 

«S 
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serrés.  Si,  par  exemple,  on  insère  mille  moyens  géomé- 
triques entre  deux  termes  consécutifs,  la  nouvelle  progres- 
sion renfermera  mille  nombres  entre  i  et  a,  mille  entre  a 
et  a**  etc.  En  insérant  le  même  nombre  de  moyens  arith- 
métiques entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progression 
arithmétique,  on  formera  une  nouvelle  progression  arith- 
métique, qui  donnera  exactement  les  logarithmes  de  tous 
les  nombres  inscrits  dans  la  nouvelle  progression  géomé- 
trique, et  approximativement  les  logarithmes  de  tous  les 
autres  nombres. 

Soit  n  —  1  le  nombre  des  moyens  insérés.  Appelons  g 
la  raison  de  la  nouvelle  progression  géométrique,  r  celle 
de  la  nouvelle  progression  arithmétique  ;  on  a 


q  =  \a    ,     r  =  -, 

et  les  deux  nouvelles  progressions  sont 

-H-i:?:   ?f:   q*  : , 

-7  o  .  r  .  ar   .  3r  

On  voit  que  la  raison  r  de  la  nouvelle  progression  arithmé- 
tique est  aussi  petite  qu'on  veut.  Je  vais  démontrer  que 
l'excès  de  la  raison  q  de  la  nouvelle  progression  géométri- 
que sur  l'unité  peut  être  aussi  rendu  plus  petit  qu'une 
quantité  donnée  a,  si  petite  qu'elle  soit.  En  effet,  l'inégalité 


a<i+a 
sera  satisfaite,  si  l'on  a 

a  <(!+«)■, 
ou 

(i+a)«>a. 

Or,  si  petite  que  soit  a,  on  sait  (n*  aoo)  que  n  peut  être 


LOGARITHMES.  278 

pris  assez  grand  pour  que  (i  +  «)n  surpasse  la  quantité 
donnée  a.  Pour  cette  valeur  de  n  et  pour  toutes  les  valeurs 
plus  grandes,  la  raison  q  sera  donc  moindre  que  i  +  a. 

Soit  A  un  nombre  positif  quelconque  plus  grand  que 
l'unité  ;  si  ce  nombre  fait  partie  de  la  nouvelle  progression 
géométrique,  le  terme  correspondant  de  la  progression 
arithmétique  donnera  exactement  son  logarithme.  Si  ce 
nombre  ne  fait  pas  partie  de  la  progression  géométrique, 
il  sera  compris  entre  deux  termes  consécutifs  cj*  et  9°*"  ;  or 
la  différence  de  ces  deux  termes 

j«»i g*  — 0»(jr — x)9 

étant  moindre  que  Aa,  puisque  qm  est  plus  petit  que  A,  et 
q  —  1  plus  petit  que  a,  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on 
veut  ;  le  nombre  A  différera  donc  de  chacun  des  termes  qui  le 
comprennent  aussi  peu  qu'on  voudra.  On  prendra  approxi- 
mativement pour  le  logarithme  de  A  celui  de  l'un  d'eux, 
soit  mr,  soit  {m  +  i)r;  l'erreur  commise  sur  ce  logarithme, 

étant  moindre  que  la  raison  r  ou  -  >  sera  aussi  petite  qu'on 
voudra. 

Propriétés  fondamentales  des  logarithmes. 

817.  Théorème  I.  Le  logarithme  du  produit  de  plusieurs 
facteurs  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs. 
Considérons  les  deux  progressions 

-H-i:?:  q%:   q*:   y*: , 

-J-o.r.ar   .  3r    .fyr  ., 

au  moyen  desquelles  on  définit  les  logarithmes.  Nous  re- 
marquons que  les  termes  de  la  progression  arithmétique 
sont  les  multiples  successifs  de  la  raison,  et  que  les  termes 
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de  la  progression  géométrique  sont  les  puissances  succès* 
sives  de  la  raison.  Ces  progressions  sont  disposées  de  ma- 
nière que  les  termes  qui  occupent  le  même  rang  soient 
placés  l'un  au-dessous  de  l'autre  ;  on  voit  que,  dans  deux 
termes  correspondants  qm  et  tnr,  le  même  nombre  m  sert  à 
la  fois  d'exposant  et  de  multiplicateur. 

Je  multiplie  deux  termes  quelconques  g*  et  j*  de  la  pro- 
gression géométrique,  le  produit  qmJrn  est  aussi  un  terme  de 
la  progression  géométrique.  J'additionne  leurs  logarithmes, 
c'est-à-dire  les  deux  termes  correspondants  ror  et  nr  de  la 
progression  arithmétique;  la  somme  (m-f-n)r  est  aussi  un 
terme  de  la  progression  arithmétique.  Or  le  produit  gm¥n 
et  la  somme  (m  -f-  n)r  se  correspondent  dans  les  deux  pro- 
gressions. Donc  le  logarithme  du  produit  est  égal  à  la 
somme  des  logarithmes  des  facteurs. 

En  général,  soient  a  et  b  deux  nombres  quelconques,  on 

aura 

log  (a  X  *)  =  log  a  +  log  b. 

Ce  théorème  s'étend  évidemment  à  un  nombre  quelcon- 
que de  facteurs. 

918.  Théorème  II.  Le  logarithme  à*un  quotient  est  égal  au 

logarithme  du  dividende  moins  le  logarithme  du  diviseur. 

Appelons  c  le  quotient  de  a  par  b  (a  étant  supposé  plus 

grand  que  à).  On  a 

a  =  bxe9 

et,  d'après  le  théorème  précédent, 

log  a = log  b  +  loge; 
d'où 

logc=loga  —  log*. 
Ainsi 

log  |= log  a  —  log*. 
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219.  Théorème  III.  Le  logarithme  de  la  puissance  d'un 
nombre  est  égal  au  logarithme  de  ce  nombre  multiplié  par  fin- 
dice  de  la  puissance. 

En  effet,  la  puissance  am  étant  le  produit  de  m  facteurs 
égaux  à  a,  on  a 

<p=axaxax ; 

d'où 

logam=loga  +  loga  +  loga+ , 

logam  =  wiloga. 

Par  exemple,  le  logarithme  du  carré  d'un  nombre  est 
égal  à  deux  fois  le  logarithme  de  ce  nombre,  le  logarithme 
du  cube  est  égal  à  trois  fois  le  logarithme  du  nombre,  etc. 

290.  Théorème  IV.  Le  logarithme  de  la  racine  d'un  nombre 
est  égal  au  logarithme  du  nombre  divisé  par  tindice  du  radicaU 
Appelons  b  la  racine  m*  de  a;  on  a 

a  =  bm, 

et,  d  après  le  théorème  précédent, 

log  a  =  m  log  b  ; 
d'où 

log*  =  10gfl 


m 
Ainsi 

m 


logy/a= 


Par  exemple,  la  racine  carrée  ou  la  racine  cubique  d'un 
nombre  a  pour  logarithme  la  moitié  ou  le  tiers  du  loga- 
rithme de  ce  nombre. 

22t.  Remarque.  En  arithmétique,  on  apprend  à  effec- 
tuer six  opérations  sur  les  nombres  :  trois  opérations  di- 
rectes et  trois  opérations  inverses.  Les  trois  opérations  di- 
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rectes  sont  :  l'addition,  la  multiplication  et  l'élévation 
aux  puissances.  Les  trois  opérations  inverses  sont  :  la 
soustraction,  la  division  et  l'extraction  des  racines.  lia 
soustraction  est  l'opération  inverse  de  l'addition  ;  la  divi- 
sion, l'opération  inverse  de  la  multiplication;  l'extraction 
des  racines,  l'opération  inverse  de  l'élévation  aux  puis- 
sances. 

Il  y  a  ainsi  trois  ordres  d'opérations,  comprenant  cha- 
cune une  opération  directe  et  une  opération  inverse.  Les 
opérations  du  premier  ordre,  addition  et  soustraction,  s'ef- 
fectuent facilement  et  avec  rapidité;  celles  du  second  ordre, 
multiplication  et  division,  sont  déjà  plus  longues  et  plus 
difficiles;  enfin  celles  du  troisième  ordre,  puissance  et  ra- 
cine, deviennent  très-longues  et  très-pénibles.  Les  pro- 
priétés des  logarithmes,  que  nous  venons  de  démontrer, 
permettent  de  remplacer  les  opérations  du  second  et  du 
troisième  ordre  par  celles  d'un  ordre  moins  élevé.  Ainsi  la 
multiplication  et  la  division  des  nombres  sont  ramenées  à 
l'addition  et  à  la  soustraction  de  leurs  logarithmes,  la 
puissance  revient  à  une  multiplication,  la  racine  à  une  di- 
vision. On  comprend  par  là  toute  l'utilité  des  logarithmes. 

Logarithmes  vulgaires. 

222.  Les  deux  progressions  par  lesquelles  on  définit  les 
logarithmes  dont  on  fait  habituellement  usage,  et  qu'on 
appelle  pour  cette  raison  logarithmes  vulgaires,  sont  les 
suivantes  : 

-H-i  •  10»  ioo:  îooo  : y 

"T  "  •    »    •     SI     •       v.    ■••«*.. 
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Dans  ce  système,  le  logarithme  de  10  est  1,  celui  de  100 
est  a,  celui  de  1000  est  3;  en  général,  ion  a  pour  loga- 
rithme le  nombre  entier  n. 

On  nomme  base  d'un  système  de  logarithmes  le  nombre 
qui  a  pour  logarithme  l'unité.  Le  système  des  logarithmes 
Tulgaires,  que  Ton  appelle  aussi  logarithmes  de  Briggs,  a 
pour  base  le  nombre  dix,  qui  est  la  base  de  notre  système 
de  numération. 

Les  logarithmes  ont  été  calculés  en  décimales  :  la  partie 
entière  d'un  logarithme  s'appelle  caractéristique.  Il  est  aisé 
de  voir  que  la  caractéristique  du  logarithme  d'un  nombre  ren- 
ferme autant  d'unités  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  partie  entière 
de  ce  nombre  moins  un.  En  effet,  tout  nombre  compris  entre  1 
et  10  n'a  qu'un  chiffre  à  sa  partie  entière;  son  logarithme, 
étant  compris  entre  o  et  1,  aura  o  pour  partie  entière  ou 
pour  caractéristique.  Tout  nombre  compris  entre  10  et  100 
a  deux  chiffres  à  sa  partie  entière  ;  son  logarithme,  étant 
compris  entre  1  et  a,  aura  1  pour  caractéristique.  De 
même,  tout  nombre  compris  entre  100  et  1000  a  trois 
chiffres  à  sa  partie  entière  ;  son  logarithme,  étant  compris 
entre  a  et  3,  a  a  pour  caractéristique.  En  général,  tout 
nombre  compris  entre  io"  et  îo*1  an-fi  chiffres  à  sa 
partie  entière;  son  logarithme,  étant  compris  entre  n  et 
nfi,an  pour  caractéristique. 

9S3.  Le  logarithme  de  io"  est  n.  Si  l'on  multiplie  un 
nombre  a  par  io",  on  a 

log  (a  X  ion)  =  log a  +  log  io*  =  log a-\-n. 

La  partie  décimale  du  logarithme  reste  la  même  ;  il  suffit 
d'ajouter  n  unités  à  la  caractéristique. 
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Si  Ton  divise  un  nombre  a  par  10",  on  a 

log  — =loga —  log  io"=loga — n. 

La  partie  décimale  reste  la  même  ;  il  suffit  de  retrancher  n 
unités  de  la  caractéristique. 

Ainsi,  quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  un  nombre 
par  io9  îoo,  iooo...9  il  suffit  d'augmenter  ou  de  dimi- 
nuer la  caractéristique  du  logarithme  d'une,  deux,  trois 
unités. 

Il  en  résulte  que,  lorsque  deux  nombres  décimaux  ne 
diffèrent  que  par  la  place  qu'occupe  la  virgule,  leurs  loga- 
rithmes ont  la  même  partie  décimale  et  ne  diffèrent  que  par 
la  caractéristique.  Ceci  est  important  pour  la  facilité  des 
calculs,  parce  qu'on  a  souvent  à  déplacer  la  virgule  dans 
ks  nombres  décimaux. 

Tables  de  Collet. 

294.  Les  tables  de  logarithmes  les  plus  usitées  en  France 
sont  les  petites  tables  de  Lalande  et  les  grandes  tables  de 
Callet. 

Les  tables  de  Lalande  contiennent  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  de  i  à  îoooo  avec  cinq  décimales. 

Les  tables  de  Callet  contiennent  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  de  i  à  108000.  La  première  partie  de  la 
table,  nommée  première  chitiade  (premier  mille),  contient 
les  logarithmes  des  1 100  premiers  nombres  avec  huit  dé- 
cimales. La  table  change  ensuite  de  disposition,  et  donne 
les  logarithmes  des  nombres  de  10 a 00  à  100000,  avec 
sept  décimales;  à  la  fin,  la  table  se  prolonge  de  100000 
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à  108000,  avec  huit  décimales  *.  Dans  la  colonne  verticale 
intitulée  N,  on  lit  les  dizaines  des  nombres;  les  unités  sont 
inscrites  au  kaut  de  la  page  et  en  tête  des  dix  colonnes  inti- 
tulées o,  1,  a,...,  8,  9.  La  caractéristique  n'est  pas  indi- 
quée :  il  est  facile  de  l'ajouter  d'après  la  règle  énoncée. 
Dans  la  colonne  voisine,  on  trouve  les  trois  premiers  chiffres 
décimaux  de  chaque  logarithme  ;  les  quatre  suivants  sont 
inscrits  dans  la  colonne  convenable.  Si  l'on  veut,  par 
exemple,  le  logarithme  du  nombre  35647,  dans  la  colonne 
verticale  intitulée  N  on  descendra  jusqu'au  nombre  3564, 
puis,  dans  cette  ligne  horizontale,  on  s'avancera  vers  la 
droite  jusqu'à  la  colonne  intitulée  7,  et  l'on  écrira 

log  35647  =  4>55aoa3o. 

Le  nombre  ayant  cinq  chiffres,  on  commencera  par  écrire 
sa  caractéristique  4  ;  les  trois  premiers  chiffres  décimaux  55a 
sont  communs  à  un  assez  grand  nombre  de  logarithmes  ;  on 
trouve  les  quatre  derniers,  oa3o,  dans  la  colonne  verticale 
intitulée  7. 

Pour  effectuer  des  calculs  par  logarithmes,  il  faut  savoir 
résoudre  ces  deux  questions  :  i°  trouver  le  logarithme  d'un 
nombre  donné;  a°  trouver  le  nombre  qui  correspond  A  un 
logarithme  donné. 

Trouver  le  logarithme  dun  nombre  donné. 

99IS.  Trouver  le  logaritftme  d'un  nombre  entier.  Si  le  nom- 
bre est  dans  la  limite  des  tables,  s'il  est  plus  petit  que 

•  CaUela  prolongé  ses  tables  jusqu'à  108000,  parce  que  108000  est  le 
nombre  de  secondes  contenues  dans  l'angle  de  30  degrés  ou  le  tiers  de 
l'angle  droit.  L'excellente  édition  des  tables  de  Gallet  publiée  par  M.  Du- 
pais contient  les  logarithmes  de  1  à  100000  avec  sept  décimales. 
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100000,  on  trouve  immédiatement  dans  les  tables  le  loga- 
rithme demandé. 

Si  le  nombre  surpasse  la  limite  des  tables,  on  l'y  ra- 
mène, en  le  divisant  par  une  puissance  de  io.  On  demande, 
par  exemple»  le  logarithme  du  nombre  356478.  Afin  de 
rendre  ce  nombre  plus  petit  que  100000,  on  le  divise  par 
io9  ce  qui  donne  le  nombre  décimal  3564?, 8.  La  question 
revient  à  chercher  le  logarithme  de  ce  nombre  décimal  ; 
car,  une  fois  ce  logarithme  trouvé,  en  ajoutant  1  à  sa  ca- 
ractéristique, on  aura  le  logarithme  demandé. 

Les  tables  donnent  le  logarithme  de  la  partie  entière 
35647.  La  différence  entre  ce  logarithme  et  celui  du  nom- 
bre suivant  35648  est  îaa  unités  du  septième  ordre  déci- 
mal. On  admet  que  les  accroissements  du  logarithme  sont 
sensiblement  proportionnels  aux  accroissements  du  nom- 
bre, quand  il  s'agit  d'accroissements  moindres  que  l'unité. 
On  dira  donc  :  puisque,  pour  une  augmentation  d'une  unité 
dans  le  nombre  35647,  U  fout  ajouter  1  aa  au  logarithme,  pour 
une  augmentation  de  o,8  dans  le  nombre,  il  faudra  ajouter 
au  logarithme  les  ~  de  îaa,  soit  —^  ou  98  unités  du  sep- 
tième ordre  décimal,  en  négligeant  les  unités  plus  petites. 

Mais  on  trouve  cette  augmentation  toute  calculée  dans 
les  tables  de  Callet  ;  car,  dans  la  dernière  colonne  verticale 
à  droite,  on  voit,  au-dessous  de  la  différence  iaa9  un  petit 
tableau  indiquant  les  augmentations  du  logarithme  qui 
correspondent  à  1,  a,  3, ,9  dixièmes.  Ainsi 

log  35647  =4>55aoa3o 
pour  0,8 98 

log  35647,8  =  4,55ao3a8. 


LOGARITHMES.  283 

En  ajoutant  une  unité  à  la  caractéristique,  on  a 

log  356478  =  5, 552o328. 

Nous  ayons  supposé  que  les  accroissements  du  logarithme 
sont  sensiblement  proportionnels  aux  accroissements  du 
nombre;  cette  proportion  n'est  pas  rigoureusement  exacte 
et  il  en  résulte  une  certaine  erreur  dans  le  calcul  des  loga- 
rithmes des  nombres  décimaux.  Mais  on  démontre  que, 
lorsque  le  nombre  est  plus  grand  que  10000,  Terreur  com- 
mise n'altère  pas  les  sept  premiers  chiffres  décimaux  du 
logarithme  ;  on  peut  donc,  dans  la  pratique,  regarder  la 
proportion  comme  exacte. 

Soit  encore  à  calculer  le  logarithme  du  nombre  2543347. 
En  divisant  par  100,  on  ramènera  le  nombre  proposé  au 
nombre  décimal  25432,47.  La  table  donne  le  logarithme  delà 
partie  entière.  La  petite  table  des  parties  proportionnelles 
montre  qu'à  une  augmentation  0,4  dans  le  nombre  cor- 
respond une  augmentation  68  dans  le  logarithme.  Il  reste 
à  trouver  ce  qu'il  faut  encore  ajouter  pour  0,07.  On  voit 
dans  la  table  qu'à  0,7  correspond  une  augmentation  120; 
à  0,07  correspondra  donc  une  augmentation  dix  fois  plus 
petite,  soit  12.  Il  faut  donc  au  logarithme  de  25432  ajouter 
68+12,  c'est-à-dire  80.  On  a  ainsi 

log  25432,47 = 4,4o53885. 
En  ajoutant  a  unités  à  la  caractéristique,  on  en  déduit 

log  21543247  =  6,4o53885. 

996.  H  est  bon  de  remarquer  que,  dans  la  recherche  du 
logarithme  d'un  nombre,  il  n'y  a  lieu  de  considérer  que  les 
huit  premiers  chiffres  de  gauche  ;  les  suivants,  n'ayant  pas 
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d'influence  sur  le  logarithme,  peuvent  être  supprimes.  En 
effet,  supposons  la  virgule  placée  après  le  cinquième  chif- 
fre ;  si  Ton  néglige  le  chiffre  des  dix-millièmes  et  les  sui- 
vants, on  commet  sur  le  nombre  une  erreur  moindre  qu'un 
millième;  la  plus  grande  différence  tabulaire  étant  4~>5,  on 
commet  sur  le  logarithme  une  erreur  moindre  qu'une 
demi-unité  du  septième  ordre  décimal. 

On  demande,  par  exemple,  le  logarithme  du  nombre 
uo56,485a.  Après  avoir  cherché  dans  les  tables  le  loga- 
rithme de  no56,  on  dira,  à  l'aide  des  parties  proportion- 
nelles placées  au-dessous  de  la  différence  393  :  à  0,4  cor- 
respond 157,  à  0,8  correspond  3i,  à  o,oo5  corresponds; 
en  tout  190  qu'il  faut  ajouter  au  logarithme  de  uo56,  ce 
qui  donne 

log  1  io56,485  =  4,0456170. 

Quand  le  premier  chiffre  est  égal  ou  supérieur  i  4»  1* 
huitième  chiffre  n'a  pas  d'influence  sensible  sur  le  résultat. 
Soit  à  trouver  le  logarithme  de  46867,284.  Après  avoir 
trouvé  le  logarithme  de  46867,  on  voit  qu'à  o,a  correspond 
une  augmentation  18,  à  0,08  une  augmentation  7;  le  chiffre 
des  millièmes  n'a  pas  d'influence;  il  faut  donc  ajouter 
18 + 7  ou  a5  au  logarithme  de  46867,  ce  qui  donne 

log  46867,28 = 4,6708697. 

Quand  le  chiffre  des  millièmes  est  plus  grand  que  5,  on 
force  le  chiffre  des  centièmes. 

997.  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre  décimal.  On  de- 
mande le  logarithme  du  nombre  décimal  35,6478.  On  le 
multipliera  par  une  puissance  de  10,  de  manière  qu'il  se 
rapproche  le  plus  possible  de  la  limite  des  tables.  Si  l'on 
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opère  avec  les  tables  de  Callet,  on  multipliera  par  îooo.et 
on  cherchera  le  logarithme  du  nombre  35647,8  ;  puis  on 
retranchera  trois  unités  de  la  caractéristique  : 

log  35647,8  =4,55ao3a8, 
log  35,6478  =  i,55ao3a8. 

288.  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre  fractionnaire.  Il 
y  a  deux  manières  de  procéder  :  ou  bien  on  convertira  le 
nombre  fractionnaire  en  nombre  décimal  et  on  appliquera 
la  règle  précédente  ;  ou  bien,  mettant  le  nombre  fraction- 
naire sous  forme  de  fraction  ordinaire,  et  remarquant 
qu'une  fraction  est  égale  au  quotient  de  son  numérateur 
par  son  dénominateur,  on  retranchera  du  logarithme  du 
numérateur  le  logarithme  du  dénominateur. 

Caractéristiques  négatives. 

M0.  Les  deux  progressions,  par  lesquelles  nous  avons 
défini  les  logarithmes,  nous  donnent,  avec  une  approxima- 
tion aussi  grande  qu'on  veut,  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  plus  grands  que  l'unité.  Voici  comment  on  définit 
les  logarithmes  des  nombres  plus  petits  que  l'unité. 

Imaginons  que  l'on  prolonge  les  deux  progressions  vers 
la  gauche,  comme  on  les  a  prolongées  vers  la  droite  ;  en 
ce  qui  concerne  la  progression  géométrique,  chaque  terme 
étant  égal  au  terme  placé  à  sa  droite  divisé  par  la  raison, 
on  prolongera  la  progression  vers  la  gauche  en  divisant 
par  la  raison  ;  de  même,  chaque  terme  de  la  progression 
arithmétique  étant  égal  au  terme  placé  à  sa  droite,  moins 
la  raison ,  on  prolongera  cette  progression  od  retranchant 
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la  raison.  De  cette  manière,  les  deux  progressions  devien- 
nent 

1  l  l  *  3  i 

••••■" a*  "     /*»*     ^ •  *  •  ï  ■  »  »ï  -ï  

— 3r  .  —  ar .  — r .  o  .  r .  ar.  3r .  4r ; 

les  nombres  -*  —  >  —  , >  plus  petits  que  l'unité,  auront 

ainsi  des  logarithmes  négatifs  — r,  —  ar,  —  3r, 

La  propriété  fondamentale  des  logarithmes,  savoir  que  le 
logarithme  d'un  produit  est  égal  àla  somme  des  logarithmes 
des  facteurs,  subsiste,  pourvu  que  l'on  entende  que  le  loga- 
rithme du  produit  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  loga- 
rithmes des  facteurs.  En  effet,  dans  la  progression  géomé- 

trique,  prenons  d'abord  deux  termes  jp,  ■— ,  le  premier  plus 

grand  que  l'unité,  le  second  plus  petit  ;  si  m>n,  le  produit  de 
ces  deux  nombres  sera  y"-*;  la  somme  algébrique  des  termes 
correspondants  mr  et — nr  de  la  progression  arithmétique 
est  (m — n)r;  c'est  le  logarithme  du  produit.  Si  m<>,  le 


produit  est  -— ^;  la  somme  algébrique  des  logarithmes 

—  (n — m)r  est  le  terme  correspondant  de  la  progression 
arithmétique;  c'est  le  logarithme  du  produit.  Prenons 

* 

maintenant  deux  facteurs  —  et  —  plus  petits  que  l'unité  ; 

la  somme   des  logarithmes— mr—nr  ou— (m-f-n)r  est 

encore  le  logarithme  du  produit  — -  •  Ainsi,  dans  tous  les 

cas,  le  logarithme  du  produit  est  égal  i  la  somme  algébri- 
que des  logarithmes  des  facteurs. 
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Lie  théorème  relatif  à  la  multiplication  étant  ainsi  géné- 
ralisé, les  théorèmes  relatifs  à  la  division,  à  l'élévation  aux 
puissances  et  à  l'extraction  des  racines,  qui  s'en  déduisent, 
ont  le  même  degré  de  généralité. 

Reprenons  maintenant  les  progressions  qui  ont  servi  à 
définir  les  logarithmes  vulgaires 

:  o9ooi  :  o,oi  :  0,1 : 1 :  10  :  100  :  1000  : 

—3. — a. — î.o.  1  .      2.       3 

et  prolongeons-les  vers  la  gauche,  comme  nous  l'avons  dit; 
on  voit  que  tous  les  nombres  compris  entre  1  et  0,1  ont 
leurs  logarithmes  compris  entre  o  et —  1 ,  les  nombres  com- 
pris entre  0,1  et  0,01  ont  leurs  logarithmes  compris  entre 
—  1  et — a,  les  nombres  compris  entre  0,01  et  0,001  ont 
leurs  logarithmes  compris  entre— a  et —3,  et  ainsi  de  suite. 

930.  Mais,  dans  la  pratique,  on  ne  se  sert  pas  de  ces 
logarithmes  entièrement  négatifs;  on  laisse  positive  la 
partie  décimale  et  on  rend  négative  seulement  la  partie 
entière  ou  la  caractéristique.  On  demande,  par  exemple,  le 
logarithme  du  nombre  o,o35a6i.  On  trouvera  dans  la  table 
le  logarithme  du  nombre  entier  35261,  qui  est 

4,5473946. 
Le  logarithme  du  nombre  décimal  3,5a6i,  qui  n'a  qu'un 
chiffre  à  sa  partie  entière,  est 

0,5472946. 

Pour  passer  de  ce  dernier  nombre  à  la  fraction  décimale 
proposée,  il  faut  diviser  par  io*  et  par  conséquent  retran- 
cher 2  unités  du  logarithme;  le  logarithme  du  nombre  dé- 
cimal o,o35aôi  est  donc 

0,5472946—», 
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ce  qu'on  écrit  plus  simplement 

■£,547*946, 
la  partie  décimale  restant  positive,  la  caractéristique  seule 
a  étant  négative. 

On  peut  remarquer  que  la  caractéristique  négative  du  loga- 
rithme tune  fraction  décimale  est  égale  au  rang  du  premier 
chiffre  significatif  après  la  virgule.  En  général,  soit  n  le  rang 
du  premier  chiffre  significatif  après  la  virgule;  si  Ton 
multiplie  par  ion,  le  nombre  aura  un  chiffre  significatif  à 
sa  partie  entière,  et  la  caractéristique  de  son  logarithme 
sera  zéro  ;  comme  il  faut  diviser  par  ion  pour  revenir  au 
nombre  proposé,  il  faudra  retrancher  n  unités  du  loga- 
rithme, ce  qui  donnera  la  caractéristique  négative  n. 

Il  y  a  un  grand  avantage  à  laisser  ainsi  positive  la  partie 
décimale  du  logarithme  d'un  nombre  moindre  que  l'unité  ; 
quand  on  a  à  calculer  le  produit  de  plusieurs  facteurs,  les 
uns  plus  grands  que  l'unité,  les  autres  plus  petits,  on 
additionnera  les  parties  décimales  de  tous  les  logarithmes 
et  on  retranchera  seulement  les  caractéristiques  négatives, 
ce  qui  est  très-simple.  Et  d'ailleurs,  c'est  sous  cette  forme 
que  l'on  obtient,  au  moyen  des  tables,  les  logarithmes  des 
nombres  plus  petits  que  l'unité. 

Nous  avons  écrit  le  logarithme  du  nombre  o,o35a6i  sous 

la  forme 

£,5473946, 

laissant  positive  la  partie  décimale  ;  en  effectuant  la  sous- 
traction, on  aie  logarithme  négatif 

— 1,4537054* 

Si  l'on  employait  les  logarithmes   entièrement    néga- 
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tifs,  il  faudrait  additionner  les  uns,  retrancher  les  autres, 
ce  qui  serait  beaucoup  plus  compliqué. 

Trouver  le  nombre  gui  admet  un  logarithme  donné. 

231.  Trouver  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  4, 55ao33a 
avec  les  tables  de  Callet.  On  regarde  dans  les  tables  quel 
est  le  plus  grand  logarithme  contenu  dans  le  logarithme 
donné  ;  c'est  4,55aoa3o  qui  correspond  au  nombre  3564?  ; 
le  nombre  cherché  est  donc  compris  entre  35647  e*  35648. 
Le  logarithme  donné  surpasse  le  logarithme  de  35647  de 
10a  unités  du  septième  ordre  :  or  la  différence  tabulaire 
est  12»,  c'est-à-dire  que  si  Ton  augmentait  le  logarithme  de 

35647  do  122  unités  du  dernier  ordre,  il  faudrait  augmenter 
d'une  unité  le  nombre  35647  5  Sl  l'on  suppose  les  accrois- 
sements du  nombre  proportionnels  à  ceux  du  logarithme, 
aune  augmentation  102  dans  Je  logarithme  correspondra 

102 
dans  le  nombre  une  augmentation  égale  à  — =o,83. 

Mais  il  est  plus  commode  de  se  servir  de  la  petite  table 
des  parties  proportionnelles  :  cette  table  montre  qu'à  une 
augmentation  98  dans  le  logarithme  correspond  une  aug- 
mentation 0,8  dans. le  nombre.  Il  reste  4;  à  l'augmenta- 
tion 40  dans  le  logarithme  correspond  une  augmentation 
o,3  dans  le  nombre  ;  à  l'augmentation  dix  fois  plus  petite 
4  correspondra  donc  une  augmentation  o,o3.  Ainsi  à  l'aug- 
mentation 102  dans  le  logarithme  correspond  une  augmen- 
tation o,83  dans  le  nombre.  Le  nombre  cherché  est  donc 
35647,83  à  un  centième  près. 

232.  On  ramène  toujours  la  caractéristique  du  loga- 

19 
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rithme  donné  A  être  égale  à  4,  sauf  à  multiplier  ou  à  diviser 
ensuite  le  nombre  trouvé  par  une  puissance  de  10. 

Exemples  :  i°  Trouver  le  nombre  qui  a  pour  logarithme 
5,55ao33a.  Je  retranche  i  de  la  caractéristique  pour  rame- 
ner le  logarithme  dans  les  limites  des  tables,  et  je  cherche  le 
nombre  qui  a  pour  logarithme  4,55ao33a;  c'est  35647,83. 
Pour  revenir  au  logarithme  donné,  il  faut  ajouter  i  à  la 
caractéristique,  et  par  conséquent  multiplier  par  io  :  le 
nombre  cherché  est  donc  356478,3  à  un  dixième  près. 

a°  Trouver  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  i,55ao33a. 
On  ajoutera  3  unités  à  la  caractéristique,  et  Ton  cherchera 
le  nombre  qui  a  pour  logarithme  4,55ao33a  ;  c'est  35647,83, 
Pour  revenir  au  logarithme  proposé,  il  faut  retrancher  3  de 
la  caractéristique,  et  par  conséquent  diviser  par  îooo;  le 
nombre  cherché  est  donc  35,64783  avec  cinq  décimales 
exactes. 

On  voit  qu'il  y  a  un  grand  avantage  à  augmenter  la  carac- 
téristique de  manière  à  opérer  dans  la  partie  la  plus  élevée 
des  tables  ;  si  l'on  avait  conservé  la  caractéristique  i ,  on 
aurait  trouvé  le  nombre  35,65  avec  deux  décimales  seule- 
ment, tandis  qu'en  opérant  comme  on  l'a  fait  on  a  obtenu 
cinq  décimales. 

3°  Trouver  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  â,55aa33a. 
Je  cherche  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  o,55ao33a; 
c'est  3,564783.  La  caractéristique  négative  2  indique  qu'il 
faut  diviser  ce  nombre  par  100;  le  nombre  demandé  est 
donc  0,03564783. 

233.  Il  importe  de  se  rendre  compte  du  degré  d'approxi- 
mation avec  lequel  on  obtient  les  nombres  à  l'aide  de  leurs 
logarithmes.  Soit  log#=a,  le  logarithme  donné  a  ayant 
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une  caractéristique  égale  à  4  ;  appelons  %\  le  nombre  que 
Ton  trouve  en  opérant  comme  nous  l'avons  expliqué,  et  A  la 
différence  tabulaire  dont  on  s'est  servi.  Pour  produire  une 
variation  d'une  unité  du  septième  ordre  décimal  dans  le 
logarithme,  il  faut  faire  varier  le  nombre  d'une  quantité 

a = T  ;  par  conséquent,  le  mode  de  calcul  adopté  donnera 

pour  les  logarithmes  '  de  a?t+«  et  de  xx — «  les  valeurs 
approchées 

107  107 

mais  on  sait  que  Terreur  causée  par  la  proportion  est 
moindre  que  -liona  donc 

log(ar1  +  a)>a    ,    logfo  —  «)<a; 

ainsi  le  nombre  x,  qui  a  pour  logarithme  a,  est  compris 
entre  xt  — «  et  xt  +  a;  en  prenant  la  valeur  approchée  xl9 
on  commet  une  erreur  moindre  que  a,  c'est-à-dire  moindre 

que  —  •  Dans  le  voisinage  de  îoooo,  la  différence  tabulaire 

est  plus  grande  que  4oo  ;  l'erreur  commise  sur  le  nombre  est 

moindre  que  —  ;  le  nombre  lui-même  étant  plus  grand  que 

ioooo,  Terreur  relative  est  moindre  que  - •  A  mesure 

qu'on  s'élève  dans  la  table,  la  différence  tabulaire  diminue, 
et  par  conséquent  Terreur  absolue  augmente  ;  mais  Terreur 
relative  reste  à  peu  près  la  même.  Par  exemple,  vers  435oo 
la  différence  tabulaire  est  1 00  et  Terreur  absolue  moindre  que 

— ;  mais  Terreur  relative  est  encore  moindre  quer000000' 
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Vers  90000,  la  différence  tabulaire  est  44  et  l'erreur  absome 
moindre  que  —  ;  Terreur  relative  est  toujours  moindre  que 


4000000 

Ainsi  les  tables  de  Callet  donnent  les  nombres  avec  une 
erreur  relative  inférieure  à  un  quart  de  millionième. 

Remarques  sur  l'emploi  des  logarithmes. 

934.  Multiplication.  Lorsque  les  facteurs  sont  plus 
grands  que  l'unité,  on  ajoute  leurs  logarithmes;  il  n'y  a  là 
aucune  difficulté. 

Si  des  facteurs  sont  plus  petits  que  l'unité,  leurs  loga- 
rithmes ont  des  caractéristiques  négatives  qui  indiquent  la 
division  par  des  puissances  de  10;  on  aura  soin  de  retran- 
cher ces  caractéristiques  négatives. 

i°  Calculer  le  produit 

x  =  875,6348  x  62,82407. 
On  cherchera  les  logarithmes  des  deux  facteurs  et  on  les 
ajoutera,  ce  qui  donne  le  logarithme  du  produit;  puis  on 
cherchera  dans  les  tables  le  nombre  correspondant  : 

log  875,6548  =  a,94a3a5o 
log  62,82407=  1,7981261 
log  x= 4,7404491 
#  =  55010,95. 

a°  Calculer  le  produit 

x  =  8-,56348  X  0,06383407 
log  87,56348  =  i,94a3a3o 
log  0,06282407  =  2,798 1 261  î 

log  ar  =  0,740449* 
x— 5,501095.  t 
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En  ajoutant  les  logarithmes,  on  trouve  a  pour  partie 
entière  ;  mais,  comme  il  faut  retrancher  a,  il  reste  o. 

5°  Calculer  le  produit 

x  =  87,56348  X  0,006*8240, 
log  87,56348  =  1  ,Q4a3a3o 
log  0,006383407  =  3,798 1  a6i 

logar  =  ï,74o449i 
x  =  0,5501095. 

L'addition  des  logarithmes  donne  a  pour  partie  entière; 
mais  comme  il  faut  retrancher  3,  on  obtient  la  caractéris- 
tique négative  r. 

4°  Calculer  le  produit 

«=0,08756348  X  o,oo6a8a4o7 
log  0,08756348  =  â,94a3a3o 
log  o,oo6a8a4o7  =  3,7981261 

log  x  =  4, 74o449 l 
x = o,ooo55o  1 095. 

L'addition  des  logarithmes  donne  1  pour  partie  entière  ; 
comme  il  faut  retrancher  a  et  3,  c'est-à-dire  5,  on  a  la 

caractéristique  négative  4* 

93S.  Division.  On  sait  que,  pour  effectuer  une  division, 
il  faut  du  logarithme  du  dividende  retrancher  le  logarithme 
du  diviseur.  Lorsqu'on  n'a  qu'une  simple  division  à  faire, 
on  peut  procéder  de  cette  manière  ;  mais  quand  on  a  une 
série  de  multiplications  et  de  divisions  à  effectuer,  il  est 
plus  commode  de  n'avoir  que  des  logarithmes  à  ajouter. 
Pour  cela  on  transforme  les  logarithmes  à  retrancher,  de 
manière  que  leurs  parties  décimales  deviennent  positives. 
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Soit,  par  exemple,  à  calculer 

_336,39X  137,46 
X~         564,87 

Il   faut  retrancher  le  logarithme  du   nombre  564,8?, 
qui  est  2,7519485.  On  écrira 

—  3,75 19485  =  —  3  —  0,7519485  =  —  S-|-  (*  ' —  Oj75i<>485) 

=  —  3  +  o,a48o5i5  =      3,s48o5i5. 

On  aura  donc 

log  336,39  =  3,3736391 

log  127,46  =  2,1053739 

—  log  564,87  =  3,a48o5i5 

log#=  1,7270515 
a?  =  53,34oi8. 

Quand  on  a  ainsi  rendu  positive  la  partie  décimale  de 
—  log  564,87,  on  additionne  les  parties  décimales  des  trois 
logarithmes  ;  la  soustraction  ne  porte  plus  que  sur  la  ca- 
ractéristique, ce  qui  est  une  grande  simplification. 
Soit  encore  à  calculer 

o,33639  X  i,3746 
0,0056487 

H  faut  diviser  par  le  nombre  0,0056487,  qui  a  pour  loga- 
rithme 3,7519485.  On  écrira 

—  5,7519485  =  +  3  —  0,7519485  =  3  +  (1  —  0,7519485) 

=  2,  248o5 15. 

On  aura  donc 

log  0,23639 =1,3736291 

log  1,2746  =  0,1053739 

—  log  0,0056487  =  3, 24805 1 5 

logx— 1,7270545 
«=53,34018. 
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Remarquons  cette  manière  de  procéder  :  Pour  retran- 
cher un  logarithme,  on  ajoute  une  unité  à  la  caractéristique, 
dont  on  change  ensuite  le  signe,  et  ton  écrit  à  la  suite  le  com- 
plément arithmétique  de  la  partie  décimale. 

Ainsi,  dans  le  premier  exemple,  au  lieu  de  retrancher 
2,75 1(^85,  on  a  ajouté  3,a48o5i5.  La  caractéristique  a, 

augmentée  d'une  unité,  puis  changée  de  signe,  donne  3  ; 
en  prenant  l'excès  de  l'unité  sur  la  partie  décimale  7519485, 
on  obtient  le  complément  a48o5i5. 
Dans  le  second  exemple,  au  lieu  de  retrancher  3,75 19485, 

on  a  ajouté  a,a48o5i5.  La  caractéristique  3,  augmentée 
d'une  unité,  puis  changée  de  signe,  donne  a. 

Quant  à  l'excès  de  l'unité  sur  la  partie  décimale  du  loga- 
rithme, ce  qu'on  appelle  le  complément  arithmétique,  on 
l'obtient  aisément.  De  1  il  faut  retrancher  0,7519485.  Oi 
une  unité  vaut  9  dixièmes  et  10  centièmes;  10  centièmes 
▼aient  9  centièmes  et  10  millièmes,  etc.  L'unité  égale  donc 
0,999999  plus  10  unités  du  septième  ordre.  En  effectuant 
la  soustraction  de  gauche  à  droite,  on  obtient  le  complé- 
ment demandé  : 

0,999999*  * 
0,7519485 

0,24805 1 5 

Ainsi,  pour  avoir  le  complément  de  la  partie  décimale  d'un 
logarithme f  on  retranche  tous  les  chiffres  de  g,  en  allant 
de  gauche  à  droite,  excepté  le  dernier  que  ton  retranche 
de  îo. 

Avec  un  peu  d'habitude,  on  lit  immédiatement  le  com- 
plément dans  la  table,  en  regardant  le  logarithme. 
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936.  Puissances.  On  sait  qu'on  élève  un  nombre  à  une 
puissance  en  multipliant  son  logarithme  par  l'indice  de  la 
puissance. 

i°  Calculer  x =5lf.  On  cherchera  d'abord  le  logarithme 
de  5,  puis  on  multipliera  ce  logarithme  par  io  : 

log  5  =  0,69897000 
logs= 6,9897000 
#  =  97656a5. 

a0  Calculer  *=o,43a6\ 

log  0,43^6  =  I,636o865 
logx=  £,9083595 
#  =  0,08095794. 
En  multipliant  par  3  la  partie  décimale  o,636o865  di 
logarithme,  on  trouve  1,9083595;  en  multipliant  par  3  h 
caractéristique  négative — 1,  on  a— 3;  il  faut  donc  retran- 
cher 3  de  la  partie  entière  du  logarithme,  ce  qui  donne 
5,9082595. 

3#  Calculer  x  =  ( ^-  ]  • 

log  a  =  o,3o  1  o3ooo 
— log  37  =  â  ,43  *  798a8 

log£  =  5,73a8a8a8 

log  x  =  7,6641414 
x = 0,0000004614678. 

En  multipliant  par  5  la  partie  décimale  du  logarithme, 
on  trouve  3  pour  partie  entière  ;  la  caractéristique  1  Jga- 
tive — a,  multipliée  par  5,  donne — 10;  en  retranchant 
10  de  la  partie  entière,  on  obtient  la  caractéristique  néga- 
tive 7. 
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937.  Racines.  On  extrait  la  racine  d'un  nombre  en  divi- 
sant son  logarithme  par  l'indice  de  la  racine. 

i°  Calculer  x  =  ^fy$g*&. 

log  47^928  =  5,680370a 
loga?=  1,8954234 
x= 78,33903. 

3#  Calculer  x = V/0,054337. 

log  0,054337  =  3,73501 57 

log  x  =  1,5783386 

#=0,3787377. 

Afin  de  rendre  la  caractéristique  négative  divisible  par  3, 
je  retranche  et  j'ajoute  une  unité,  et  je  suppose  le  loga- 
rithme écrit  sous  la  forme 

—34-  1,7350157. 
En  divisant  par  3  la  partie  négative  et  la  partie  positive, 

on  a 

—  1  -f  0,5783386  =  1,5783386. 

3#  Calculer  x = ^0,0000098763. 

log  0,0000098763  =  6,9945943 
log  x  =  3,9989189 
«=0,09975137. 
Je  suppose  le  logarithme  écrit  sous  la  forme 

—  10  +  4,9945943, 
afin  de  rendre  la  partie  négative  divisible  par  5.  En  divisant 
par  5  les  deux  parties,  on  a 

—  a  +  0,9989189  =  3,9989189. 

938.  Remarques  sur  les  accroissements  des  logarithmes.  En 
examinant  dans  les  tables  la  colonne  des  différences,  on 
voit  ces  différences  aller  sans  cesse  en  diminuant.  Par 
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exemple,  les  logarithmes  des  nombres  486  et  487  diffèrent 
entre  eux  de  8927  unités  du  septième  ordre,  tandis  que 
ceux  des  nombres  48624  et  48ôa5  ne  diffèrent  plus  que  de 
89  unités  du  même  ordre.  Il  est  facile  d'expliquer  la  cause 
de  cette  diminution.  Soient  a  et  a  + 1  deux  nombres  entiers 
consécutifs,  la  différence  de  leurs  logarithmes  est 

log(a  +  i)  — loga=log^ii=log(i+i); 

or,  à  mesure  que  a  augmente,  1  +  -  diminue  et  tend  vers 

l'unité  :  la  différence  tabulaire  diminue  donc  et  tend  vers 
zéro.  Si  l'on  prolongeait  les  tables  indéfiniment,  cette  dif- 
férence deviendrait  infiniment  petite. 

Je  donne  au  nombre  a  un  accroissement  constant  quel- 
conque A,  l'accroissement  du  logarithme 

log(a  +  A)  — loga===log^^±-)===log(i  +  -) 

sera  d'autant  plus  petit  que  a  sera  plus  grand.  Ainsi,  pour 
un  même  accroissement  absolu  donné  au  nombre,  l'accrois- 
sement du  logarithme  diminue  à  mesure  que  le  nombre 
augmente.  Mais  si  l'on  donnait  au  nombre  un  même  accrois- 
sement relatif  (j'entends  par  accroissement  relatif  le  rap- 
port de  l'accroissement  absolu  au  nombre  lui-même  ;  un 
nombre,  par  exemple,  éprouve  un  accroissement  relatif  de 
ï~%  si  on  l'augmente  de  la  ^~  partie  de  sa  valeur),  l'ac- 
croissement du  logarithme  serait  constant.  En  désignant 

par  *  l'accroissement  relatif,  k  =  - ,  l'accroissement  du  lo- 
ti 

garithme  devient  log  (1 + A);  c'est  une  quantité  constante, 

si  l'accroissement  relatif  reste  le  même. 
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S39.  Dans  la  recherche  des  logarithmes  des  nombres, 
on  a  supposé  les  accroissements  du  logarithme  propor- 
tionnels à  ceux  du  nombre;  cette  proportion  n'est  pas 
exacte.  En  effet,  si  l'on  donne  au  nombre  a  l'accroissement 
A,  le  logarithme  subit  un  certain  accroissement;  si  l'on 
donne  au  nombre  a -{-h  le  même  accroissement  A,  le  loga- 
rithme subit  un  nouvel  accroissement  plus  petit  que  le  pre- 
mier; ainsi,  quand  l'accroissement  du  nombre  devient 
double,  l'accroissement  du  logarithme  est  un  peu  moindre 
que  le  double  ;  et  réciproquement,  quand  l'accroissement  du 
nombre  devient  moitié,  l'accroissement  du  logarithme  est 
un  peu  plus  grand  que  la  moitié.  L'emploi  de  la  proportion 
donne  donc,  dans  le  passage  des  nombres  aux  logarithmes, 
des  résultats  un  peu  trop  faibles,  et,  dans  le  passage  des 
logarithmes  aux  nombres,  des  résultats  un  peu  trop  forts. 

Mais,  si  Ton  a  soin  d'employer  toujours  la  partie  la  plus 
élevée  des  tables,  l'erreur  commise  sur  les  logarithmes 
n'affectera  pas  les  unités  du  septième  ordre  décimal  ;  et  en 
effet,  dans  les  tables  de  Callet,  on  voit  que  la  même  diffé- 
rence tabulaire  existe  entre  plusieurs  couples  de  logarith- 
mes consécutifs.  Par  exemple,  du  nombre  685g5  au  nombre 
69744  la  différence  tabulaire  est  la  même.  Dans  cet  inter- 
valle, pour  une  unité  d'augmentation  dans  le  nombre,  le 
logarithme  subit  un  accroissement  constant  63  ;  pour  deux, 
trois...  unités  d'augmentation  dans  le  nombre,  le  loga- 
rithme 4ubit  donc  un  accroissement  deux,  trois...  fois  plus 
grand,  et  par  conséquent  les  accroissements  du  nombre 
sont  proportionnels  à  ceux  du  logarithme,  du  moins  au  de- 
gré d'approximation  des  tables. 
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CHAPITRE  IV 


DES    INTÉRÊTS    COMPOSES. 


940.  Ordinairement  les  intérêts  d'un  capital  prêté  se 
payent  chaque  année  et  constituent  une  rente;  mais  il 
arrive  quelquefois  qu'on  laisse  les  intérêts  s'ajouter  au  ca- 
pital, de  manière  que  le  capital  s'accroisse  d'année  en 
année  :  c'est  là  ce  qu'on  appelle  capitaliser  les  intérêts,  ou 
placer  à  intérêts  composés. 

On  a  appelé  taux  de  l'intérêt  ce  que  rapportent  100  francs 
dans  un  an  ;  mais,  dans  le  calcul  des  intérêts  composés,  il 
est  plus  commode  de  prendre  pour  taux  l'intérêt  de  un  franc 
en  un  an,  intérêt  que,  pour  abréger,  nous  désignerons  par 
la  lettre  r.  Ainsi,  placer  à  5  pour  ioo,  c'est  la  même  chose 
que  placer  à  o,o5  pour  i  ;  dans  ce  cas  r=o,o5;  placer  à 
4,5o  pour  ioo,  c'est  la  même  chose  que  placer  à  o,o45 
pour  i  ;  dans  ce  cas,  r=o,o45. 

94 1 .  Le  capital  un  franc,  augmenté  de  son  intérêt,  vaut, 
après  une  année,  i  -\-r;  un  capital  *46o  francs  vaudra 
a46o  fois  plus,  c'est-à-dire  (i+r)X*46o  ou  a46o(i+r). 
En  général,  si  l'on  représente  par  a  un  capital  quelconque, 
sa  valeur  au  bout  d'un  an,  par  l'addition  des  intérêts,  sera 
a(i+r).  Ainsi  on  obtient  la  valeur  d'un  capital  après  une 
an.iée  en  multipliant  ce  capital  par  l'unité  augmentée  de  tin- 
térêt  de  un  franc. 
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Par  exemple,  le  capital  2460  francs  placé  à  5  pour  100 
vaut  au  bout  d'un  an  2460  X  i,o5  =  2583. 
.  Je  suppose  maintenant  que  le  capital  a  soit  placé  pen- 
dant n  années.  Après  une  année,  ce  capital  devient  a(  1  +r)  ; 
tel  est  le  capital  dû  à  la  an  de  la  première  année  et  qui  pro- 
duit intérêt  pendant  la  seconde  année.  Pour  savoir  ce  que 
devient  ce  capital  a  (1  +r)  par  l'addition  des  intérêts  de  la 
seconde  année,  il  faut  le  multiplier  par  i+r,  ce  qui  fait 
a  (1  -f-r)  (i+r)  ou  a(i  -\-r)*  ;  tel  est  le  capital  dû  à  la  fin 
de  la  seconde  année,  et  qui  produit  intérêt  pendant  la  troi- 
sième année.  Pour  savoir  ce  que  devient  ce  capital  û^i-J-r)1, 
par  l'addition  des  intérêts  de  la  troisième  année,  il  faut  le 
multiplier  par  1  +  r,  ce  qui  fait  a  (i+r)*  (i-f-r)  oua  (i+r)*  ; 
tel  est  le  capital  dû  à  la  fin  de  la  troisième  année,  et  qui 
produit  intérêt  pendant  la  quatrième  année.  Le  même  rai- 
sonnement peut  être  continué  indéfiniment,  et,  comme 
chaque  année  nouvelle  introduit  un  nouveau  facteur  i -f- r, 
la  valeur  du  capital,  après  n  années,  sera  a(i  +r)\  Ainsi 
on  obtient  la  valeur  d'un  capital,  placé  à  intérêts  composés, 
après  un  certain  nombre  d*  années,  en  multipliant  ce  capital  par 
la  valeur  d'un  franc  après  un  an,  élevée  à  une  puissance  mar- 
quée par  le  nombre  des  années. 

Si  donc  Ton  désigne  par  A  la  valeur  du  capital  après  n 
années,  on  a  la  formule  générale 
(1)  A  =  a(i  +  r)". 

Cette  formule  établit  une  relation  entre  les  quatre  quan- 
tités représentées  par  a,  A,  n,  r,  relation  qui  détermine 
l'une  quelconque  d'entre  elles,  quand  on  connaît  les  trois 
autres.  On  peut  donc,  à  l'aide  de  cette  relation,  résoudre 
les  quatre  Questions  suivantes. 
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249.  Problème  I.  Quelle  e$t  la  valeur  dun  capital  placé, 
à  intérêts  composés,  et  au  taux  r,  après  n  années? 

C'est  la  question  traitée  précédemment  :  on  calculera  A 
par  logarithmes. 

Exemple.  Trouver  la  valeur  du  capital  12540  francs 
placé  à  intérêts  composés,  à  5  pour  100,  après  7  ans. 

Je  suppose  dans  tout  ce  qui  suit  que  Ton  opère  avec  les 
tables  de  Callet. 

log  i*54o =4,098*975 

log  i,o5  =  0,021  1893 
?logi,o5 =oyi483a5i 

logA  =  4,a466a*6 
A=  17645,04. 

243.  Problème  II.  Quel  est  le  capital  qui,  placé  à  intérêts 
composés,  au  taux  r,  acquiert  après  n  années  la  valeur  A  ? 
La  formule  précédente  donne 

f^  A 

{a)  Û=(T+T'- 

Exemple.  Quel  est  le  capital  qui,  placé  à  intérêts  compo- 
sés à  4,75  pour  100,  vaut  24600  francs,  après  12  années? 

log  24600 =4,5909351 

log  1 ,0475  =  0,020 1 540 
12  log  1,0475 =0,2418480 

loga =4,1490871 

a=  14095,70. 

944.  Problème  III.  A  quel  taux  faut-il  placer  un  capital 
a,  à  intérêts  composés,  pour  qu'après  n  années  il  acquière  la 
valeur  AT 
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L'inconnue  ici  est  r;  de  la  formule  fondamentale  on  déduit 

(3)  i  +  r  =  V^. 

On  calculera  de  cette  manière  la  quantité  i  +  r  ;  retran- 
chant i  du  résultat,  on  aura  r. 

Exzmplb.  À  quel  taux  faut-il  placer  le  capital  14095,70, 
pour  qu'après  ia  années  il  vaille  24600  francs? 

log  04600 =  4,3909351 

log  14095,70 =4,1490867 

log  A  —  log  a = 0,0418484 

1°8  (l  H"  r)      ==  o,oaoi54o 
i-fr=  1,0475, 
r  =  0,0475. 

Il  faut  placer  le  capital  à  4,75  pour  100. 

S4B.  Problème  IV.  Pendant  combien  d'années  faut-41  pla- 
cer un  capital  a,  au  taux  r,  à  intérêts  composée,  pour  qu'il  ac- 
quière la  valeur  A  f 

L'inconnue  est  n  ;  de  la  formule  fondamentale  on  déduit 

(4)  (1 +')•=£' 

et,  en  prenant  les  logarithmes, 

nlog(i  +  r)=logA  — loga; 
<Toà 

n_logA— loga 

log(i-fr) 

246.  Remarque.  La  formule  des  intérêts  composés  a  été 
établie  dans  l'hypothèse  où  le  capital  reste  placé  pendant 
on  nombre  entier  d'années.  Lorsque  le  capital  reste  placé 
pendant  un  certain  nombre  d'années,  plus  une  fraction 
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d'année,  on  cherche  d'abord  sa  valeur  après  le  nombre  en- 
tier d'années  par  la  formule  des  intérêts  composés,  cuis  on 
calcule  les  intérêts  simples  de  ce  nouveau  capital  pendant 
la  fraction  d'années. 
Mais  il  sera  plus  simple  d'appliquer  la  formule  ordinaire 

A=a(i  +  r)", 

dans  laquelle  on  donnera  an  des  valeurs  fractionnaires;  la 
différence  des  résultats  est  négligeable. 

Exemple  I.  Quelle  est  la  valeur  du  capital  ia54o  francs, 
placé  à  intérêts  composés  à  5  pour  loo,  après  7  ans  8  mois? 

Après  7  ans,  le  capital  devient  17645,04;  ce  nouveau 
capital  rapporte  588, 17  en  8  mois  :  donc,  après  7  ans  8  mois, 
le  capital  devient  i8a33,ao. 

En  donnant  à  n  la  valeur  fractionnaire  7  +  £,  on  trouve 
18228,40;  la  différence  est  4,80;  c'est  une  quantité  rela- 
tivement très-petite  ;  elle  est  plus  petite  que  le  ^  de  la 
grandeur  cherchée. 

Exemple  IL  Pendant  combien  d'années  faut-il  placer 
un  capital  à  intérêts  composés  à  5  pour  100,  pour  qu'il  ac- 
quière une  valeur  double  ? 

Comme  la  grandeur  du  capital  n'a  aucune  influence  dans 
la  question,  je  suppose  qu'il  s'agisse  du  capital  1000  francs. 


log  a 
log  i,o5' 


loga      =  o,3oio3oo 
log  1,05=0,0311893 


logo,3oio3     =  1,4786098 
log  0,0211 1893  =  â,3a6i  167 


logn=i,i52493i 
n=  14,207. 
Anrès  14  années,  le  capital  n'est  pas  encore  doublé;  après 
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i5  années,  il  est  plus  que  doublé.  Après  14  années,  le  ca- 
pital 1000  francs  devient  1979,93;  si  Ton  cherche  dans 
combien  de  jours  le  capital  1979,93  produira  ce  qui  manque 
pour  que  le  capital  primitif  soit  doublé,  c'est-à-dire  20,07, 
on  trouve  74  jours.  Ainsi,  à  5  pour  100,  le  capital  est  dou- 
blé en  14  ans  74  jours. 

Si  Ton  prend  la  valeur  fractionnaire  n=  14,207  donnée 
par  le  calcul,  on  trouve  14  ans  75  jours.  La  différence  n'est 
que  d'un  jour. 

Exemple  III.  A  quel  taux  faut-il  placer  un  capital  de 
12000  francs  à  intérêts  composés,  pour  qu'il  acquière  une 
valeur  de  18000  francs  après  9  ans  5  mois? 

Dans  la  formule  des  intérêts  composés,  on  donnera  à  n 
la  valeur  fractionnaire  9+—.  Il  serait  très-difficile  de  ré- 
soudre autrement  la  question. 

247.  Problème  V.  On  a  deux  billets,  Vun  d'une  somme  a 
payable  dans  1  an;  Vautre  cTune  somme  b  payable  dans  5  ans; 
on  veut  les  convertir  en  un  seul  payable  dans  3  ans. 

Cherchons  la  valeur  de  chacun  des  deux  billets  dans 
3  ans,  à  l'échéance  du  troisième  billet.  A  cette  époque,  2  ans 
après  son  échéance,  le  premier  billet  vaudra 

à  cette  même  époque,  2  ans  avant  son  échéance,  le  second 
billet  vaut 

b 

Si  l'on  appelle  x  la  somme  qui  doit  être  inscrite  sur  le  troi- 
sième billet,  c'est-à-dire  la  somme  à  toucher  dans  3  ans, 

"      20 
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on  aura 

l 

248.  Problème  VI.  La  population  cTun  État  est  de  £o  mil- 
lions d'habitants,  elle  s'accroît  chaque  année  de  ~  de  sa  va- 
leur; on  demande  quelle  sera  la  population  de  cet  État  dans  un 
siècle. 

J'appelle  P  la  population  après  un  certain  nombre  d'an- 
nées ;  Tannée  suivante,  elle  sera 


p.+!r!P*(1+5à;)-p* 


3oi 
3oô 


Ainsi  la  population  croît  année  par  année  comme  les  termes 
d'une  progression  géométrique  dont  le  premier  terme  est 
4o  millions  et  la  raison  ~.  On  demande  le  101*  terme  de  la 
progression  :  en  désignant  par  x  ce  terme,  on  a  (n°  ao6^ 

/3oi\100 
x = 4<>oooooo  X  (  =— - 1 

x= 55793000. 

949.  Problème  VIL  Les  populations  de  deux  États  sont, 
tune  de  20  millions  (T habitants,  T autre  de  3o  millions  :  la 
première  s'accroît  chaque  année  de  j~,  la  seconde  de  ^  de  sa 
valeur.  Dans  combien  de  temps  les  deux  populations  seront-elles 
égales  ? 

J'appelle  n  le  nombre  d'années  cherché  ;  après  ce  nombre 
d'années,  les  deux  populations  étant  égales,  on  aura 

20000000  X  ( — )  =3ooooooo  X  (= — )  : 
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d'où 

/aoi\n  /3oi\n 

\*oo/  \3oo/ 

/aoi  X  3oo\n 3 

Vaoo  X  3oi/        a' 

_/6o3\n3. 
\6oa/    a 

si  l'on  prend  les  logarithmes,  il  vient 

n  (log  6o3  —  log  6oa)  =  log  3  —  log  a, 
log3  — loga 
log6o3  — log6oa  44 

QUESTIONS  D'ANNUITÉS. 

980.  Problème  VIII.  £/ne  personne  place  chaque  année 
une  somme  a  pendant  n  années,  et  laisse  les  capitaux  et  les  inté- 
rêts s'accumuler.  On  demande  quelle  sera  la  valeur  totale  de 
tous  ces  placements  après  ces  n  années? 

Le  premier  versement,  étant  placé  pendant  n  années, 
acquiert  une  valeur  égale  à  a(i-f-r)*;  le  second,  étant 
placé  pendant  n  —  i  années,  acquiert  une  valeur  égale  à 
a(I+r)*"<>  stc.  ;  enfin  le  dernier,  ne  restant  placé  que  pen- 
dant un  an,  vaut  a(\-\-r).  La  valeur  totale  après  les  n 
années  est  donc 

a(i  +r)  +  a(i  +r)» +a(i  +r}«; 

c'est  la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique 
dont  la  raison  est  i  -|-r  :  on  a  ainsi,  en  désignant  par  A  la 
somme  cherchée  (n°  ai 3), 

(5)  A  =  g(1+r)w4t^fl(I+0^fl(^+^)[(i+^-0, 
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Il  est  impossible  de  soumettre  directement  cette  formule 
au  calcul  logarithmique  ;  on  est  obligé  de  faire  deux  calculs 
séparés.  On  calculera  d'abord  la  quantité  (i-|-r)n,  puis  A. 

Exemple.  On  place  chaque  année  1000  francs  pendant 
ao  ans  à  5  pour  100. 

i  o5(i  o5'^^~ 1} 

A=  1000- — L-L- = =  21000  X  (i,o5ao—  1). 

o,o5 


Calcul  de  1,05M 

log  1,05  =  0,02118930 

ao  log  1  ,o5  =  0,4237860 
i,o5S0  =  2,6533 


Calcul  de  A 

lOg  21000     =4>5222193 

log  i,65î53  =0,21 835 17 


logA  =  4)  54oî>7io 
A  =  547i9f,3o 


9-51.  Problème  IX.  Une  personne  emprunte  actuellement 
une  somme  A,  et  voudrait  se  libérer  en  n  années  par  n  paye- 
ments égaux  effectués  à  la  fin  de  chaque  année.  On  demande  quel 
doit  être  le  montant  de  chacun  des  payements? 

Je  désigne  par  x  le  montant  de  chaque  payement  et  je 
suppose  qu'on  règle  les  comptes  à  la  fin  de  la  ne  année  ;  la 
somme  due  est  alors  A(i+r)\  Le  premier  versement, 
ayant  été  fait  n  —  1  années  auparavant,  vaut,  au  moment 
du  règlement,  x(i  -l-r)*-1,  le  second  versement,  ayant  été 
fait  n  — 2  années  auparavant,  vaut  x[i  +r),|-,,  et  ainsi  de 
suite;  Tavant-dernier  versement,  ayant  été  fait,  il  y  a  un 
an,  vautx(i+r);  enfin  le  dernier,  étant  fait  au  moment 
même,  vaut  x.  La  valeur  totale  des  n  payements  annuels 
est  donc,  au  moment  du  règlement  de  compte, 


x  +  x(i  +  r)-fff(i  +  r)f -f  x(i  +  r)n-1, 
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ou,  en  faisant  la  somme, 

xx(l  +  r)"-1. 
r 

La  somme  qui  reste  due  à  la  fin  de  la  n*  année  est  donc 

A(i  +  r)"— xx(l  +  r)n~l. 

r 

Si  la  dette  est  acquittée,  on  a  l'équation 

A(i  +  r)"~xX(l  +  r)n~i  =  o; 

r 

d'où  l'on  déduit 

Ar(i  +  r)n 


x  = 


(i  +  r)n  —  i 


Cette  formule  présente  le  même  inconvénient  que  la 
précédente  ;  il  'est  impossible  de  la  soumettre  directement 
au  calcul  logarithmique.  On  calculera  d'abord  (1  +r)n, 
puis*. 

232.  Problème  X.  Les  compagnies  de  chemins  de  fer, 
pour  construire  les  lignes  nouvelles  de  leurs  réseaux, 
émettent  des  obligations  de  5oo  francs,  portant  intérêt  à 
3  pour  îoo,  c'est-à-dire  de  i5  francs  par  an,  et  rembour- 
sables au  pair,  c'est-à-dire  à  5oo  francs,  par  voie  de  tirage 
au  sort  pendant  toute  la  durée  de  la  concession.  La  durée 
des  concessions  faites  par  l'État  est  de  99  ans.  Supposons 
qu'il  reste  encore  à  courir  y5  ans,  et  proposons-nous  de 
calculer  la  somme  annuelle  que  doit  servir  la  compagnie 
pour  l'intérêt  et  l'amortissement  d'un  million  d  obliga- 
tions. C'est  comme  si  la  compagnie  empruntait  une  somme 
5ooX  ioe  à  3  pour  100;  il  suffira  de  faire  dans  la  formule 
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précédente  A=5ooXioe,  r=o,o3,  n  =  75;  on  trouve 
ainsi  ?=  i6834ooo9  ce  qui  fait  par  obligation  16,834. 

La  compagnie  vend  ses  obligations  à  un  prix  plus  ou 
moins  élevé,  suivant  l'abondance  des  capitaux  disponibles. 
Aujourd'hui  le  cours  est  d'environ  3qo  francs  par  obliga- 
tion. La  compagnie  paye  donc  annuellement  16,834,  pour 
intérêt  et  amortissement  d'une  somme  de  3go  francs  reçue 
par  elle,  ce  qui  fait  4,3 16  pour  100  francs. 


FIN. 


TABLE     DES     MATIÈRES 


INTRODUCTION. 

Ptff« 

Sgnes  algébriques.  —  Emploi  des  lettres  comme  moyens 

d'abréviation  et  de  généralisation.  ...•»••.....       i 

LIVRE   PREMIER. 

CALCUL   ALGÉBRIQUE. 

Crapftre  I.  Préliminaires.  . «... 32 

—  IL  Addition  et  soustraction 39 

—  m.  Multiplication* . .  45 

—  IV.  Division. . .  ; 57 

—  V.  Fractions  algébriques. 74 

LIVRE  II. 

ÉQUATIONS    DU    PREMIER   DR  OR  t. 

Chapitre  I.        Résolution  des  équations  du  premier  degré.      83 

—  IT.      Utilité  des  quantités  négatives  dans  la  réso- 

lution des  problèmes 108 

—  III.     Des  cas  d'impossibilité  ou  d'indétermination.    126 

—  IV.     Formules  générales  pour  la  résolution  de  deux 

équations  du  premier  degré  à  deux  incon- 
nues     138 

•      V*.     Formules  générales  pour  la  résolution  de  t~ois 

équations  du  premier  degré  à  trois  incon- 
nues. . *** 


312  TABLE    DES    MATIÈRES. 

LIVRE  III. 

ÉQUATIONS    DU    SECOND    DEGRÉ. 

Chapitre  I.        Carré  et  racine  carrée 1C2 

—  II.      Résolution  des  équations  du  second  degré.  — 

Propriétés  du  trinôme  du  second  degré .  .     1 67 

—  III.     Des  questions  de  maximum  et  de  minimum 

qui  peuvent  se  résoudre  par  les  équations 

du  second  degré 204 

—  IV.     Équations  réductibles  au  second  degré.    — 

Équations  bicarrées.  —  Équations  trinômes    244 

LIVRE  IV. 

PROGRESSIONS  ET  LOGARITHMES. 

Ch\ pitre  I.  Progressions  arithmétiques. 21'6 

—  II.  Progressions  géométriques 2G2 

—  III.  Logarithmes 273 

—  IV.  Intérêts  composés.  —  Annuités 200 


FIN    DE    LA    TADLE    DES    MATIÈRES. 


Sceaux.  —  lMP.  Ciivraire  et  fils. 


LEÇONS 


D'ALGÈBRE 


Tout  exemplaire,  non  revêtu  de  la  griffe  de  ?  Éditeur  et  dm 
celle  de  F  Auteur,  sera  réputé  contrefait. 


Les  questions  marquées  d'un  astérisque  ne  figurent  pas  dans  h 
programmes  officiels. 


Sceaux.  —  Typ.  ot  stér.  M.  et  P.-E.  Charaif*. 


LEÇONS 

D'ALGÈBRE 

au  notuuKs  officim  n  l'bkheiui  dss  ltcéis 

Pur  CH.  BRIOT 


DEUXIÈME   PARTIE 

A   L'OSAGK 

DES  ÉLÈVES  DS  U  CLASSE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

ONZIÈME    ÉDITION, 


PARIS 

LIBRAIRIE  CH.  DELAGRAVE 

18.  RUE  SOUFFLOT     lï 

1883 


LEÇONS  D'ALGÈBRE 


DEUXIÈME  PARTIE 


LIVRE  PREMIER 

COMPLÉMENT    DE    CALCUL    ALGÉBRIQUE 


CHAPITRE  PREMIER. 

» 

DE8  NOMBRES  INCOMMENSURABLES. 

Définition. 

■ 

1.  Lorsqu'on  veut  mesurer  une  grandeur,  on  cherche  une 
commune  mesure  entre  cette  grandeur  et  l'unité.  Si,  par 
exemple,  la  commune  mesure  est  contenue  7  fois  dans  l'unité 
et  4  fois  dans  la  grandeur  que  l'on  veut  mesurer,  cette  gran- 
deur, étant  égale  à  4  fols  1&  septième  partie  de  l'unité,  sera 
représentée  par  la  fraction  \. 

Mais  il  peut  arriver  que  la  grandeur  et  l'unité  n'admettent 
pas  de  commune  mesure,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  de 
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grandeur,  si  petite  qu'elle  soit,  contenue  exactement  dans  la 
grandeur  et  l'unité.  Dans  ce  cas,  on  dit  que  la  grandeur  est 
incommensurable,  et,  comme  il  est  impossible  de  la  mesurer 
exactement,  on  se  home  à  une  évaluation  approximative. 
Imaginons  l'unité  partagée  en  un  grand  nombre  de  parties 
égales,  par  exemple  en  mille  parties  égales,  et  cherchons 
combien  la  grandeur  à  mesurer  contient  de  ces  parties;  elle 
en  contient,  je  suppose,  728,  plus  un  reste  plus  petit  que 
Tune  des  parties  ;  la  grandeur  à  mesurer  étant  plus  grande 
que  ^,  mais  plus  petite  que  ~y,  sera  représentée  par  Tune 
ou  l'autre  de  ces  deux  fractions,  avec  une  erreur  moindre 
que  1  millième. 

Si  l'on  avait  partagé  l'unité  en  un  million  de  parties  égales, 
on  aurait  obtenu  la  mesure  de  la  grandeur  avec  une  erreur 
moindre  que  1  millionième. 

Le  nombre  fractionnaire  qui  mesure  une  grandeur  incom- 
mensurable, avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on 
veut,  s'appelle  un  nombre  incommensurable. 

2.  Les  racines  des  quantités  qui  ne  sont  pas  puissances 
parfaites  donnent  aussi  naissance  à  des  nombres  incommen- 
surables. Appelons  A  un  nombre  entier  non  puissance  n*  par- 
faite (c'est-à-dire  un  nombre  entier  qui  n'est  pas  la  puissance 
n*  d'un  nombre  entier),  et,  plus  généralement,  une  fraction 
ordinaire  irréductible  dont  les  deux  termes  ne  sont  pas  des 
puissances  n"  parfaites  ;  je  dis  qu'il  n'existe  pas  de  nombre 

fractionnaire  t  qui,  élevé  à  n'  puissance,  reproduise  exacte- 
ment  A.  En  effet,  la  ne  puissance  de  la  fraction  -  est  t;;  comme 
on  peut  supposer  la  fraction  -  irréductible,  c'est-à-dire  les 
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dfiix  nombres  a  et  b  premiers  entre  eux*  les  deux  nom- 
bres an  et-*w  sont  aussi  premiers   entre  eux  et  la  frac- 

tiun  j-  irréductible.  On  voit  d'abord  que  cette  fraction  irré- 
ductible ne  peut  être  égale  à  un  nombre  entier  À.  Elle  ne 
peut  non  plus  être  égale  à  une  fraction  irréductible  dont  les 
termes  ne  sont  pas  des  puissances  parfaites;  car  deux  frac- 
tions irréductibles  ne  sont  égales  que  si  elles  ont  leurs  deux 
termes  égaux  respectivement. 

Maison  peut  trouver  des  nombres  fractionnaires  -r  et  — £-> 

o        o 

qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  d'une  quantité  aussi  petite 

qu'on  veut  t  (b  étant  très-grand),  et  dont  les  n°  puissances 

comprennent  À.  Écrivons,  en  effet,  la  quantité  proposée  A 
sous  la  forme 

A  X  i» 

et  désignons  par  a  le  plus  grand  nombre  entier  dont  la  né 
puissance  soit  contenue  dans  AX**;  la  quantité  Ax**  étant 

Axé* 
comprise  entre  a*  et  (a+i)*,  la  quantité  ou  A  sera  évi- 

demment comprise  entre 


G)"  -  H1)'- 


Chacun  des  nombres  fractionnaires  T  et  -£-  ,  dont  la  diffé- 

o        o 

rence  est  aussi  petite  qu'on  veut,  et  dont  les  puissances  cora  - 

prennent  la  quantité  proposée  A,  est  ce  que  Ton  appelle  la 

racine  approchée  de  A  ^  on  la  désigne  par  le  symbole  y  A. 
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n  /v_l— 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  nombre  fractionnaire  T  ou  -4-^ 

à  b 

représente,  avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  veut, 
une  certaine  grandeur  incommensurable.  Considérons  en 
effet,  d'une  part,  les  nombres  fractionnaires  dont  les  n"  puis- 
sances sont  inférieures  à  A  ;  d'autre  part,  ceux  dont  les  puis- 
sances sont  supérieures  à  A,  et  imaginons  les  deux  séries  de 
grandeurs  commensurables  de  même  espèce  représentées  par 
ces  nombres.  Les  grandeurs  de  la  première  série  sont  plus 

petites  que  celles  de  la  seconde  ;  la  différence  j-  entre  une 

grandeur  j-  de  la  première  série  et  une  grandeur  ~-  de  la 

seconde  série  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut.  On 
conçoit  donc  qu'entre  ces  deux  séries  de  grandeurs  commen- 
surables, il  existe  une  grandeur  incommensurable  unique  et 
déterminée,  qui  en  est  la  limite  commune;  c'est  cette  gran- 
deur incommensurable  que  représente  le  symbole  V^Âi 

3.  On  a  vu,  en  géométrie,  plusieurs  exemples  de  grandeurs 
incommensurables.  Ainsi,  on  a  démontré  que  la  diagonale 
d'un  carré  est  incommensurable  par  rapport  au  côté  pris 

pour  unité  :  elle  est  représentée  par  le  symbole  y/a.  De  même, 
la  circonférence  d'un  cercle  est  incommensurable  par  rap- 
port au  diamètre  pris  pour  unité  ;  on  le  désigne  parla  lettre*. 
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Calcul  des  nombres  incommensurables. 

4.  Le  calcul  des  nombres  incommensurables  n'offre  aucune 
difficulté.  Les  nombres  incommensurables  n'étant  autre 
chose  que  des  nombres  fractionnaires  approchés,  il  est  clair 
que  les  opérations  portent  sur  ces  nombres  fractionnaires; 
le  résultat  sera  lui-même  un  nombre  fractionnaire  approché, 
qui  représentera,  avec  une  erreur  infiniment  petite,  une 
grandeur  déterminée,  en  général  incommensurable. 

Addition.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'additionner 
deux  nombres  incommensurables.  Si  Ton  prend  les  deux 
nombres  par  défaut,  puis  par  excès,  on  a  une  première  somme 
plus  petite  que  la  seconde  ;  d'ailleurs  ces  deux  sommes  diffè- 
rent entre  elles  aussi  peu  qu'on  yeut;  donc  elles  comprennent, 
une  grandeur  déterminée,  qu'elles  représentent  avec  une 
approximation  indéfinie.  Cette  grandeur  est  la  somme  des 
deux  grandeurs  incommensurables  représentées  par  les  nom- 
bres incommensurables  proposés. 

Soustraction.  Il  en  est  de  même  de  la  soustraction  :  si  l'on 
prend  le  plus  grand  nombre  par  défaut,  le  second  par  excès, 
ou,  réciproquement,  le  premier  par  excès,  le  second  par  dé- 
faut, on  a  une  première  différence  plus  petite  que  la  seconde, 
et  ces  deux  différences  diffèrent  entre  elles  d'une  quantité 
aussi  petite  qu'on  veut;  donc  elles  comprennent  une  gran- 
deur qu'elles  représentent  avec  une  approximation  indéfinie. 
Cette  grandeur  est  la  différence  des  grandeurs  incommensu- 
rables que  représentent  les  deux  nombres  incommensurables 
proposés. 

5.  Multiplication.  Soit  à  faire  le  produit  de  deux  nombres 
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incommensurables,  par  exemple  y?  X  V 5.  Si  Ton  prend  les 
deux  nombres  par  défaut,  puis  par  excès,  on  a  un  premier 
produit  plus  petit  que  le  second  ;  d'ailleurs  ces  deux  produits 
diffèrent  entre  eux  d'une  quantité  aussi  petite  qu'on  veut  ; 
donc  Us  comprennent  une  grandeur  qu'ils  représentent  avec 
une  approximation  indéfinie. 

Il  est  clair  que  le  produit  de  plusieurs  nombres  incommen- 
surables ne  change  pas  quand  on  intervertit  l'ordre  des  fac- 
teurs ;  car  le  produit  des  nombres  fractionnaires  approchés 
ne  change  pas.  Ce  théorème  fondamental  étendu  aux  nombres 
incommensurables,  toutes  ses  conséquences  le  sont  par  là 
môme  ;  ainsi,  on  peut  grouper  deux  facteurs  en  un  seul,  dé- 
composer au  contraire  un  facteur  en  deux,  etc. 

Division.  Si  l'on  prend  le  dividende  par  défaut,  le  diviseur 
par  excès,  ou,  réciproquement,  le  dividende  par  excès,  le 
diviseur  par  défaut,  le  premier  quotient  sera  plus  petit  que 
le  second,  et  comme  leur  différence  est  infiniment  petite,  ils 
comprennent  entre  eux  une  grandeur  déterminée  qu'ils  re- 
présentent avec  une  approximation  indéfinie. 

Les  propriétés  des  fractions  algébriques,  et  en  général 
toutes  les  règles  du  calcul  algébrique,  subsistent  évidemment 
quand  les  lettres  désignent  des  nombres  incommensurables. 
(Voyez  l'Algèbre,  première  partie,  livre  I.) 


CHAPITRE  II. 

■ 

CALCUL  DES  RADICAUX. 


6.  On  appelle  en  général  racine  n#  d'un  nombre  positif  a, 
un  nombre  positif,  comtnensurable  ou  incommensurable,  qui, 
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élevé  à  la  n#  puissance,  reprod  ait  le  nombre  proposé.  C'est  l;\ 
ce  qu'on  entend  par  valeur  arithmétique  d'un  radical;  on  la 

désigne  par  le  symbole  \a.  Le  nombre  n  est  l'indice  du  ra- 
dical. On  est  convenu  de  ne  pas  écrire  l'indice  quand  il  s'agit 
d'une  racine  carrée  :  dans  ce  cas,  on  sous-entend  l'indice  a. 

Avant  d'aborder  le  calcul  des  radicaux,  nous  établirons 
quelques  lemmes  sur  les  puissances  : 

Lemme  I.  On  élève  un  produit  à  une  certaine  puissance,  en 
élevant  chaque  facteur  séparément  à  cette  puissance. 
On  a,  en  effet, 

(abc)n=abc  xabcXabcX =anb?i(*. 

Lemme  IL  On  élève  une  fraction  à  une  certaine  puissance,  en 
élevant  les  deux  termes  séparément  à  cette  puissance. 
On  a,  en  effet, 


fa\n a     a     a  an 

\b)  =bXbXbX —  £" 


Lemme  III.  Élever  un  nombre  à  deux  puissances  successives 
revient  à  élever  ce  nombre  à  une  puissance  ayant  pour  exposant 
le  produit  des  exposants. 

On  a,  en  effet, 

(am)n=amXamXamX =amn. 

Corollaire  I.  On  élève  un  monôme  à  une  certaine  puissance 
en  élevant  son  coefficient  à  cette  puissance  et  multipliant  tous  les 
exposants  par  V indice  de  la  puissance. 

Soit  à  élever  à  la  n*  puissance  le  monôme  5a*b*c.  En  vertu 
des  lemmes  I  et  III,  on  aura 

(5a*b*c)n=5na*nb*nc*. 
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Corollaire  II.  Un  monôme  est  une  puissance  n«  parfaite, 
lorsque  son  coefficient  est  une  puissance  n'  parfaite  et  que 
tous  ses  exposants  sont  divisibles  par  n.  Dans  ce  cas,  on  ob- 
tient la  racine  n*  du  monôme  proposé,  en  extrayant  la 
racine  n«  de  son  coefficient  et  divisant  par  n  tous  ses  expo- 
sants. 

Venons  maintenant  au  calcul  des  radicaux. 

7.  Théorème  I.  Le  produit  de  plusieurs  radicaux  de  même 
indice  est  égal  à  la  racine  du  produit  des  quantités  placées  sous 
les  radicaux. 

Je  dis,  par  exemple,  que 

\fa  \fl  V~c  =  \/abc. 

Car,  si  l'on  élève  le  premier  membre  à  la  n*  puissance,  ce 
que  l'on  fait  en  élevant  chaque  facteur  à  cette  puissance,  on 
Reproduit  la  quantité  abc  ;  donc  le  premier  membre  est  la 
racine  n*  de  abc. . 

8.  Théorème  IL  Le  quotient  de  deux  radicaux  de  même  in- 
dice est  égal  à  la  racine  du  quotient  des  deux  quantités  placées 
sous  les  radicaux. 

Je  dis  que 

7n  =  VV 


VI 


Car,  si  l'on  élève  le  premier  membre  à  la  n9  puissance,  ce 
que  l'on  fait  en  élevant  séparément  le  numérateur  et  le  dé- 

nominateur  à  cette  puissance,  on  reproduit  la  fraction  -. 
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9.  Théorème  111.  On  élève  un  radical  à  une  certaine  puis- 
sance en  élevant  à  cette  puissance  la  quantité  placée  sous  le 
radical. 

On  a,  en  effet,  en  vertu  du  théorème  I, 


{VFJT&K 


=  Va< 


10.  Remarque.  L'expression  \am  indique  qu'il  faut  élever 
le  nombre  a  à  la  m*  puissance,  et  extraire  la  racine  n*  du  ré- 
sultat. Lorsque  l'exposant  m  de  la  quantité  placée  sous  le 
radical  est  divisible  par  l'indice  n  du  radical,  on  peut  ex- 
traire la  racine  ;  il  suffît  de  diviser  l'exposant  par  l'indice  du 
radical.  En  efl'et,  soit  m  =  np,  on  aura 

\/a»î>=ar; 

car,  si  l'on  élève  la  quantité  a*  à  la  puissance  n,  on  repro- 
duit an*. 

44.  Théorème  IV.  On  extrait  la  racine  d'un  radical  en  mul- 
tipliant Cindice  du  radical  par  t  indice  de  la  racine  que  Von  veut 
extraire. 

Je  dis  que 

"■'«i—       m» 


ffî 


a=  X  a. 


En  effet,  si  l'on  élève  le  premier  membre  à  la  puissance  m, 

on  trouve  \fà\  si  Ton  élève  ensuite  ce  résultat  à  la  puis- 
sance n,  on  obtient  a  ;  mais  ceci  revient  à  élever  le  premier 
membre  à  la  puissance  mn.  Ainsi,  le  premier  membre  est 
une  quantité  qui,  élevée  à  la  puissance  mn,  reproduit  a; 
cfest  donc  la  racine  mn9  de  a. 
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12.  Théorème  V.  On  ne  change  peu  la  valeur  d'un  radical, 
quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  par  un  même  nombre 

V  indice  du  radical  et  t  exposant  de  la  Quantité  placée  sous  le 
radical. 
Soit  le  radical 


am. 


Je  dis  qu'en  multipliant  par  un  môme  nombre  entier  p  l'in- 
dice n  et  l'exposant  m,  on  obtient  un  second  radical 


np, — 

\/a^ 


égal  au  premier.  En  effet,  d'après  le  théorème  précédent,  le 
second  radical  peut  s'écrire 


\/am^=VV^*- 


Mais  on  a  (n°  10) 


Jam?=am; 


donc 


n^amP=\c^. 


13.  Corollaire  I.  On  simplifie  un  radical  en  divisant 
l'indice  et  l'exposant  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 
Ainsi 


it 


14.  Corollaire  II.  On  réduit  plusieurs  radicaux  au  même 
indice  en  prenant  pour  indice  commun  le  produit  des  indices, 
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ou  plus  simplement  leur  plus  petit  multiple.  Cette  réduction 
est  nécessaire  quand  on  veut  multiplier  ou  diviser  deux  ra- 
dicaux d'indices  différents.  Ainsi 

mr-         »/—        mn, —        mn mnj • 

VflXV*=  V ûnX  v  *""=  \anbm, 
V^âx  \fb=  lV^X  7**  =  'Ifâw. 


CHAPITRE  III. 

EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES. —  EXPOSANTS  NÉGATIFS. 

Exposants  fractionnaires. 

15.  On  a  yu  (n*  10)  que,  pour  extraire  la  racine  d'une 

quantité  affectée  d'un  certain  exposant,  il  suffit  de  diviser 
l'exposant  par  l'indice  de  la  racine,  lorsque  cette  division  est 

possible.  Ainsi 


a"=a*. 


Si,  par  extension,  on  applique  la  même  règle  dans  le  cas 
où  l'exposant  n'est  pas  divisible  par  l'indice  de  la  racine,  on 

obtient  un  exposant  fractionnaire.  Soit  le  radical  \aP\  l'ex- 
posant 7  n'étant  pas  divisible  par  l'indice  5,  il  est  impossible 
d'extraire  la  racine;  mais,  si  Ton  applique  la  règle  énoncée 

plus  haut,  on  est  conduit  au  symbole  a*,  que  l'on  adoptera 
pour  représenter  le  radical  proposé. 
En  général,  on  est  convenu  de  représenter  un  radical 

quelconque  \fêp  P&r  le  symbole  a*.    Le  dénominateur  de 
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l'exposant  fractionnaire  remplace  ainsi  le  signe  \/.     ,  et  les 
expressions  irrationnelles  prennent  la  forme  d'expressions 
rationnelles. 
D'après  cette  convention,  les  radicaux 

\a      s'écriront      a* , 


v£ 


fl3. 


I 

!  i —  1 


a8 as 


a1 a», 

%i •  i 

yya*à*c jabtc*. 

46.  L'emploi  des  exposants  fractionnaires  ne  sera  vrai- 
ment utile  que  s'il  est  permis  de  remplacer  un  exposant 
fractionnaire  par  un  autre  égal  au  premier.  C'est  ce  qui  a  lieu 
effectivement;  car  multiplier  ou  diviser  par  un  même 
nombre  les  deux  termes  d'un  exposant  fractionnaire,  revient 
à  multiplier  ou  diviser  par  un  même  nombre  l'indice  d'un 
radical  et  l'exposant  de  la  quantité  placée  sous  le  radical,  ce 
qui,  comme  on  l'a  vu  (n*  ia),  ne  change  pas  la  valeur  du  ra- 
dical. 

On  pourra  donc,  si  l'on  veut,  réduire  un  exposant  frac- 
tionnaire à  sa  plus  simple  expression.  Soit,  par  exemple,  le 

••> —  **- 

radical  y  aM,  qui  s'écrit  symboliquement  a";  en  simplifiant 

l'exposant  fractionnaire  J-J,  on  obtient  le  symbole  a*,  qui 

représente  le  radical  ya*,  égal  au  premier. 

Nous  ferons  voir  maintenant  que  les  règles  du  calcul  des 
exposants  entiers  s'appliquent  aux  exposants  fractionnaires. 

47.  Multiplication.  On  sait  que,  pour  multiplier  deux  puis- 
sances entières  am  et  a*  d'un  même  nombre  a,  il  suffit  d'ajou- 
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ter  les  exposants,  ce  qui  donne  a1"**1.  La  même  règle  s'ap- 
plique aux  exposants  fractionnaires. 

p  pr 

Soient  en  effet  m  =  -,n  =  £:};  les  deux  puissances  frac- 

9  9 

l  t  q,-        rj 

tionnaires  a*  et  a**  représentent  les  radicaux  y  a?  et  ya?\ 
pour  multiplier  ces  deux  radicaux,  on  les  réduira  d'abord  au 
marne  indice,  ce  qui  donne 

Or,  ce  dernier  radical,  produit  des  deux  premiers,  est  repré- 
senté par  le  symbole 


OU 


on  a  donc 


a   **   f 


amxaw=flm+n» 


quels  que  soient  les  exposants  m  et  n,  entiers  ou  fraction- 
naires. 

Exemples. 

S  3 

1°.   a*Xa*=ay 
i       t 
2°    axa*=a*, 

t       i       i 
3*    aixa'^a*, 

ISS  91  T 

i*    aiaiai=a**=a*. 
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18.  Division.  La  règle  de  la  multiplication  étant  étendue 
aux  exposants  fractionnaires,  celle  de  la  division  Test  par  là 
même.  On  a,  en  effet, 

am 

an  ' 

m  et  n  étant  des  exposants  entiers  ou  fractionnaires,  dont  le 
premier  est  plus  grand  que  le  second  ;  car,  si  Ton  multiplie  le 
quotient  par  le  diviseur,  ce  que  l'on  fait  en  ajoutant  les  ex- 
posants, on  reproduit  le  dividende  am.  Ainsi,  pour  diviser 
l'une  par  l'autre  deux  puissances  quelconques  d'un  même 
nombre,  il  suffira  de  retrancher  l'exposant  du  diviseur  de 
celui  du  dividende. 

Exemples. 


V 

a       \ 

a* 

3 

a* 

a» 

3° 

-T  =  fl% 

a» 

s 

4° 

19.  Puissance.  Nous  avons  démontré  que  Ton  élève  un 
nombre  a  à  deux  puissances  entières  successives  m  pt  n  en 
élevant  ce  yiombre  à  une  puissance  ayant  pour  exposant  le 
produit  mn  des  exposants  (n-  6).  La  même  règle  s'applique 
aux  exposants  fractionnaire*. 


EXPOSANTS    FRACTIONNAIRES. 


15 


Soient  en  effet  m  =  -,  n  =  —,;  l'expression 


signifie 


(am)n    ou 


f//9r—  \  ? 


</W  ou  <f{K) 

Il  faut  élever  le  radical  \a?  à  la  puissance  p'  et  prendre  la 
raison  çpàa  résultat.  On  sait  (n°  9)  que  Ton  élève  un  radical 
à  une  puissance  en  élevant  à  cette  puissance  la  quantité 
placée  sous  le  radical  ;  on  a  donc 

et  par  suite  _^ 

On  sait  d'autre  part  (n°  11)  que  Ton  extrait  la  racine  d'un 
radical  en  multipliant  l'indice  du  radical  par  l'indice  de  la 
racine,  ce  qui  donne 

Mais  ce  dernier  radical  est  représenté  par  le  symbole  a  «*  ou 
a  ï x  *  ;  on  a  donc  d'une  manière  générale 

Exemples. 


3° 


(«y 


=aT, 


=a, 


ra*. 
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Exposants  incommensurables. 
20.    Prenons   comme   exemple  l'expression  a v  ■ .  Soient 

™e\™J3L±  deux  nombres   fractionnaires  dont  les  carrés 
n  n 

comprennent  a;  l'expression  a^  désigne  la  limite  com- 
munfi  des  deux  quantités  an  et  a  »  ,  quand  la  différence 

l-  devient  de  plus  en  plus  petite.  Mais,  pour  justifier  cette 
n 

m  m-f-n 

défini  tion,  il  faut  démontrer  que  ces  deux  quantités  a  "  et  a  n 
tendent  effectivement  vers  une  limite  commune  :  c'est  ce 
que  nous  ferons  voir  plus  tard,  quand  nous  aurons  établi 
quelques  propriétés  des  puissances  servant  à  la  définition  des 

logarithmes. 

Admettant  pour  le  moment  l'existence  de  cette  limite, 
nous  remarquerons  que  toutes  les  règles  démontrées  pour 
le  calcul  des  exposants  fractionnaires  s'étendent  évidemment 
aux  exposants  incommensurables. 

Ainsi 

a^a<l  =  ar%U\ 

\a    )     =a     > 

(  VUWï        VTe 

\a      )      =  a      =a%. 

Exposants  négatifs. 

21.  Nous  savons  que  pour  diviser  Tune  par  l'autre  deux 
puissances  d'un  même  nombre,  il  suffit.de  retrancher  l'expo- 
sant du  diviseur  de  l'exposant  du  dividende,  lorsque  l'expo- 
sant du  diviseur  est  plus  pelit  que  celui  du  dividende. 
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Si  Ton  applique  la  même  règle»  lorsque  l'exposant  du  di- 
viseur est  plus  grand  que  celui  du  dividende,  on  obtient  un 

a4 
exposant  négatif.  Soit  le  quotient  —  ;  l'exposant  du  diviseur 

étant  plus  grand  que  celui  du  dividende,  la  division  est  im- 
possible ;  mais,  si  l'on  applique  la  règle  énoncée  plus  haut,  on 

a4 
est  conduit  au  symbole  or%  ;  le  quotient  proposé  — ,    sim- 
plifié, devient  -j  ;  ainsi  le  symbole  or9  peut  être  adopté 
comme  représentant  le  quotient -j . 

En  général,  on  est  convenu  de  représenter  le  quotient  — , 

dans  lequel  l'exposant  m  est  quelconque,  entier  ou  fraction- 
naire! par  le  symbole  ar4*.  L'exposant  négatif  remplace  ainsi 
le  signe  de  la  division. 

Nous  ferons  voir  que  les  règles  établies  précédemment 
pour  le  calcul  des  exposants  positifs  s'étendent  aux  expo- 
sants négatifs. 

22.  Multiplication.  Pour  multiplier  deux  puissances  am  et  a" 
d'un  même  nombre,  il  suffit  de  Élire  la  somme  algébrique  des 
exposants,  quels  que  soient  ces  exposants,  positifs  ou  négatifs; 

i*  Considérons  d'abord  le  cas  où  l'un  des  exposants  m  est 
positif,  l'autre  n  négatif.  Posons  n= — n',  les  nombres  po- 
sitifs m  et  n'  étant  quelconques,  entiers  ou  fractionnaires  ou 
même  incommensurables.  Puisque  le  symbole  or*  représente 


i 

— : „  on  a 


am  x  an=am  X  ar*'=am  X  4="Z  5 
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mais  le  quotient  -^  est  représenté,  dans  tous  les  cas,  que  m 

soit  plus  grand  ou  plus  petit  que  ri>  par  le  symbole  ce*-*  ;  on 
a  donc 

L'exposant  du  produit  *rt  la  somme  algébrique  des  deux 
exposants. 

a°  Supposons  maintenant  les  deux  exposants  négatifs,  et 
soient  m= — m',  n= — «'.  Puisque  les  symboles  or**  et  cr* 


!  ...        .  ,  ..     .     i     .   i 


désignent  les  quotients  -^>  et  —,  on  a 


,n—~n-m'  s,  n-nf. 


tir      Or      tir  X  Or       am^+w^ 

Mais  cette  dernière  expression  est  représentée  par  «-£*•*#  ou 
'.  On  a  donc 


L'exposant  du  produit  est  encore  la  somme  algébrique  des 
exposants. 

Exemple** 

!•  a%  xa-,=flt, 

2°  ar*Xà%  =ar*, 

3#  a*  Xûr,=a6=i, 

<*•  (r«Xflrf=a~7. 

23.  Division.  La  règle  de  la  multiplication  étant  étendue 
aux  exposants  négatifs,  celle  de  la  division  l'est  par  là  même. 
Pour  diviser  l'une  par  l'autre  deux  puissances  quelconques 
d'un  même  nombre,  il  suffit  de  retrancher  algébriquement 
l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende  ;  car  en  multi- 
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pliant  le  quotient  ainsi  obtenu  par  le  diviseur,  on  reproduit 
le  dividende.  Remarquons  que  ceci  revient  à  transformer  lo 
diviseur  en  multiplicateur  par  le  changement  de  signe  do 
son  exposant. 

Exemples. 


cr* 


!•        — -=<r'X<r*=a-«, 
a* 

a» 

AT" 

I  cr* 

!  4°         -rrra-'Xfl5  =ar. 

(T5 


24.  Puissance.  Pour  élever  un  nombre  à  deux  puissances 
successives,  il  suffit  de  multiplier  entre  eux  les  deux  expo* 
sants,  quels  que  soient  leurs  signes. 

i*  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  premier  exposant  m  est 
négatif,  le  second  n  positif,  et  soit  m= — m';  on  a 


<«"> -m  =(£)"-;?* 


mais  ce  résultat  peut  être  représenté  par  a-1"*  ou  par  amn; 
ainsi 

(am)n=aP*. 

a*  Supposons  le  premier  exposant  m  positif,  le  second  n 

négatif,  et  soit  n= — n\  L'expression  (a"1)"1*'  représente  le 
quotient 


(«">"" 
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qui  est  égal  à  -^,  et  qui  peut  être  représenté  par  cr*",  ou 

par  a"01.  On  a  donc 

(am)*=am\ 

3°  Supposons  enfin  les  deux  exposants  négatifs  et  soient 
m= — m',  n= — n'.  L'expression  (ar")""  représente  le  quo- 


tient 


1     = r—/= =am'",=a",lJ 


**   (£)  .  5 


et  Ton  a  toujours 

(am)w=amw. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  l'exposant  du  résultat  est  le  pro- 
duit algébrique  des  deux  exposants,  conformément  à  la  règle 
des  signes. 

Exemples. 

!•        (ar*)*  =cr«, 

2°        (a*f*  =o-*, 

3*        (ar*yl=a*. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  calcul  des  exposants 
fractionnaires  et  négatifs  peut  se  résumer  en  deux  règles 
fondamentales  : 

1°       tf"  X  an=amn, 

2#        (am)n=amnf 

m  et  n  désignant  des  exposants  quelconques,  entiers  ou  frac- 
tionnaires, positifs  ou  négatifs. 


LIVRE   II 


BINÔME 


CHAPITRE    PREMIER. 

COMBINAISONS. 

Arrangements. 

25.  Je  suppose  que  Ton  ait  m  objets  distincts.  On  appelle 
arrangements  de  ces*  m  objets  n  à  n  les  différentes  dispositions 
que  l'on  peut  former  avec  ces  m  objets,  en  les  prenant  n  à  n 
de  toutes  les  manières  possibles,  et  les  plaçant  les  uns  à  côté 
des  autres  sur  une  ligne  droite.  Deux  arrangements  différent, 
par  la  nature  des  objets  qui  les  composent,  ou  seulement  par 
Tordre  dans  lequel  ils  sont  placés. 

%Par  exemple,  avec  les  trois  lettres  a,  à,  c,  prises  deux  à 
deux  de  toutes  les  manières,  on  peut  former  les  six  arrange- 
ments suivants: 

ab,  ac,  ba,  bc,  ca,  eb. 

Le  premier  et  le  troisième  ne  différent  que  par  Tordre  des 
lettres  ;  de  même  le  second  et  le  cinquième,  le  quatrième  et 
le  sixième. 

Nous  représenterons  en  général  les  m  objets  par  les  pre- 
mières lettres  de  l'alphabet 

a,  b7  cy  ....  ,  k% 
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et  nous  désignerons  par  le  symbole  A£  le  nombre  des  arran- 
gements que  l'on  peut  former  avec  cas  m  objets  pria  n  à  n  de 
toutes  les  manières  possibles. 

On  obtient  évidemment  le»  arrangements  des  m  lettres  une 
à  une,  en  prenant  chacune  d'elles  séparément,  ce  qui  donne 
m  arrangements 

a,  b9  c, k. 

Ainsi 

Nous  obtiendrons  les  arrangements  des  m  lettres  deux  à 
deux,  en  mettant  à  la  suite  de  la  première  lettre  a  successi- 
vement chacune  des  autres  lettres,  à  la  suite  de  la  seconde 
lettre  b  successivement  chacune  des  autfts,  et  ainsi  de  suite, 
ce  qui  donne  le  tableau  suivant  : 

ab,  ac,  ad, ,  a*, 

6a,  bc^bdy ,  bk, 

ca,  cb,  cd, ,  cA, 


Àa,  kb,  kc>  .....  ,  kh. 

La  première  ligne  horizontale  contenant  tous  les  arrange- 
ments qui  commencent  par  la  lettre  a,  la  deuxième  tous  ceux 
qui  commencent  par  la  lettre  6,  etc.,  nous  avons  ainsi  formé 
tous  les  arrangements  des  m  lettres  deux  à  deux.  Puisque 
chaque  ligne  horizontale  renferme  m  —  1  arrangements,  et 
qu'il  y  a  m  lignes,  le  nombre  des  arrangements  contenus 
dans  le  tableau  est  m  (m — i);  on  a  donc 

Ai=m(m— 1). 
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De  même,  si,  à  la  suite  de  chacun  des  arrangements  deux 
à  deux,  on  place  chacune  des  m — a  autres  lettres,  on  forme 
les  arrangements  trois  à  trois  : 

abc  y  abd, ,  abky 

acb,  acd, ,  ackf 

bac,  bad, ,  bak, 

*  ••••••••■•••••  • 

k  la  suite  du  premier  arrangement  ab  de  deux  lettres,  nous 

avons  écrit  chacune  des  autres  lettres.  c>  d> ,  A;  de 

même,  A  la  suite  du  second  ac9  chacune  des  autres  lettres 
b>  rf, . . . ,  A,  etc.  Nous  avons  formé  ainsi  tous  les  arrangements 
trois  à  trois  ;  car  un  arrangement  de  trois  lettres  se  compose 
nécessairement  d'un  arrangement  de  deux  lettres  suivi  d  une 
autre  lettre.  Le  même  arrangement  n'est  pas  répété  deux 
fois;  car  les  arrangements  d'une  même  ligne  horizontale  dif- 
fèrent par  la  troisième  lettre,  et  deux  arrangements  de  deux 
lignes  différentes  par  l'arrangement  des  deux  premières 
lettres.  Chaque  ligne  horizontale  contient  m — a  arrange- 
ments;  il  7  a  m  (m — 1)  lignes  horizontales,  autant  que  d'ar- 
rangements deux  à  deux;  donc  le  nombre  des  arrangements 
des  m  lettres  trois  à  trois  est 

Ai=m(m—  1)  (m — a). 

a 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  arrive  à  la  for- 
roule  générale 

Ai=ro(»n—  1)  (m— a) (m— n-f-i). 

Le  nombre  des  arrangements  de  m  objets  ndn  est  égal  au 
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« 

produit  de  n  nombre»  entière  consécutifs  décroissants  à  comme*» 
cerparm. 

26.  11  est  bon  dé  s'assurer  que  la  formule  précédente, 
écrite  par  induction,  est  générale.  Supposons  que  l'on  ait 
formé  les  arrangements  des  m  lettres  n — î  an — i,  et  que 
l'on  veuille  former  les  arrangements  n  à  n.  A  la  suite  de  cha- 
cun des  arrangements  n — i  à  n— î,  on  écrira  successive- 
ment chacune  des  m— n+i  autres  lettres.  On  obtiendra  de 
la  sorte  tous  les  arrangements  nkn;  car  un  arrangement  de 
n  lettres  se  compose  d'un  arrangement  de  n—  i  lettres  suivi 
d'une  autre  lettre.  Le  même  arrangement  ne  se  trouve  pas 
répété  deux  fois;  car  deux  quelconques  des  arrangements 
lainsi  obtenus  diffèrent,  soit  par  la  dernière  lettre,  soit  par  l'ar- 
rangement des  n — î  premières  lettres.  Chacun  des  arrange- 
ments précédents  donnant  m — n-f-i  arrangements  nouveaux, 
on  a  la  relation  générale 

A;=Ar!X(m— n+i). 

On  en  déduit,  en  donnant  successivement  à  n  les  valeurs 
n*  3>  4> >  h» 

Ai=Aj,X(m—  i)=m(m—  î), 
Ai=AÎ,X(m— a), 
A*=Aix(/n— 3). 


Si    Ton  multiplie  toutes  ces  égalités  entre  elles,  les  fa- 
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teurs  intermédiaires  disparaissent,  et  l'on  obtient  la  formule 

A^=m(m— 1)  (m  —  *) (m— n+i). 

Applications.  i°  Quel  est  le  nombre  des  arrangements  de 
sept  lettres  trois  à  trois?  C'est  le  produit  de  trois  nombres 
entiers  consécutifs  décroissants,  à  commencer  par  7 , 

A7  =  7.6.5  =  aio. 

a0  Combien  y  a-t-il  de  nombres  composés  de  deux  chiffres 
significatifs  différents?  Autant  qu'on  peut  former  d'arrange- 
ments avec  les  neuf  chiffres  significatifs  deux  à  deux , 

3°  Combien  y  a-t-il  de  nombres  composés  de  cinq  chiffres 
significatifs  différents?  Autant  qu'on  peut  former  d'arrange- 
ments cinq  à  cinq  avec  les  neuf  chiffres  significatifs , 

A9  =9 ,8.7.6.5  =  i5i  ao. 

Permutations. 

27.  On  appelle  permutations  de  m  objets  les  différentes  dis- 
positions que  l'on  peut  donner  à  ces  m  objets,  en  les  plaçant 
les  uns  à  côté  des  autres  sur  une  ligne  droite.  Chaque  permu- 
tation contient  tous  les  objets,  et  deux  permutations  ne  diffé- 
rent que  par  l'ordre  des  objets. 

Ainsi,  avec  deux  lettres  a  et  6,  on  peut  former  deux  per- 
mutations 

ab,  6a. 

Nous  désignerons  en  général  par  Pm  le  nombre  des  permu- 
tations de  m  objets.  Il  résulte  de  la  définition  que  les  permu- 
tations de  m  objets  ne  sont  autre  chose  que  les  arrangements 
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de  ces  m  objets  pris  tous  ensemble,  c'est-à-dire  m  à  m  ;  on  a 
donc,  suivant  la  notation  habituelle, 

Pm=A;=m(m—  i)  (»i— 2) 3.a.i, 

ou,  si  l'on  change  l'ordre  des  facteurs, 

Pfn=z  i.a.3 m. 

Le  nombre  des  permutations  de  m  objets  égale  le  produit  des 
m  premiers  nombres  entiers. 

Applications.  i°  Combien  peut-on  former  de  mots  de  trois 
lettres  différentes  avec  trois  lettres  données?  C'est  le  nombre 
des  permutations  de  trois  lettres  ; 

P,  =  i.2.3=6. 

20  De  combien  de  manières  peut-on  disposer  dix  soldats 
en  ligne?  C'est  le  nombre  des  permutations  de  dix  objets; 

P,fl  =  i.a.3.4*5<6.7«8.g.io =3628800. 

28.  Remarque.  Nous  avons  déduit  la  formule  des  permuta- 
tions de  celles  des  arrangements  comme  cas  particulier.  Voici 
comment  on  peut  établir  cette  formule  directement. 

On  ne  peut  évidemment  donner  qu'une  disposition  à  une 
lettre  a;  ainsi 

Avec  deux  lettres  a  et  à,  on  peut  former  deux  permuta- 
tions 

ab,  ba, 
et  l'on  a 

Pa=1.2. 

Si,  dans  chacune  des  permutations  précédentes,  on  intro- 
duit la  lettre  c  à  toutes  les  places,  à  la  an,  au  milieu,  au 
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commencement,  on  obtient  les  permutations  de  trois  lettres 
a,  b,  c, 

abc,  acby  cab, 

bac,  bca,  cba. 
On  a  formé  ainsi  toutes  les  permutations  de  trois  lettres  ; 
car  une  permutation  de  trois  lettres  se  compose  d'une  permu- 
tation des  deux  premières  lettres  a  et  b  à  laquelle  on  ajoute 
la  troisième  lettre  c  à  une  place  déterminée.  La  même  per- 
mutation ne  se  trouve  pas  répétée  deux  fois;  car  deux  per- 
mutations quelconques  diffèrent,  soit  par  la  place  de  la 
lettre  e9  soit  par  la  disposition  des  deux  autres  lettres.  Cha- 
cune des  permutations  précédentes  donnant  trois  permuta- 
tions nouvelles,  on  a 

Ps=P,X3=i.a.3. 

De  même,  si  dans  chacune  des  permutations  des  trois  let- 
tres a,  *,  c,  on  introduit  la  lettre  d  à  toutes  les  places,  et  il  y 
a  quatre  places,  deux  intermédiaires  et  deux  extrêmes,  on 
obtient  les  permutations  des  quatre  lettres  a,  6,  c,  rf;  chacune 
des  permutations  précédentes  donnant  quatre  permutations 
nouvelles,  on  a 

P4=PtX4=i.2.3.4. 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  arrive  à  la  for- 
mule générale 

Pm=i.a.3 m. 

Combinaisons. 

29.  On  appelle  combinaisons  de  m  objets  n  à  n  les  différents 
groupes  que  l'on  peut  former  avec  ces  m  objets,  en  les  pre- 
nant n  à  n  de  toutes  les  manières  possibles,  de  façon  que 
deux  groupes  diffèrent  au  moins  par  la  nature  d'un  objet. 
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Dans  les  combinaisons  on  n'a  pas  égard  à  la  disposition  des 
objets. 

Par  exemple,  avec  les  trois  lettres  a,  *,  c,  prises  deux  à 
deux,  on  ne  peut  former  que  trois  combinaisons 

abt  ac,  cb, 

tandis  que  l'on  a  six  arrangements. 

Nous  désignerons  en  général  par  C£  les  nombre  des  com- 
binaisons de  m  objets  n  à  n.  La  formule  des  combinaisons  se 
déduit  de  celle  des  arrangements  et  de  celle  des  permuta- 
tions. Imaginons,  en  effet,  les  combinaisons  de  m  lettres  n  à 
n  formées.  Si  nous  donnons  aux  n  lettres  qui  composent  cha- 
cune de  ces  combinaisons  toutes  les  dispositions  possibles, 
c'est-à-dire  si  nous  formons  les  permutations  de  ces  n  lettres, 
nous  obtiendrons  les  arrangements  des  m  lettres  n  à  n.  Nous 
aurons  ainsi  tou3  '  les  arrangements  ;  car  un  arrangement 
quelconque  est  une  combinaison  dans  laquelle  les  n  lettres 
qui  composent  cette  combinaison  sont  disposées  dans  un  cer- 
tain ordre  ;  et  nous  n'aurons  pas  deux  fois  le  même  arrange- 
ment ;  car  les  arrangements  fournis  par  une  même  combi- 
naison diffèrent  par  l'ordre  des  lettres,  et  ceux  qui  sont 
fournis  par  des  combinaisons  différentes  diffèrent  au  moins 
par  la  nature  d'une  lettre.  Chaque  combinaison  donnant  un 
nombre  d'arrangements  marqué  par  P»,  on  a 

d'où 

A* 
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et,  en  remplaçant  par  les  valeurs  connues, 

rn_m(m—i)  (m  — a)  .  ....  (m— n-fi) 

v-»m — — _ . 

1.2./> n. 

Applications.  Pour  appliquer  la  formule,  on  écrit  d'abord 
au  dénominateur  les  n  premiers  nombres  entiers,  puis  on 
écrit  au  numérateur  autant  de  nombres  entiers  décroissants, 
à  commencer  par  m. 

i°  Nombre  des  combinaisons  de  5  objets  a  à  a  ; 

C= — =10. 
1      î.a 

a°  Nombre  des  combinaisons  de  io  lettres  4  à  4  ; 

4      10.9.8.7 

c"-7X34  =  ai°: 

3°  Nombre  des  combinaisons  de  10  lettres  6  à  6  ; 

6  IO.9.8.7.6.5 IO.9.8..7 

"— 1.  a.  3.4.5.6—  i.a.3.4^ai0, 

4°  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  une  à  une 
est  m,  ce  qui  est  évident  à  priort. 
5°  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  m  à  m  est 

m     m(m—  1)  (m — a) 3.a.i 

C»= = =  1. 

1  .a.o m. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  si  Ton  prend  toutes  les  lettres, 
on  ne  peut  former  qu'une  seule  combinaison. 

Nous  démontrerons  sur  les  combinaisons  deux  théorèmes 
qui  nous  seront  utiles  par  la  suite. 

30.  Théorème  I.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets 
n  à  n  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m  objets  m —  n 
èm — a. 
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Supposons,  en  effet,  que  Ton  ait  m  numéros  dans  une 
urne;  si  l'on  en  tire  n,  il  en  restera  m — n  dans  l'urne  ;  ainsi» 
à  chaque  combinaison  de  n  numéros  tirés  correspond  une 
combinaison  de  m —  n  numéros  restants,  et  réciproquement. 
On  a  donc 


On  peut  d'ailleurs  vérifier  aisément  l'égalité  des  deux 

nombres 

n m(m — i) (m — n-f-Q 

{jM — -_ 

i  .2.3 n 

cm-n_m(m—  l) (tt+0. 

i.2.3 (m — n)  ' 

car,  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la  première  fraction 

par  le  produit  1.2 (m—  n),  les  deux  termes  de  la  seconde 

par  1.2 n,  les  dénominateurs  deviennent  égaux  et  l'on  a 

au  numérateur  le  produit  des  nombres  entiers  consécutifs  de 
1  à  m;  il  vient  de  la  sorte 

~n        f)M  n 1  •  2  •  O   •    •••    »    fît 

tim=Um     =- — -. 

1.2 nX  1.2 (m— n) 

Par  exemple,  le  nombre  des  combinaisons  de  5  objets  4  à 
4  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  5  objets  1  à  1,  le 
nombre  des  combinaisons  de  S  objets  5  i  8  est  égal  au  nombre 
des  combinaisons  de  S  objets  »  A  ». 

31.  Théorème  II.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets 
n  an  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m — 1  objets  n  à  n, 
plus  le  nombre  des  combinaisons  de  m —  1  objets  m  —  1  à 
n  —  1. 

En  effet,  les  combinaisons  de  m  lettres  a,  b,  c, ,  A,  priées 
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• 

n  an,  peuvent  être  distinguées  en  deux  catégories,  celles  qui 
ne  contiennent  pas  une  certaine  lettre  A,,  et  celles  qui  la 
contiennent.  La  première  catégorie  se  compose  évidemment 
des  combinaisons  des  m  —  1  premières  lettres  n  à  ».  On  ob- 
tiendra celles  de  la  seconde  catégorie  en  formant  les  combi- 
naisons des  m —  i  premières  lettres  n — i  an —  i,  et  ajoutent 
à  chacune  d'elles  la  lettre  k.  On  a  donc 

• 

On  peut  aussi  vérifier  facilement  cette  égalité  au  moyen 
de  la  formule  des  combinaisons. 

Par  exemple,  le  nombre  des  combinaisons  de  7  objets  3  à  3 
est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  6  objets  3  à  5,  plus 
le  nombre  des  combinaisons  de  6  objets  a  à  a. 

Probabilités. 

33.  On  appelle  probabilité  d'un  événement  le  rapport  du 
nombre  des  cas  favorables  au  nombre  total  des  cas  possibles, 
lorsque  tous  ces  cas  sont  également  possibles.  Je  suppose 
qu'une  urne  renferme  îa  boules  d'égale  grandeur,  7  blanches 
et  5  noires.  On  tire  une  boule  au  hasard,  et  Ton  demande  la 
probabilité  pour  chaque  couleur.  Il  y  a  12  cas  possibles  et 
également  possibles;  7  pour  les  blanches,  5  pour  les  noires. 

La  probabilité  est  donc  —  pour  la  sortie  d'une  blanche,  — 

pour  la  sortie  d'une  noire. 

La  loterie  se  composait  de  90  numéros  ;  à  chaque  tirage  il 
en  sortait  5  au  hasard.  Une  personne  désigne  un  numéro, 
par  exemple,  le  numéro  ao  ;  si  le  numéro  désigné  se  trouve 
parmi  les  5  numéros  sortants,  la  personne  a  gagné,  sinon  elle 
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a  perdu.  C'est  là  ce  qu'on  appelait  un  extrait.  Il  est  facile  d'é- 
valuer la  probabilité.  Puisqu'on  tire  5  numéros  à  chaque 
fois,  le  nombre  des  cas  possibles  est  le  nombre  des  combinai- 
sons de  go  numéros  5  à  5, 

s  90.89.88.87.86 

C"=      1.2.3.4.5     * 

Les  cas  favorables  sont  les  combinaisons  qui  contiennent 
le  numéro  désigné  20  ;  pour  les  former,  imaginons  que  l'on 
été  ce  numéro  ao  et  que  l'on  combine  les  89  autres  numéros 
4  à  4»  puis  que  l'on  ajoute  à  chacune  de  ces  combinaisons  le 
numéro  ao  ;  on  aura  de  cette  manière  toutes  les  combinai- 
sons qui  contiennent  le  numéro  ao.  Ainsi,  le  nombre  des  cas 
favorables  est  le  nombre  des  combinaisons  de   89  numéros 

4à4, 

>4  _89.88.87.86 

C"—     1.2.3.4    " 

La  probabilité  de  la  sortie  du  numéro  désigné,  ou  le  rap- 
port du  nombre  des  cas  favorables  au  nombre  total  des  cas 

possibles,  est  le  quotient  de  C|f  par  C90,  soit  —  ou  — .  Ainsi, 

sur  18  cas  possibles,  il  y  en  a  1  favorable  à  la  personne 
qui  prend  l'extrait,  et  17  pour  la  loterie.  Il  faudrait  donc 
parier  1  contre  17.  La  loterie,  au  lieu  de  17  fois,  ne  don- 
nait que  i5  fois  la  mise. 

Lorsqu'on  désigne  deux  numéros,  on  prend  ce  qu'on 
appelle  un  amie;  si  les  deux  numéros  désignés  sont  tous 
deux  parmi  les  cinq  numéros  sortants,  on  a  gagné  ;  sinon 
on  a  perdu.  Les  cas  favorables  sont  les  combinaisons  qui 
contiennent  les  deux  numéros  désignés  ;  on  les  formerait  en 
combinant  les  88  autres  numéros  3  à  3,  et  ajoutant  à  chr.- 
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en  ne  des  combinaisons  les  deux  numéros  désignés.  Ainsi,  la 
probabilité  de  la  sortie  d'un  ambe  est  le  rapport  de  Cl8  à  Cf  0 , 

4.5  a 

soit  — 4~  ou  0 — •  H  faudrait  donc  parier  a  contre  700,  ou 
90.89       8oi  r  W7 

1  contre  399  +  -  ;  la  loterie  ne  donnait  que  270  fois  la  mise. 

On  trouvera  de  même  que  la  probabilité  du  terne  est 

— — ,  celle  du  quateme  - — — .  La  loterie  ne  donnait  que 
117487  *  5no38  n 

55oo  fois  la  mise  pour  le  terne,  75000  fois  pour  le  quaterne. 
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FORMULE  DU   BINÔME. 

33.  On  sait  que  le  produit  de  deux  polynômes  est  égal  à  la 
somme  des  produits  que  Ton  obtient  en  multipliant  chacun 
des:  termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  mul- 
tiplicateur. En  général,  le  produit  de  plusieurs  polynômes 
est  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient  en  prenant  de 
toutes  les  manières  possibles  un  terme  dans  chacun  des  po- 
lynômes proposés. 

Proposons-nous  d'abord  d'effectuer  le  produit  des  m  fac- 
teurs binômes 

(*+a)  (•+*)  («+*) (*+A)  (*+*), 

en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x. 

D'après  la  loi  que  nous  venons  de  rappeler,  le  produit  de 

ces  m  facteurs  binômes  est  la  somme  des  produits  que  Ton 

obtient  en  prenant  de  toutes  les  manières  possibles  la  terme 

3 
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dans  chacun  d'eux.  Si  Ton  prencfles  m  première  termes,  on 
obtient  le  premier  terme  a**  du  produit  Si  Ton  prend  le 
second  terme  a  dans  le  premier  facteur  binôme,  et  le  pre- 
mier terme  x  dans  tous  les  autres,  on  obtient  le  produit  aar1""1 , 
qui  est  du  degré  m  — i  par  rapport  à  x;  en  prenant  de  même 
le  second  terme  b  dans  le  second  facteur  binôme,  et  le  pre- 
mier terme  x  dans  tous  les  autres,  on  a  fa"*-1  ;  le  second 
terme  de  l'un  quelconque  des  facteurs  binômes,  combiné  avec 
les  premiers  termes  de  tous  les  autres,  donne  au  produit  un 
terme  en  a"*"1  ;  si  Ton  réunit  tous  ces  termes  du  degré  «i~~i, 
on  reconnaît  que  le  coefficient  de  af**1  est  la  somme  des  m 
quantités  a,b9e, ,  A,  somme  que,  pour  abréger,  nous  dé- 
signerons par  Si.  Ainsi  le  second  terme  du  produit  est 
St*"*-1. 

Prenons  maintenant  les  seconds  termes  dans  deux  quel- 
conques dea  facteurs  binômes,  et  les  premiers  daïfe  tous  les 
autres,  nous  formerons  les  termes  du  degré  m — a,  tels  que 
a***-1,  ac&*-*,  éctf"-*,  etc.;  en  réunissant  tous  ces  termes, 
nous  voyons  que  le  coefficient  de  a"-1  est  la  somme  S,  des 
produits  des  m  quantités  a,  *,«,.«•,  4  deux  à  deux,  de  sorte 
que  le  troisième  terme  du  produit  est  S9£,"~>. 

En  prenant  de  même  les  seconds  termes  dans  trois  quel* 
conques  des  facteurs  binômes  et  les  premiers  dans  tous  les 
autres,  on  formera  les  termes  du  degré  m  —  3,  tels  que 
abcaf*~l,  abdxP^*,  etc.  Réunissant  ces  termes  en  un  seul,  et 
appelant  S»  la  somme  des  produits  des  quantités  a,  4,....,  k 
trois  à  trois,  on  obtient  le  quatrième  terme  Btaf^%  du  pro- 
duit. 

En  général,  si  l'on  prend  les  seconds  termes  dans  *  quel- 
conques des  facteurs  binômes  et  les  premiers  dans  les  m  —  * 
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autres,  on  forme  les  termes  du  degré  m  —  n;  réunissant  ces 
termes  et  représentant  par  S»  la  somme  des  produits  des  m 

quantités  a,  b, ,  k  prises  n  à  n,  on  a  le  terme  général 

SnP**  du  produit. 

On  obtient  les  termes  du  premier  degré  en  prenant  les 
seconds  termes  dans  tous  les  facteurs  binômes,  excepté  un, 
et  le  premier  dans  cet  autre  ;  ces  termes  réunis  donnent 
rayant-dernier  terme  du  produit,  S^ar.  Enfin  le  produit 

abc k  des  seconds  termes  de  tous  les  facteurs  binômes, 

produit  que  nous  désignerons  par  Sm,  donne  le  dernier 
terme  du  produit  demandé. 

Ainsi,  le  produit  des  m  facteurs  binômes  se  développe  de  la 
manière  suivante  : 

^+S1tf^1+8,0■,-* -fS»#»-» +S».,a?+8«. 

34.  Supposons  maintenant  que  les  quantités  a,  b,  c,....,  À* 
soient  égales  entre  elles,  le  produit  des  m 'facteurs  binômes 

(ar+a)(#+*)(a?+e) («+*) 

devient  (x+a)m.  Voyons  à  quoi  se  réduit  le  développement  : 
la  somme  Si  des  quantités  a,  4,  c,...»,  k  est  ma,  puisque  cha* 
cune  de  ces  quantités  devient  égale  à  a  et  qu'il  y  en  a  m.  La 
lettre  St  désigne  la  somme  des  produits  de  ces  mêmes  quan- 
tités deux  à  deux;  chacun  de  ces  produits  est  égal  à  a',  et  il 
y  en  a  un  nombre  marqué  par  le  nombre  des  combinaisons 

de  m  lettres  deux  à  deux,  soit ;  leur  somme  S»  est 

î.a 

donc  égale  à  — — ^-J  af.  De  même  Sa  désigne  la  somme 
des  produits  trois  à  trois  ;  chacun  d'eux  étant  égal  à  a' 


36  LIVRE   II,   CHÀ.P.   II. 

et  leur  nombre  étant  — ^-4 ,  leur   somme  est 

1.2.3 

.           m(m— i)  (m— a) 
égale  à  — —^ -a8. 

En  général,  S„  désigne  la  somme  des  produits  des  m  quan- 
tités a,  *,  c, . . . .,  *  prises  n  S.  n  ;  ces  quantités  devenant  égales 
à  a,  chacun  des  produits  est  égal  à  a*  ;  leur  nombre  étant  le 
nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  n  à  n,  on  a 

_m[m—  i)  (m— a) (m— n+i)  n 

©„= = ar. 

i.a.3 n 

Enfin,  le  dernier  terme,  ou  le  produit  des  m  quantités 

égales  a,  b. ,  A,  se  réduit  à  a*1. 

On  a  ainsi  la  formule 

(1)  (a?+a)»=af +-(M-*-*  +m(m— i)flt^_t 

i  i  .a 

,  mlm — i)(m — a)          _  ,  ,  m      ë     , 

-f-  — ~± 'a%a!*-%+ H — a^s-fa1", 

î  •  a  •  ci  1 

connue  sous  le  nom  de  formule  du  binôme.  Elle  est  très-fré- 
quemment employée  ;  elle  sert  à  former  le  développement 
d'une  puissance  quelconque  d'un  binôme.  Le  terme  général, 
celui  qui  occupe  le  n  -}-  i«  rang  dans  le  développement,  est, 
comme  nous  l'avons  dit, 

,_.       mlm — î)  (m — a) (m — n+0 

(2)  — - ]- - J—La*zr-*. 

1.2.3  .  .  .  .n 

Si  dans  la  formule  (î)  on  remplace  a  par  —  a,  on  obtient 
le  développement  de  {x— a)m, 

(x— a)m=«m a***-1  -J — - ia*#m-t— dtam; 

1  1.2 

les  signes  alternent. 
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35.  Remarque  I.  Dans  la  formule  du  binôme,  les  expo- 
sants de  x  vont  en  diminuant  graduellement  d'une. unité, 
ceux  de  a  vont  au  contraire  en  augmentant;  la  somme  des 
exposants  de  a  et  de  x  dans  chaque  terme  est  constamment 
égale  à  m. 

Le  nombre  des  termes  du  développement  est  m  +  i  ;  car 
les  exposants  de  x  forment  la  suite  des  m  premiers  nombres 
entiers,  plus  l'exposant  zéro  du  dernier  terme, 

fit,  tn — 1,  m — 2,  ,*..«,  i,  o; 

en  tout  w-f  i  termes. 

36.  Remarque  II.  Les  coefficients  des  termes  également 
distants  des  extrêmes  sont  égaux.  Si  l'on  écrit  la  formule  du 
binôme  en  laissant  les  lettres  qui  marquent  les  nombres  de 
combinaisons,  on  a 


{z+a)n=ar+CÏaaf»-i+CÎia*ar->+ 

+ C'û"*-'0' + CT1  tf*"1* + am. 

m 

Le  premier  ternie  et  le  dernier  ont  tous  deux  pour  coefficients 
l'unité,  le  second  terme  et  lavant-dernier  ont  pour  coeffi- 
cients Ci  et  C£~!  ;  mais,  en  vertu  d'un  théorème  démontré 
(n°  3o),  on  sait  que  ces  deux  nombres  sont  égaux.  De  même 
les  troisièmes  termes,  à  partir  des  extrêmes,  ont  pour  coeffi- 
cients les  nombres  égaux  C„  et  C£~',  etc. 

37.  Remarque  III.  Les  coefficients  se  déduisent  les  uns 
des  autres  par  une  loi  très-simple  :  Multipliez  le  coefficient  du 
dernier  terme  obtenu  par  V exposant  de  x  dans  ce  terme  et  divisez 
par  le  rang  de  ce  terme,  vous  aurez  le  coefficient  du  terme  sui- 
vant. 
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En  effet,  len+i*  terme  du  développement  est 

mlm—i) (m—n+2){m—n+i)  ^^ 

1.2 (n — i)n 


le  terme  précédent 


tn(m — 1) [m  —  n-[-ià) 

1,2 [n—  i) 


anr-iQm-t+t, 


On  déduit  le  n+i#  terme  du  précèdent  en  augmentant  d'une 
unité  l'exposant  de  a  et  diminuant  d'une  unité  celui  de  x. 
Quant  au  coefficient,  on  le  forme  en  multipliant  le  coefficient 
précédent  par  l'exposant  m  —  n  -\-  ide  x  dans  ce  terme  pré- 
cédent, et  divisant  par  n,  rang  de  ce  terme. 

Exemples. 

Il  importe  de  s'exercer  à  développer  rapidement  la  puis  - 
gance  d'un  binôme.  La  règle  que  nous  venons  d'indiquer 
facilite  beaucoup  le  calcul. 

+ 35  a*#8 + a  i  <*6#f + 7«g« + «' . 

Pour  passer  du  second  terme  au  troisième,  il  faut  multi- 
plier par  6  et  diviser  par  a,  ce  qui  revient  à  multiplier  par  3. 
Pour  passer  du  troisième  terme  au  quatrième,  il  faut  multi- 
plier par  5  et  diviser  par  3  ;  on  divisera  d'abord  ai  par  3,  ce 
qui  donne  7,  et  Ton  multipliera  par  5,  ce  qui  fait  35.  Le  dé- 
veloppement contenant  7  + 1  ou  8  termes,  et  les  coefficients 
des  termes  également  distants  des  extrêmes  étant  égaux,  il 
suffit  de  trouver  les  quatre  premiers;  les  quatre  autres  sont 
les  mêmes  en  ordre  inverse. 
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2°  (a?+a)8=^8+8ao?7+a8a»^+56a*aîi 

+7oa4*4 +56a8a?8+a8aea?8  +8a7s+a8. 

Le  développement  contient  9  termes;  il  est  nécessaire  de  cal- 
culer les  cinq  premiers  ;  arrivé  au  terme  ?oa4x4,  on  re- 
marque que  les  coefficients  se  reproduisent. 

3°        (x— a)il=x"  —  uaxt0+55aW— i65a*x* 
+33oa4*7  — 46aa*a:6  -f46aa6a?8— 33oa7s4-f  i65a8a:8 

— 55a9x8-J-Lia10a? — a11. 

Le  nombre  des  termes  étant  pair,  le  dernier  terme  a  le 
signe  — ,  et  les  termes  également  distants  des  extrêmes  sont 
affectés  de  signes  contraires. 

4*  (x — à)i'=xi*—i2axti-{'66a*xl0—z2oa*x'-\-/iC)5aixt 
— 7î)aû8#7  -\~gz/ia9x? — 79aa'a?8  -^^Q5a%xi — aaoa8x8 

-f66a10a?8— iaaua:-fa18. 

Le  développement  contenant  un  nombre  impair  de  termes, 
le  dernier  a  le  signe  -f->  et  les  termes  également  distants  des 
extrêmes  sont  affectés  du  même  signe. 

38.  Remarque  IV.  Les  coefficients  vont  en  augmentant  du 
commencement  jusqu'au  milieu  du  développement  et  en  diminuant 
du  milieu  à  la  fin.  En  effet,  le  rapport  du  coefficient  du  n-j-i* 
terme  à  celui  du  terme  précédent  est,  comme  nous  l'avons 
dit, 

m — n-|-i 
n 

C'est  par  ce  rapport  que  Ton  multiplie  le  coefficient  du  n« 
terme  pour  former  celui  du  n  *+■  10  terme.  Les  coefficients 
vont  en  croissant  tant  que  le  multiplicateur  reste  supérieur  à 
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l'unité;  ils  vont  au  contraire  en  décroissant  quand  ce  multi- 
plicateur devient  inférieur  à  l'unité.  Posons  donc 

m — n-4-i 
et  résolvons  cette  inégalité  par  rapport  à  n,  nous  aurons 

2 

La  fraction  — —  désigne  la  moitié  du  nombre  des  termes 

2 

du  développement;  ainsi  les  coefficients  vont  en  croissant 
jusqu'au  milieu.  A  partir  du  milieu,  l'inégalité  change  de 
sens  et  les  coefficients  décroissent. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  :  i°  lorsque  m  est  pair,  le 
nombre  des  termes  m-(-i  est  impair  ;  il  y  a  au  milieu  un  coef- 
ficient plus  grand  que  tous  les  autres.  Ainsi,  dans  le  déve- 
loppement de  («-f-i)1,  dont  nous  n'écrivons  ici  que  les  coeffi- 
cients 

i,  8,  28,  56,  70,  56,  28,  8,  1, 

le  coefficient  70  est  le  plus  grand.  20  Lorsque  m  est  impair,  le 
nombre  des  termes  est  pair,  il  y  a  au  milieu  deux  coefficients 
égaux  plus  grands  que  tous  les  autres.  Ainsi,  dans  le  déve- 
loppement de  (x-\-ay,  dont  les  coefficients  sont 

1,  7,  21,  35,  35,  21,  7,  1, 

les  deux  coefficients  35  du  milieu  sont  les  plus  grands. 

Ce  qui  précède  donne  une  propriété  des  combinaisons  qu'il 
est  bon  de  remarquer.  On  demande,  par  exemple,  de  quelle 
manière  il  faut  combiner  huit  objets  pour  avoir  le  plus 
grand  nombre  des  combinaisons.  Il  est  clair  qu'il  faut  lui 
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combiner  4  à  4  ;  car  les  coefficients  dn  développement  de 
(ar-j-a)1,  à  partir  du  second,  sont  les  nombres  de  combinai- 
sons que  Ton  peut  former  avec  8  objets,  en  les  prenant  1  à  1, 
a  à  a,  3  à  3,  etc...;  le  plus  grand  coefficient  étant  le  cin- 
quième, il  en  résulte  que  le  nombre  des  combinaisons  des 
8  objets  4  à  4  surpasse  les  autres  nombres  de  combinaisons. 
De  même,  avec  7  objets,  on  obtient  le  plus  grand  nombre  de 
combinaisons  en  les  prenant  3  à  3  ou  4  à  4. 

39.  Remarque  Y.  Si  dans  le  développement  de  (x-\-a)m  on 
fait  x=  1  et  a=  1,  chaque  terme  se  réduit  à  son  coefficient, 

et  Ton  a 

m     m{m—  1) 

a-l  =  i+-4 — — 4-.  .  ...  .+1. 

1  1.2 

Ainsi,  la  somme  des  coefficients  du  développement  est  égale 
à  a"1. 

En  retranchant  le  premier  coefficient  qui  ne  désigne  pas 
un  nombre  de  combinaisons,  on  en  conclut  que  le  nombre 
total  des  combinaisons  qu'on  peut  faire  avec  m  objets,  en  les 
prenant  de  toutes  les  manières  possibles,  soit  1  à  1,  soit  2  à 
a,  etc.,  est  am— 1, 

c:+c£+ci+ +c:=2--i. 

40.  Remarque  VI.  Si  dans  le  développement  de  (#— a)m 
on  fait  ar=i  et  a=i,  on  a 

o=x-Ci+Ci-Ci+ ±C£, 

d'où  l'on  déduit 

ci+oi+. . .'.  .=l+(ci+ci+. .  \ . .). 

Ainsi,  quand  on  forme  toutes  les  combinaisons  possibles  avec 
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m  objets,  le  nombre  des  combinaisons  qui  renferment  un 
nombre  impair  d'objets  surpasse  d'une  unité  le  nombre  des 
combinaisons  qui  renferment  un  nombre  pair  d'objets.  Si 
donc  on  appelle  u  et  v  ces  deux  nombres  de  combinaisons, 
on  a 

On  en  déduit 

Par  exemple,  avec  10  objets  on  peut  former  en  tout  a10 — 1, 
c'est-à-dire  ioa3  combinaisons.  Parmi  ces  combinaisons, 
5i2  contiennent  un  nombre  impair  d'objets,  5u  un  nombre 
pair. 


CHAPITRE  III. 

PUISSANCE    D'UN    POLYNÔME. 

Permutations  avec  répétition. 

41 .  Nous  ayons  désigné  par  PM  le  nombre  des  permutations 
que  l'on  peut  former  avec  m  lettres,  quand  toutes  les  lettres 
sont  différentes.  Supposons  maintenant  que,  parmi  ces  m 

lettres,  il  y  en  ait  a  égales  à  a,  les  lettres  b,c,d, étant 

différentes  ;  voyons  à  quoi  se  réduit  le  nombre  des  permuta- 
tions. Appelons  x  le  nombre  des  permutations  différentes  que 
l'on  peut  former  avec  les  m  lettres  proposées,  parmi  lesquelles 
a  sont  égales  à  a.  Si,  dans  chacun  de  ces  arrangements,  on 
laisse  les  lettres  b9  c9  rf, à  leurs  places,  et  que  Ton  per~ 
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mute  entre  elles  les  «  lettres  a,  on  n'apportera  aucun  chan- 
gement apparent  dans  l'arrangement;  mais,  si  on  affecte  le* 
lettres  a  d'indices»  si  on  les  désigne  par 


<*t9  flj,  û8,  .  .  .  .,  a 


a» 


afin  de  les  distinguer  les  unes  des  autres,  chacun  des  x  ar- 
rangements précédents  produira  Pa  arrangements  distincts. 
Comme  on  a  maintenant  m  lettres  différentes,  on  a  formé 
de  la  sorte  les  P*  permutations  des  m  lettres  différentes.  On 
a  ainsi 

Pm=*XPa, 

d'où 

Par  exemple,  avec  les  trois  lettres  a,  a,  à,  dont  deux  sont 

égales  à  a,  on  ne  peut  former  que  — ,  c'est-à-dire  3  permuta- 
is 

tions  différentes 

aab,  aba,  boa. 

Pour  reprendre  le  raisonnement  sur  cet  exemple,  afin  de  le 
rendre  plus  sensible,  affectons  d'indices  les  deux  lettres  a  et 
permutons  les  deux  lettres  at  et  a*;  le  premier  arrange- 
ment aab  fournira  deux  arrangements  distincts axatb}  ata^b\ 
le  second  aba  fournira  de  même  atbaiy  atbai  ;  le  troisième 
donnera  bata%y  ba^at  ;  on  aura  formé  ainsi  les  six  perniu- 
t  ttions 

a\d%by  ùtàa%}  bata%^ 

as<Zi&,  Q*bai9  ba%a\9 

des  trois  lettres  différentes  ûu  a$9  b. 
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42.  Supposons  que,  parmi  les  m  lettres,  il  y  en  ait  «  égales 
à  a  et  p  égales  à  *,  les  autres  étant  différentes,  et  appelons  x  le 
nombre  des  permutations  que  l'on  peut  former  avec  ces  m 
lettres.  Si  Ton  affecte  d'indices  les  p  lettres  b,  afin  de  les  dis- 
tinguer les  unes  des  autres,  et  que,  dans  chacun  des  arran- 
gements précédents,  on  permute  ces  p .lettres,  chacun  de  ces 
x  arrangements  fournira  Pp  arrangements  distincts,  et  l'on 
aura  en  tout  *XPp  arrangements;  ce  sont  les  permutations 
de  m  lettres,  parmi  lesquelles  «  sont  égales  à  a,  les  autres 
étant  différentes;  le  nombre  de  ces  permutations  étant  égal 

P« 
*  jr,  on  a 


*XPp=p=; 


Pa 


d'où 


(2)  »=   P» 


P«Pp 


On  peut  continuer  le  même  raisonnement  Si,  parmi  les  m 
lettres,  «  sont  égales  à  a,  p  à  b,  y  à  e9  les  autres  étant  diffé- 
rentes, le  nombre  des  permutations  que  Ton  peut  former  avec 
ces  m  lettres  sera  exprimé  par  la  formule 

{3)  fjfc 

et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  si  l'on  a  cinq  lettres  a,  trois  lettres  6,  deux 
lettres  c,  et  une  lettre  d,  avec  ces  onze  lettres  on  peut  former 
un  nombre  de  permutations  marqué  par 

Ptl  1.2.3.4.5.6.7.8.0.10.11 

P.PaPjP»       1.3.3.4.5X  i.».3 Xi.aXi        "     " 
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Combinaisons  avec  répétition. 

43.  Nous  avons  disigné  par  Ci  le  nombre  des  combinaisons 
que  Ton  peut  faire  avec  m  lettres  différentes,  en  les  prenant 
n  à  n  de  toutes  les  manières  possibles,  chaque  lettre  n'en- 
trant qu'une  fois  au  plus  dans  chaque  combinaison.  Suppo- 
sons maintenant  que  Ton  puisse  répéter  une  même  lettre 

autant  de  fois  qu'on  le  voudra,  et  nommons  D„  le  nombre 
des  combinaisons  que  l'on  formera  de  cette  manière.  Par 
exemple,  avec  quatre  lettres  différentes  a,  6,  c,  d,  quand  une 
même  lettre  n'entre  qu'une  fois  dans  chaque  combinaison, 
on  peut  former  quatre  combinaisons  trois  à  trois, 

abc,  abd,  acd,  bcd; 

ce  sont  les  combinaisons  telles  que  nous  les  avons  considérées 
jusqu'à  présent.  Mais,  si  l'on  peut  répéter  une  même  lettre, 
outre  les  combinaisons  précédentes,  on  en  aura  d'autres 

aab9  aac,  aad, 
bbay  bbCy  bbd, 
cca,  ccb,  ccd, 
dda,  ddb,  ddc, 
aaa,  bbb,  ccc,  ddd, 

dans  lesquelles  une  même  lettre  entre  deux  ou  trois  fois. 
Dans  cet  exemple,  on  a  donc  Cj=4,  Di=ao. 

Voici  comment  on  peut  trouver  le  nombre  des  combinai- 
sons avec  répétition.  Imaginons  qu'on  ait  formé  un  tableau 
contenant  toutes  les  combinaisons  des  m  lettres  n  A  n  avec 
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répétition,  et  comptons  le  nombre  des  lettres  écrites  dans 
le  tableau  ;  chaque  combinaison  contient  n  lettres,  différentes 
ou  non  ;  le  nombre  des  combinaisons  étant  représenté  par 

D*  ,  le  nombre  total  des  lettres  écrites  dans  le  tableau  est 

nXlC;  les  m  lettres  y  entrant  toutes  le  même  nombre  de 
fois,  Tune  d'elles,  par  exemple  la  lettre  a,  y  entré  un  nombre 

de  fois  marqué  par -.  Mais  on  peut  trouver  ce  nombre 

d'une  autre  manière  ;  mettons  à  part  les  combinaisons  qui 
contiennent  la  lettre  a,  et  de  chacune  d'elles  ôtons  la  lettre  a 
une  fois,  il  nous  restera  évidemment  les  combinaisons  des  m 
lettres  n —  i  à  n —  1  avec  répétition,  combinaisons  dont  le 

nombre  est  D^1  ;  en  vertu  du  raisonnement  précédent)  la 
lettre  a  entre  dans  ces  combinaisons  un  nombre  de  fois  mar- 
qué par  * - —  ;  si  l'on  ajoute  maintenant  à  chacune 

d'elles  la  lettre  a  supprimée,  pour  rétablir  les  combinaisons 
primitives)  on  voit  que  la  lettre  a  entrera  dans  le  tableau 
un  nombre  de  fois  marqué  par 

(n-i)xDr1  («+»-i)  X  Dr1 


f-Dr,    ou 


m  m 

On  a  donc 

nXK     (m+n-OxDr1 

—         ■  ■  ■■  i  t 

m  m 

ou 
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On  en  déduit»  en  donnant  successivement  à  n  les  valeurs 

n'— n'  vm+1—  myy//+' 

V* — "m  s\  * """ X   '  ■■■'■ } 

2  12 

n1— nf  wm+a 


4 


• 


K=KT  x— 4 — 


Si  Ton  multiplie  toutes  ces  égalités  entre  elles,  les  facteurs 
intermédiaires  disparaissent,  et  l'on  obtient  la  formule 

n  _  wr(m  +  i)(m+a) (m+n—  i) 

W         ""  1.2.3 n 

Dans  les  combinaisons  ordinaires,  dont  le  nombre  est  dési- 
gné par  C£,  le  nombre  n  des  lettres  qui  entrent  dans  chaque 
combinaison  ne  peut  surpasser  le  nombre  m  des  lettres  don- 
nées. Mais,  quand  on  répète  une  même  lettre  autant  de  fois 
qu'on  le  veut,  rien  n'empêche  que  n  soit  plus  grand  que  m. 

Puissance  <tun  polynôme* 

44.  Proposons-nous  actuellement  d'effectuer  le  développe- 
ment de  la  puissance  d'un  polynôme» 

(a+*-|-(? +*)*> 

c'est-à  dire  d'effectuer  le  produit  de  m  polynômes  égaux 
entre  eux.  On  sait  que  le  produit  de  plusieurs  polynômes  est 


48  LIVRE   II,   CHAP.    III. 

la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en  prenant  un  terme 
dans  chacun  d'eux,  de  toutes  les  manières  possibles.  Si  nous 
prenons  la  lettre  a  dans  a  facteurs,  la  lettre  b  dans  8  autres,  la 
lettre  c  dans  y  autres,  etc.,  nous  aurons  un  terme  de  la  fonne 

a  6V ; 

la  somme  des  exposants,  ou  le  degré  du  terme,  est  constam- 
ment égale  à  m.  Il  est  évident  que  l'on  obtient  plusieurs  fois  ce 
même  terme,  autant  de  fois  que  Ton  peut  former  d'arrange- 
ments avec  «  lettres  égales  à  a,  p  lettres  égales  à  *,  y  égales 
à  c,  etc.  ;  car  à  chacun  de  ces  arrangements  correspond  une 

manière  particulière  d'obtenir  le  terme  (ffic* ;  en  réu- 
nissant ces  termes  égaux,  on  aura 

?!» fl«A^Y 

Upp  u   0  C    •    •    •    • 

Le  développement  peut  donc  être  représenté  par  la  for- 
mule 

P, 


(5)     (a+b+c +*)"=^pgPpVY ?**- 

le  signe  2  indiquant  une  somme  de  termes  de  la  même 

forme. 

Toutefois,  si  l'un  des  exposants  «,  p,  y, devient  égal 

à  zéro,  il  faut  convenir  que  le  symbole  P0,  qui  n'a  aucun  sens 
par  lui-même,  sera  remplacé  par  l'unité.  Supposons,  par 
exemple,  a=o;  on  prend  la  lettre  b  dans  p  facteurs,  la  lettre 

e  dans  y  facteurs,  etc.  ;  le  terme  ApcY ,  dans  lequel  la 

somme  p-H+ des  exposants  est  égale  à  m,  est  répété 

un  nombre  de  fois  marqué  par  le  nombre  des  permutations 
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que  l'on  peut  former  avec  fi  lettres  *,  T  lettres  c, ;  ce 

nombre  est  PpP  *     ;  la  formule  générale  conviendra,  si  l'on 
remplace  Pa  ou  P,  par  l'unité. 

45.  Il  est  facile  de  trouver  le  nombre  des  termes  du  déve. 
loppement.  Désignons  par  p  le  nombre  des  termes  du  poly- 
nôme que  l'on  élève  à  la  m*  puissance.  Chaque  terme  du 
développement,  abstraction  faite  du  coefficient,  est  de  la 
forme  a"^cT......  ou 

• 

aaa.  :  .  .  .bb ce. 

il  contient  m  lettres  en  tout;  c'est  une  combinaison  m  i  m 

des  p  lettres  a,  b,  c ,  k,  avec  répétition;  le  nombre  des 

termes  du  développement  est  donc  égal  au  nombre  des 

combinaisons  de  p  lettres  m  à  m  avec  répétition,  c'est-à- 
dire  à 

(6)  p"— Plp+l)lP+*) (j'+m—i) 

'  i.2.3 m 

Ce  nombre  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de 
p-\-m  —  î  lettres  m  à  m  sans  répétition;  mais  on  sait  que 

Cjî*_i  =  C££_,  ;  on  aura  donc 

m       ^»— (w-h»)(lw+») (m+D—  i] 

[)       V'  ..• (/>-!) 

On  appuquera  l'une  ou  l'autre  de  ces  formules  suivant  les 
cas. 

46.  Considérons  en  particulier  le  carré  (a-f-*-fc-f....)t  d'un 
polynôme,  ou  le  produit 

(a+*+c+ )X(o+J+c+ ) 

de  deux  polynômes  égaux.  Si  l'on  prend  la  même  lettre  a 
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dans  les  deux  polynômes,  on  a  le  terme  a*  ;  Comme  on  ne 
peut  obtenir  ce  terme  que  de  cette  manière,  son  coefficient 
est  l'unité.  Si  Ton  prend  une  lettre  a  dans  l'un  des  poly- 
nômes, et  une  autre  lettre  b  dans  l'autre,  on  a  le  terne  ah  ; 
il  eat  évident  que  ce  terme  peut  être  obtenu  de  deux  ma- 
nières, soit  qu'on  prenne  la  lettre  m  dam  le  prerâer  poly- 
nôme et  la  lettre  b  dan»  le  second,  on  la  lettre  a  dans  le 
second  et  la  lettre  b  dans  le  premier  ;  ces  deux  manières  cor- 
respondent aux  deux  arrangements  ab  et  ba;  le  coefficient 
de  ce  terme  sera  donc  égal  à  2,  et  Ton  aura  zab.  On  conclut 
de  là  que  le  carré  d'un  polynôme  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
de  tous  ses  termes,  plus  deux  fois  la  somme  des  produits  des 
termes  deux  et  deux. 

Considérons  encore  le  cube  (a  +  *  -+- c  + )*  d'un  poly- 
nôme. D'après  la  formule  générale  (5),  le  développement  con- 
tiendra trois  sortes  de  termes  :  i°  des  termes  de  la  forme  a1 

ayant  pour  coefficients  l'unité  ;  a°  des  termes  de  la  forme  a*b 

p 
ayant  pour  coefficients  -p~  ou  3  ;  3°  des  termes  de  la 

p 

forme  abc>  ayant  pour  coefficients        3     ou  6.  On  en  con- 

clut  que  le  cube  d'un  polynôme  est  égal  à  la  somme  des  cubes  de 
ses  différents  termes,  plus  trois  fois  la  somme  des  produits  que 
ton  obtient  en  multipliant  le  carré  dun  terme  quelconque  par  un 
autre  terme  j  plus  six  fois  la  somme  des  produits  des  termes  trois 
a  trois. 

Si  l'on  appliquait  la  formule  générale  (5). au  développement 
de  la  puissance  d'un  binôme,  on  aurait 


(fl+*H2^"* 
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Cette  formulé  est  la  même  que  celle  trouvée  précédemment 
(n#  54),  puisque  *  +  p  =srm,  et  qtte  (fl°  3o) 


Racine  d'un  polynôme. 

47.  Proposons-nous  d'abord  d'extraire  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  entier  P,  ordonné  suivant  les  puissances  décrois* 
santés  d'une  lettre  x ,  nous  supposerons  qu'il  existe  un  poly- 
nôme entier  qui,  élevé  au  carré,  reproduise  exactement  le 

polynôme  proposé.  Représentons  par  les  lettres  a,  à,  c 

les  différents  termes  de  ce  polynôme  racine,  ordonné  aussi 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Nous  aurons 

=<*»+**(*+*+ )+(*+<.+ )«. 

Le  tertnea1,  étant  d'un  degré  plus  élevé  que  tous  les  autres 
termes  du  développement,  et  ne  se  réduisant  par  conséquent 
avec  aucxln  autre,  est  égal  au  premier  terme  du  polynôme  P  ; 
on  obtiendra  donc  le  premier  terme  a  de  la  racine,  en  ex- 
trayant la  racine  carrée  du  premier  terme  du  polynôme  pro- 
posé. Si  du  polynôme  on  retranche  le  carré  du  premier  terme 
de  la  racine,  et  si  l'on  appelle  R  le  reste»  il  vient 

R=aa(*+(?-f )+(b+c+ )*. 

Dans  le  second  membre,  la  première  partie  est  d'un  degré 
plus  élevé  que  la  seconde  ;  or  le  premier  terme  de  cette  pre- 
mière partie  est  *ab  ;  ce  terme  *ab,  étant  ainsi  d'un  degré 
plus  élevé  que  tous  les  autres»  est  égal  au  premier  terme  du 
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polynôme  reste  R  ;  on  obtiendra  donc  le  second  terme  b  de 
la  racine  en  divisant  le  premier  terme  du  reste  R  par  aa, 
c'est-à-dire  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine. 

Si  l'on  groupe  maintenant  les  deux  premiers  termes  de 
la  racine,  qui  sont  connus,  on  a 

P=[(a+*H-(c+rf+ )]f 

=(a  +  *)«  +  a(a+*)(c+rf+ )  +  (*+<*+ )'• 

En  retranchant  du  polynôme  proposé  le  carré  de  la  somme 
des  deux  premiers  termes  de  la  racine  et  appelant  R'ie  nou- 
veau reste,  on  a 

R'=  a (a + b)  (c  +  d  + )  +  (c  +  d  + )  ■ . 

Dans  le  second  membre,  la  première  partie  est  d'un  degré 
plus  élevé  que  la  Seconde,  et  le  premier  terme  de  cette  pre- 
mière partie  est  aoc  ;  le  terme  soi,  étant  ainsi  d'un  degré 
plus  élevé  que  tous  les  autres,  est  égal  au  premier  terme  du 
polynôme  R'  ;  on  obtiendra  donc  le  troisième  terme  c  de  la 
racine  en  divisant  le  premier  terme  du  second  reste  R'  par 
sa,  c'est-à-dire  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine. 
Si  l'on  groupe  actuellement  les  trois  premiers  termes  de  la 
racine,  qui  sont  connus,  on  a 

J>=[(a+b+c)  +  (d+e+ )]■ 

=  (a+*+c)»+a(a+*+c)  (d+e+. . .)  +  (rf+e+ . . .  )a. 

Retranchons  du  polynôme  proposé  le  carré  de  la  somme  des 
trois  premiers  termes  de  la  racine,  et  appelons  R"  le  nouveau 
reste,  nous  aurons 

R'=a(a+*+c)  {d+e  + )+(d+e+\  . . .  .)•- 

Le  premier  terme  de  ce  reste  est  égal  à  aarf  ;  si  on  le  divise 
par  aa,  on  obtiendra  le  quatrième  terme  d  de  la  racine. 
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On  continuera  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au 
dernier  terme  de  la  racine,  tel  qu'on  l'obtient  directement. 
Car  le  môme  raisonnement  s'applique  lorsque  le  polynôme 
est  ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  ;  on 
obtiendra  donc  immédiatement  le  dernier  terme  en  extrayant 
la  racine  carrée  du  dernier  terme  du  polynôme  proposé.  Si 
l'opération  conduit  i  ce  dernier  terme,  et  si  le  reste  suivant 
est  nul,  on  en  conclut  que  le  polynôme  proposé  est  carré 
parfait  II  est  clair  qu'on  peut  changer  les  signes  de  tous  les 
termes  de  la  racine,  ce  qui  ne  change  pas  le  carré. 

On  peut  simplifier  un  peu  le  calcul  des  restes,  comme  on 
le  fait  en  arithmétique.  Quand  on  a  trouvé  les  deux  pre- 
miers termes  de  la  racine,  il  faut,  du  polynôme  proposé, 
retrancher  (a  +  *)*,  c'est-à-dire  a%  -f-aa*  -f-  b%  ;  comme  on  a 
déjà  retranché  a*,  il  suffit  de  retrancher  du  reste  la  quantité 
lab  -\-  b%  ou  (aa+  b)b.  De  même,  quand  on  a  trouvé  le  troi- 
sième terme  c,  il  faut,  du  polynôme  proposé,  retrancher 
(û+i+c)1,  c'est-à-dire  (a+^  +  afa+^  +  e*  ;  comme 
on  a  déjà  retranché  (a-|-*)S  il  suffit  de  retrancher  du  second 
reste  R'  la  quantité  a(a  +  6)c+c*  ou  (*a-\-*b+c)c.  En 
général,  quand  on  aura  trouvé  un  nouveau  terme  de  la 
racine,  à  la  droite  du  double  de  la  partie  précédemment 
obtenue,  on  écrira  ce  nouveau  terme,  on  multipliera  par  ce 
terme,  et  l'on  retranchera  le  produit  du  reste  précédent 

Considérons,  par  exemple,  le  polynôme 

*5x*— 70X»  -f  89a?4 — S6x*  -f  58** — a4*-f  9. 

Pour  que  ce  polynôme  soit  le  carré  d'un  polynôme  entier,  il 
faut  d'abord  que  le  premier  et  le  dernier  termes  soient  des 
carrés  parfaits  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  ici.  Si  le  polynôme  racine 
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existe,  son  premier  terme  sera  5s1,  son  dernier  terme  ±  3. 
En  effectuant  l'opération  comme  nous  l'avons  dit,  on  arrive 
an  dernier  terme  —  3,  et  à  nn  reste  nul.  La  racine  cherchée 
est  5a:1  —  73^  +  4^ — '• 

a5#* — 7ox5+89T4 — 86#8-t-5&r* — a4^+9|     5a?8 — yx*-\-tjX — 5 
+70-1:8 — 49^*  I     iox* — 7#8 

-|-  4oar4— &6x*-\-58xi—2hx—g\     îox* — \t\x^^^x 
— {tox*-{-56x* — \6x*  îox* — i£\x*4-8x — 3 

— 3oa:•-j~4atf, — 24X-J-9 


-f-5oj^ — 42^' +24* — 9 
o 

48.  On  suivra  une  marche  analogue  pour  l'extraction  de 
la  racine  m*  d'un  polynôme.  Supposons  toujours  le  poly- 
nôme P  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 

de  x,  et  appelons  encore  a,  à,  c, les  différents  termes  de 

la  racine.  On  a 

Le  premier  terme  du  polynôme  proposé  est  égal  à  a";  en 
extrayant  la  racine  m*  de  ce  premier  terme,  on  obtiendra  le 
premier  terme  de  la  racine.  Si  du  polynôme  on  retranche  am, 
on  a 

1  •  9 

le  premier  terme  du  reste  R  est  égal  à  mar-^;  en  divisant 
ce  premier  terme  par  m**"*-1,  on  obtiendra  le  second  terme  b 
de  la  racine.  Considérons  maintenant  l'expression 

P=[(a+6)+(c+rf+ )]» 

-mm  (a+b)*+m(«+l>)*-He+d+ )+ , 


fORtftJiB  DU   BtlfOtffi.  W 

et  retranchons  {a + A)*,  nous  aurons  un  reste 

R'=m(a  +  fl)«-*(c  +  rf+ )-f , 

dont  le  premier  terme  est  mam-lc\  en  divisant  ce  premier 
terme  par  mam-1,  on  obtiendra  le  troisième  terme  c  de  la 
racine,  et  ainsi  de  suite. 

Somme  des  puissances  semblables  des  termes  dune  progression 

arithmétique. 

49.  Considérons  une  progression  arithmétique 

Tfl.  b.c A.  A, 

formée  de  »  termes;  appelons  r  la  raison  et  désignons  par 
Sm  la  somme  des  m"  puissances  de  tous  les  termes.  On  a, 
d'après  la  formule  du  binôme, 

1  1,2  1 

l  1.2  1 

I  1.2  1 


(A+r)w,=^,+^±iA«r+<^±J>ÎA*-'r» +Ï±!a^~., 


1  1.2  1 


(i+r)^.=^,+î2±iAmr_j_(i!î±i)!îjl»-.r» +^±iAH-+^«. 


1  1.2  1 


Ajoutons  ces  n  égalités  membre  à  membre;  supprimons  les 
termes  égaux  (a  +  r)m+i  et  é"* f ,  (b  +  r)mt  etc*1, . 
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(A-f-r)m+l  ôl  *"*\  qui  se  trouvent  dans  les  deux  membres, 
puis  remplaçons  Jfc+r  par  a-\-nr\  nous  aurons 

(5)     (a+nr)~*=a«>+^rSm+&±^r*S^l+... 


1  1.2 


En  faisant  m  =  i,  on  retrouve  la  somme  connue  Si  des 
termes  de  la  progression.  En  faisant  m =a,  on  obtient  S,  au 
moyen  de  St.  En  faisant  m  =  3,  on  obtient  S,  au  moyen  de 
St  et  S,,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  si  Ton  demande  la  somme  des  puissances 
semblables  des  n  premiers  nombres  entiers,  on  feraa  =  i, 
r=  î  dans  la  relation  (3),  et,  en  procédant  comme  nous  l'a- 
vons dit,  on  trouvera  successivement 

n{n+i)  tt(n+i)(an+i)  pfo+OV 

a  2.3  L      a       J 


!•  De  combien  de  manières  peut-on  partager  en  triangles 
par  des  diagonales  un  polynôme  convexe  de  n  côtés? 

2°  Étant  donnés  dans  un  plan  n  points,  quel  est  le  nom- 
bre des  points  d'intersection  des  droites  qui  passent  par  ces 
points  deux  à  deux? 

3°  Trouver  le  nombre  des  boulets  sphériques  formant  une 
pyramide  à  base  carrée  ou  triangulaire,  ou  une  pile  à  base 
rectangle? 

4°  Trouver  le  plus  grand  terme  du  développement  de 
(a  -f-  b)mf  ou  de  (a  -|-  *  +  c  —)m  et  déterminer  les  limites  des 
exposants  de  a,  6, ...,  dans  ce  terme,  quand  m  augmente 
indéfiniment. 
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CHAPITRE  IV. 

PRINCIPES  DE   LA  THEORIE  DES  DETERMINANTS. 

50.  Considérons  les  permutations  des  n  premiers  nombres 

c'est-à-dire  les  différents  arrangements  que  Ton  peut  for- 
mer avec  ces  n  nombres  en  les  plaçant  les  uns  à  côté  des 
autres  sur  une  ligne  droite  (n*  27).  Lorsque  dans  un  arran- 
gement deux  nombres  sont  tels  que  celui  qui  est  placé  le 
premier  est  plus  grand  que  l'autre,  on  dit  que  ces  deux 
nombres  présentent  une  inversion.  Nous  distinguerons  les 
arrangements  en  deux  classes,  suivant  que  le  nombre  total 
des  inversions  que  renferme  chacun  d'eux  est  pair  ou  im- 
pair; nous  dirons  que  les  arrangements  qui  renferment  un 
nombre  pair  d'inversions  sont  de  la  première  classe,  et  que 
ceux  qui  en  renferment  un  nombre  impair  sont  de  la  se- 
conde classe. 

Par  exemple,  avec  les  trois  nombres  1,  a,   3,  on  peut 
former  six  arrangements 

1  a  3      ,      2  3  1       ,      3  1  2, 
a  1  3      ,       1  3  a       ,      3  2  1. 

Le  premier  ne  présente  pas  d'inversion  ;  le  second  en  pré- 
sente deux,  savoir  :  (a,i)  et  (3,i);  le  troisième  en  présente 
aussi  deux,  savoir  :  (3,i)  et  (3,a).  Le  quatrième  n'en  a 
qu'une,  ainsi  que  le  cinquième;  mais  le  sixième  en  a  trois, 
«avoir  :  (3,a),  (3,i),  (a,i).  Ainsi  les  trois  premiers  arran- 
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gements  sont  de  la  première  classe  ;  les  trois  derniers  de  la 
seconde  classe. 

Nous  allons  démontrer  que,  lorsque  dans  un  arrangement 

on  permute  deux  nombres  «  et  p,  l'arrangement  change  de 

classe.  Nous  pouvons  représenter  l'arrangement  par 

A  a  B0  C, 

en  désignant  par  A  la  partie  qui  précède  a,  par  B  celle  qui 
est  interposée  entre  a  et  p,  et  par  C  celle  qui  suit  p.  Quand 
on  permute  les  deux  nombres  a  et  p,  on  a  le  nouvel  arran- 
gement 

ApBaC. 

Nous  remarquons  d'abord  que,  dans  les  deux  arrangements, 
les  éléments  de  A,  comparés  entre  eux  et  avec  les  suivants, 
présentent  un  même  nombre  d'inversions,  et  que  les  élé- 
ments de  G,  comparés  entre  eux  et  avec  les  précédents»  pré- 
sentent aussi  un  même  nombre  d'inversions  ;  on  peut  donc 
faire  abstraction  de  ces  deux  parties,  et  se  borner  à  consi- 
dérer les  deux  arrangements  aBp,  pB«. 

Les  inversions  que  présentent  les  éléments  de  B  enlre  eux 
étant  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en 
occuper.  Supposons  a  plus  petit  quep;  appelons  m  le  nom- 
bre des  éléments  de  B;  parmi  ces  éléments,  il  y  en  a p  infé- 
rieurs à  a  et  q  supérieurs  à  p. 

Examinons  le  premier  arrangement  :  les  éléments  de  B, 
compares  à  «  donnent  p  inversions,  comparés  à  p  ils  en 
donnent  q\  d'ailleurs  les  deux  nombres  a  et  p  ne  présentent 
pas  d'inversion;  le  premier  arrangement  renferme  donc 
p-\-q  inversions,  sans  compter  celles  que  forment  entre  eux 
les  éléments  de  B.  Examinons  maintenant  le  second  arran- 
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gement  ;  puisque  dans  B  il  y  a  m — q  éléments  inférieurs  à 
p  et  m — p  supérieurs  à  «,  les  éléments  de  B,  comparés 
à  p,  donnent  m— y  inversions,  comparas  à  «  ils  en  don* 
nent  m — p;  d'ailleurs  les  deux  nombres  p  et  «  présen- 
tent une  inversion;  le  second  arrangement  renferme  donc 
am — p  —  y  +  i  inversions,  sans  compter  celles  de  B.  La 
différence  entre  les  nombres  d'inversions  que  renferment  les 
deux  arrangements  est  égale  à  dt  (am  —  a/>  —  ay  + 1)  ;  c'est 
un  nombre  impair  ;  d'où  l'on  conclut  que  les  deux  arrange- 
ments sont  de  classes  différentes. 

Le  nombre  des  arrangements,  étant  égal  au  produit  des  n 
premiers  nombres,  est  pair.  Il  y  en  a  autant  d'une  classe  que 
de  Vautre;  car  aux  arrangements  de  l'une  des  classes  on 
peut  faire  correspondre  ceux  de  l'autre  qui  s'en  déduisent 
par  la  permutation  de  deux  nombres  désignés  a  et  p.  Ainsi, 
dans  l'exemple  précédent,  des  trois  arrangements  de  la  pre- 
mière classe  on  déduit  ceux  de  la  seconde  par  la  permuta- 
tion des  deux  nombres  1  et  a. 
51.  Cela  posé,  considérons  le  tableau  des  n*  quantités 


a\  a\  a 
a\  a\  a 
a\  a\  a 


a 
a 
a 


a1  a1  a* 


caractérisées  par  deux  indices,  marquant,  l'un  la  ligne  ho- 
rizontale, l'autre  la  colonne  verticale,  dans  laquelle  est  si- 
tué l'élément;  formons  le  produit 


*\  «;  «: 


« 


des  éléments  placés  sur  la  diagonale  du  carré;  concevons 
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ensuite  que,  laissant  fixes  les  indices  inférieurs,  on  permuta 
dans  ce  produit  les  indices  supérieurs  de  toutes  les  manières 
possibles,  et  que  Ton  affecte  chacun  des  produits  ainsi  ob- 
tenus du  signe  -f  ou  du  signe  — ,  suivant  que  l'arrangement 
des  indices  supérieurs  est  de  la  première  ou  de  la  seconde 
classe;  la  somme  algébrique  de  tous  ces  produite  est  ce  qu'on 
appelle  le  déterminant  des  n1  quantités.  On  indique  le  déter- 
minant en  comprenant  entre  deux  traits  verticaux  le  ta- 
bleau des  nf  quantités. 

Le  nombre  des  termes  du  déterminant  est  égal  au  nombre 
des  arrangements  des  n  valeurs  de  l'indice  supérieur.  Gomme 
on  peut  amener  ces  indices  à  des  places  quelconques  en 
permutant  plusieurs  fois  successivement  deux  indices,  et 
que,  quand  on  permute  deux  indices,  la  classe  de  l'arran- 
gement change,  on  pourra  former  tous  les  termes  du  déter- 
minant à  l'aide  du  premier  terme  que  nous  avons  écrit  plus 
haut,  en  permutant  plusieurs  fois  successivement  deux  des 
indices  supérieurs  et  changeant  le  signe  à  chaque  permu- 
tation. On  a,  par  exemple  : 


a\a\ 
a',a\ 


a'a'a* 
a\a\a\ 


=«— «;«!• 


=a\a\a\-a\a\a\ +a\a\o\-a\a\a\ +a\a\a\  -a\a\a\. 


52.  D'après  la  loi  de  formation  du  déterminant,  chaque 
terme  contient  un  élément  de  chacune  des  lignes  horizon- 
tales, et  un  de  chacune  des  colonnes  verticales.  Les  ter- 
mes du  déterminant  sont  donc  les  différents  produits  que 
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l'on  obtient  en  prenant  on  élément  dans  chaque  ligne  et 
dans  chaque  colonne,  de  toutes  les  manières  possibles. 
Nous  avons  défini  le  signe  de  chaque  terme  en  supposant 
les  facteurs  écrits  dans  un  ordre  tel  que  les  indices  infé- 
rieurs soient  rangés  dans  Tordre  des  nombres  croissants 
i,  a,  3, ,  n;  leur  arrangement,  ne  présentant  pas  d'in- 
version, doit  être  regardé  comme  de  la  première  classe.  Il 
est  aisé  de  reconnaître  que,  si  Ton  change  Tordre  des  facteurs, 
chaque  terme  est  affecté  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant 
que  l'arrangement  des  indices  inférieurs  et  celui  des  indices 
supérieurs  sont  de  la  même  classe  ou  de  classes  différentes. 
Car  la  permutation  de  deux  facteurs  changeant  la  classe 
de  Tun  et  l'autre  arrangements,  les  deux  arrangements 
restent  de  la  même  classe  s'ils  étaient  primitivement  de  la 
même  classe,  de  classes  différentes  s'ils  étaient  de  classes 
différentes. 

Supposons  que  dans  chaque  terme  on  dispose  les  facteurs 
dans  un  ordre  tel  que  les  indices  supérieurs  soient  rangés 
dans  Tordre  des  nombres  croissants;  leur  arrangement,  ne 
présentant  pas  d'inversion,  est  de  la  première  classe  ;  en  vertu 
de  ce  qui  précède,  chaque  terme  sera  affecté  du  signe  +  ou 
du  signe  — ,  suivant  que  l'arrangement  des  indices  in- 
férieurs est  de  la  première  ou  de  la  seconde  classe.  Il  en 
résulte  que  Ton  peut  former  le  déterminant  à  l'aide  du 
premier  terme,  en  permutant,  non  les  indices  supérieurs, 
mais  les  inférieurs,  et  affectant  chacun  des  produits  ainsi 
obtenus  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  que  l'arran- 
gement des  indices  inférieurs  est  de  la  première  ou  de  la 
seconde  classe. 

53.  Theoremb  I.  Lorsqu'on  remplace  chaque  ligne  hori* 
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zontale  par  la  ligne  verticale  de  même  ratog,  le  déterminant 
change  pas. 
Je  dis  que  l'on  a  identiquement 


a*  «?  a' a? 


*\  *\*\ *: 


*:  al  rt! 


« 


a 


dî  flî  dî  .  .  .  <  .  a] 


a)  a 
a\  a 


a 
a 


a\ 


«7  <  «ï < 


Nous  avons  dit  que  les  termes  d'un  déterminant  sont  les 
produits  que  l'on  peut  former  en  prenant  un  élément  dans 
chaque  ligne  et  dans  chaque  colonne;  il  est  évident  que  ces 
produits  sont  les  mêmes  dans  les  deux  déterminants.  Il  faut 
affecter  chaque  produit  du  signe  -f  ou  du  signe  — ,  suivant 
que  les  arrangements  des  deux  séries  d'indices,  marquant 
les  uns  les  rangs  de  lignes,  les  autres  les  rangs  des  colonnes, 
sont  de  la  même  classe  ou  de  classes  différentes  ;  l'arrange- 
ment qui,  dans  l'un  des  déterminants,  se  rapporte  aux  li- 
gnes, se  rapporte  aux  colonnes  dans  l'autre,  et  réciproque- 
ment ;  les  (leux  arrangements  étant  les  mêmes  de  part  et 
d'autre,  le  signe  est  le  même.  Ainsi  les  deux  déterminants 
sont  identiques. 

84.  ThéoaèMe  II.  Lorsqu'on  permute  deux  lignes  parai* 
tèles,  le  déterminant  change  de  signe. 

Supposons  que  Ton  permute  les  lignes  verticales  de  rangs 
a  et  p.  Un  terme  du  premier  déterminant  est  de  la  forme 
db  kaf  Baf  G  ;  à  ce  terme  en  correspond  un  autre  qp  Àa£  Ba*  G  ; 
ces  deux  termes  deviennent  zhkaf  Baf  G,  ^pAaf  Baf  G  dans 
le  second  déterminant.  Ainsi  les  deux  déterminants  sont 
égaux  et  de  signes  contraires* 
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55.  Thbokbmb  III.  Lorsque  deux  ligne* parallèles  sont  égales, 
k  déterminant  est  nul. 

Supposons  que  les  éléments  des  lignas  verticales  de  rangs 
o  et  p  soient  respectivement  égaux;  nous  ayons  vu  qu'à  un 
terme  ±Aa*Baf  C  du  déterminant  en  correspond  un  autre 
qpAof  Baf  C;  les  éléments  a"  et  af  étant  égaux,  ainsi  que 
aî  et  <*?,  ces  deux  termes  sont  égaux  et  de  signes' con- 
traires, et  le  déterminant  est  identiquement  nul. 

56.  Ordonner  un  déterminant  suivant  les  éléments  d'une 
même  ligne.  Le  déterminant  est  une  fonction  homogène 
et  du  premier  degré  des  éléments  d'une  même  ligne.  Ainsi, 
chaque  terme  du  déterminant  renferme  un  élément  de  la 
première  ligne  horizontale  et  un  seul;  si  l'on  groupe  les 
termes  qui  contiennent  l'élément  aj,  ceux  qui  contiennent 
l'élément  a*,  et  ainsi  de  suite,  le  déterminant  se  mettra 
sous  la  forme 

*=*X\a\+k\a\  +  lL\a\+ +Ka% 

les  quantités  A|,  AJ, ,  A;  ne  contenant  aucun  élé- 
ment de  cette  première  ligne.  Désignons,  d'une  manière 
générale,  par  à£  a£  la  somme  des  termes  du  déterminant 
qui  renferment  l'élément  a£,  et  remarquons  que  la  quantité 
a£  ne  renferme  aucun,  élément  appartenant  à  la  a6  ligne 
ou  à  la  p*  colonne.  Nous  aurons,  en  ordonnant  par  rapport 
aux  éléments  de  la  «•  ligne, 

A  =  Aiai  +  Aia;+ +K<>1, 

et,  par  rapport  aux  éléments  delà  p°  colonne, 

A  =  Afaf+ÀH+ +  À?af. 

Il  est  facile  de  former  les  quantités  â£.  Représentons  par 
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a£  le  déterminant  mineur  que  l'on  obtient  en  supprimant  du 
tableau  la  a*  ligne  et  la  p*  colonne.  U  est  clair  que  la  quan- 
tité A)  est  égale  au  déterminant  mineur 


K  = 


*\  < *; 

<  a\ «; 


<< < 


car,  pour  avoir  le  groupe  des  termes  renfermant  l'élément  a J , 
il  suffit  de  prendre  le  premier  terme  a\  a\  .....  <£,  et,  met- 
tant à  part  l'élément  a\,  de  permuter  dans  la  partie  a\a\  ... 
...  al  les  indices  supérieurs  deux  à  deux,  ce  qui  revient  à 
former  le  déterminant  mineur  Aj. 

Concevons  maintenant  que  l'on  permute  les  deux  pre- 
mières colonnes,  afin  d'amener  l'élément  a\  au  sommet  du 
tableau,  à  la  place  occupée  primitivement  par  a\  ;  le  groupe 
des  termes  qui  dans  le  nouveau  déterminant  renferment 
l'élément  a\  sera  A{  a\  ;  le  déterminant  total  ayant  changé 
de  signe,  on  aura  A*= — A*.  On  amènera  la  troisième 
colonne  au  premier  rang,  en  la  permutant  d'abord  avec  la 
seconde,  puis  avec  la  première;  le  signe  ayant  changé  deux 
fois,  s'est  rétabli,  ce  qui  donne  A'  =  A[.  On  aura  de  même 
A J=  —  AJ,  et  ainsi  de  suite. 

En  général,  proposons  -  nous  de  trouver  le  groupe  des 
termes  qui  renferment  l'élément  a£.  On  amènera  la  «♦  ligne 
au  premier  rang  par  a —  i  permutations  de  deux  lignes  suc- 
cessives, puis  la  p°  colonne  au  premier  rang  par  p  —  1  per- 
mutations de  deux  colonnes  successives,  ce  qui  fait  a-|-p — a 
changements  de  signe  ;  l'élément  aa  sera  alors  placé  au  som- 
met du  tableau,  et  l'on  aura  AJj= (—  i)a+P  AJ|. 
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On  a,  par  exemple  : 
at  bt  ci 


a%  bt  et 

fl3   ^3  c* 


=  fli 


bi  ct 
bz  cz 


—  a, 


bx  d 
à2  c9 


+  *: 


ai  ci 


=zai(biC9  —  Ci  bz)  —  as  (61  c9  —  c%  b%)  -f-  a3  (bi  c%  —  ct  £>). 

Corollaire.  On  multiplie  un  déterminant  par  un  nombre 
en  multipliant  par  ce  nombre  tous  les  éléments  (Tune  même  ligne. 

Supposons  le  déterminant  ordonné  suivant  les  élément 
de  la  première  ligne  horizontale  et  mis  sous  la  forme 

A-AX  +  AX+ +A;a;; 

en  multipliant  les  deux  membres  par  un  nombre  p,  on  a 

t*=A\pa\  +  A\pa\  + +  A;rf; 

c'est  un  nouveau  déterminant  que  Ton  déduit  du  premier 
en  remplaçant  les  éléments  de  la  première  ligne  par 


Va\     y    Pa<     » >     Pu,- 

On  a,  par  exemple, 

fli  bi  Ci 

pat  pbi  pct 

pat  bi  Ci 

P 

Ci  b2  ct 

— 

as     bf    d 

= 

pa%  bi  Ci 

a%  b%  c3 

a,    b%     cz 

pa9  bz  Ci 

57.  Théorème  IV.  La  somme  de  deux  déterminants  de  même 
ordre  9  qui  ne  différent  que  par  les  éléments  (Tune  même  ligne,  est 
un  nouveau  déterminant  que  l'on  obtient  en  ajoutant  ces  éléments 
deux  à  deux. 

Le  déterminant 


aj  +  é 


«  ? 


al 


K 


*; 


a»  +  bm  ,  al  ,  ci, 4 


ordonné  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  colonne,  eU 

5 
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A  =  AJ  (a,  +  »i)  +  A; (a,  +  bi)+ ï-AKa.+  AO. 


ou 


A  =  A;a1+A;a,+ +AX 

+  A|  »,  +  !;*,+ +Ai*w; 

il  est  égal  à  la  somme  des  deux  déterminants 


a,  al 


*; 


0.  a 


a 


*; 


« 


a 


58.  Théorème  V.  Za  valeur  dun  déterminant  ne  change  pas, 
lorsqu'on  remplace  une  ligne  par  les  résultats  que  ton  obtient  en 
ajoutant  aux  éléments  de  cette  ligne  les  éléments  correspondants 
d'une  autre  ligne  parallèle  multipliés  par  un  même  nombre. 

Par  exemple,  si  aux  éléments  de  la  première  colonne  on 
ajoute  ceux  de  la  seconde  multipliés  par  p9  on  a 

«î+k  >  *\ *: 


a\a\ 


a 


an  an  an 


+P 


a]  a] 
a\a\ 


al  al  ...  .  a 


al  +  pal  ,  al  al 

le  dernier  déterminant  étant  nul  (n*  55),  les  deux  premiers 
sont  égaux  entre  eux. 
On  peut  généraliser  le  théorème  précédent  :  la  valeur 

d'un  déterminant  ne  change  pas,  lorsqu'on  remplace  les  élé- 
ments d'une  ligne,  horizontale  ou  verticale,  par  les  résultats 
que  l'on  obtient  en  ajoutant  aux  éléments  de  cette  ligne 
ceux  de  plusieurs  autres  lignes,  après  qu'on  a  multiplié  les 
éléments  de  chacune  de  celles-ci  par  un  nombre  arbitraire* 

Résolution  dun  système  d  équations  du  premier  degré. 

59.  Nous  commencerons  par  rappeler  un  principe  général 
que  nous  ayons  démontré  dans  la  première  partie  de  l'al- 
gèbre (livre  II,  ch.  i).  Étant  donné  un  système  de  n  équations 

(i)        Xt=o    ,    Xj  =  oj ,  XH  =  o> 
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à  n  inconnues,  l'équation 

AiXt  +  AtX2-f +AnXtt  =  o; 

que  Ton  obtient  en  ajoutant  ces  équations  membre  a  mem- 
bre, après  les  avoir  multipliées  par  des  quantités  constan- 
tes AnA,, jA»,  peut  remplacer  Tune  de  celles  des 

équations  proposées  qui  ont  été  multipliées  par  des  quan- 
tités différentes  de  zéro,  c'est-à-dire  que  l'équation  nou- 
velle, avec  les  n  —  1  autres  équations,  forme  un  système 
équivalent  au  système  proposé.  Supposons,  par  exemple, 
que  la  quantité  At  soit  différente  de  zéro,  je  dis  que  te 
système  proposé  est  équivalent  au  système  des  n  équations 

(2)Xt  =  o,...,Xn=o,A1X1+A2XtH (-AnXn=o. 

En  effet,  tout  système*  de  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont 

aux  équations  (1),  annulant  lesexpressions  Xt ,  X$ , ,  X^ 

satisfont  aux  équations  (2).  Réciproquement,  tout  système 
de  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  aux  équations  (2),  an* 
nulant  Xt ,  X*,  et  la  somme  A^j+A^X^ +A„Xn, 

annulent  A,X(  et  par  suite  Xt,  puisque  la  quantité  constante 
At  est  différente  de  zéro,  et  par  conséquent  satisfont  aux 
équations  {l). 

GO.    Cela  posé,  considérons  un  système  de  n  équations  du 

premier  degré  à  n  inconnues  xltx%, ,  xn.  Nous  pou* 

vons  le  représenter  par 

«î  *!  +  «!*■+ +«to=*l» 

(3) 

Appelons  A  le  déterminant  des  n'  coefficients  des  incon- 


G8 

nues,  savoir  : 
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A  = 


a\a\ 
a\a\ 


a 
a 


I 


<  < 


Supposons  que  ce  déterminant  soit  différent  de  zéro. 
Comme  il  est  égal  à  une  fonction  homogène  et  du  premier 
degré  des  éléments  d'une  ligne  horizontale  ou  d'une  colonne 
verticale,  l'un  au  moins  des  n  déterminants  mineurs  corres- 
pondants sera  différent  de  zéro.  Concevons-le  ordonné  par 
rapport  à  la  première  colonne,  et  soit 

A=ÀX+AX+ +AX. 

Ajoutons  les  équations  proposées  membre  à  membre,  après 

les  avoir  multipliées  respectivement  par  A\ ,  A| , ,  A*  ; 

le  coefficient  de  xt  dans  la  nouvelle  équation  sera  égal  au 
déterminant  A  ;  celui  de  x%  sera 

AX+AX+;....  +A;<; 
c'est  le  déterminant  dans  lequel  la  première  colonne  est 
égale  à  la  seconde,  il  est  donc  nul;  il  en  est  de  même  des 
suivants;  l'équation  résultante  se  réduit  donc  à   • 

(4)  àxi=k\kx+k\k%  + +Ai*n. 

Si  les  équations  proposées  admettent  une  solution,  la  va- 
leur de  xt  ,  devant  satisfaire  à  l'équation  (4),  est 

a^+a;*^ +Kkn 


(5) 


xx  = 


On  verra  de  même  que  la  valeur  de  xt  est 
(6)  x,  = 


et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  fractions  ont  même  dénomina- 
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teur  A.  Le  numérateur  relatif  à  chacune  des  inconnues  est 
le  déterminant  que  l'on  obtient,  lorsqu'on  remplace  les 
coefficients  de  l'inconnue  par  les  seconds  membres  des 
équations  proposées. 

61.  Nous  allons  démontrer  maintenant  que  les  valeurs 
des  inconnues  données  par  les  formules  (5) ,  (6) , ,  satis- 
font bien  aux  équations  proposées.  Pour  cela,  nous  substi- 
tuerons ces  valeurs  dans  les  équations  (3)  ;  le  premier  mem- 
bre de  la  première  équation  devient 

/       (AX+AJaH- +AX)*« 

i      +(AX+AX+ +AX)*. 

A  1 

l+(AX+AX+ +AX)*n 

Dans  le  polynôme  placé  entre  parenthèses,  le  coefficient 
de  A:  t  est  le  déterminant  A  ordonné  par  rapport  aux  éléments 
de  la  première  ligne  horizontale.  Le  coefficient  de  kt  est  le 
déterminant  ordonné  par  rapport  aux  éléments  de  la  seconde 
ligne,  et  dans  lequel  on  remplace  la  seconde  ligne  par  la  pre- 
mière; il  est  donc  nul;  il  en  est  de  même  des  coefficients 
suivants.  Le  premier  membre  se  réduit  donc  à  kx  et  l'équa- 
tion est  vérifiée.  On  verra  de  même  que  les  autres  équations 
sont  vérifiées.  On  conclut  de  là  que,  lorsque  le  déterminant 
est  différent  de  zéro,  les  équations  proposées  admettent  une 
solution  et  une  seule. 

62.  Examinons  maintenant  le  cas  où  le  déterminant  A  est 
nul,  sans  que  les  n*  déterminants  mineurs  le  soient  tous  à  la 
fois.  Si  le  déterminant  mineur  A|  est  différent  de  zéro,  on 
obtient  un  système  de  n  équations  équivalent  au  système 
proposé ,  en  remplaçant  par  l'équation  (4)  la  première  des 
équations  (3),  dont  les  deux  membres  ont  été  multipliés  par 


70  LIVRE   II,   CflAP.   IV. 

la  quantité  A{  différente  de  zéro.  Lorsque  le  second  mem- 
bre de  l'équation  (4)  est  différent  de  zéro,  cette  équation 
n'admettant  aucune  solution,  il  y  a  impossibilité  de  satisfaire 
au  second  système,  et  par  conséquent  au  premier.  Lorsque 
ce  second  membre  est  nul,  l'équation  (4)  devenant  une  iden- 
tité, le  système  proposé  se  réduit  à  un  système  de  n  —  i 
équations  à  n  inconnues.  On  peut  donner*  à  xx  une  râleur 
arbitraire;  puisque  le  déterminant  A{  n'est  pas  nul,  à 
chaque  valeur  de  xt  correspond  un  système  de  valeurs 

déterminées  de  x^  x9 , ,  xn. 

Si  tous  les  déterminants  mineurs  du  premier  ordre  étaient 
nuls,  on  considérerait  ceux  du  second  ordre,  qui  résultent 
de  la  suppression  de  deux  lignes  et  de  deux  colonnes  ;  nous 

les  désignerons  par  a£'^, ,  a  et  ot'  étant  les  rangs  des  lignes, 

p  et  p'  ceux  des  colonnes  supprimées.  Supposons  le  déter- 
minant du  second  ordre  A|;|  différent  de  zéro.  En  ordon- 
nant les  déterminants  du  premier  ordre  AJ,  A|  par  rapport 
aux  éléments  de  la  première  colonne,  on  a 

a; =*;>;- *;>;+*;>:-  •  -  •  +(-i)"a;:x, 

A;=A;:;a;-A;;x+A;;;a;-  . .  .  +(_,)»a::x, 

les  déterminants  mineurs  du  second  ordre  étant  les  tnêmes 
de  part  et  d'autre.  En  remplaçant  la  première  colonne  par 
l'une  des  suivantes,  on  a  des  résultats  nuls, 

o=A;;;a;-A;;;a;  +  A;;;aî- ,  • 

o=A;;;a;-A;;;a;+A;;:a;- , 


•  •  • 


Si  maintenant  on  ajoute  membre  à  membre  la  seconde  des 
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équations  proposées,  et  les  n  — a  dernières,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par 

A1*»       A*»1        -4-A*'«  ( iV^A1'* 

ai.«    »  ai,i    9    T^ai.4    f    •    •   •   •    •    t    \ — l)   at,n> 

on  obtient  l'équation 

(7)   A;xl+A;xt=:A;;;Ai-A;;;A:,  +  A;;;A4-  .  . ., 

qui  peut  remplacer  la  seconde,  dont  les  deux  membres  ont 
été  multipliés  par  une  quantité  différente  de  zéro.  En  com- 
binant de  même  la  première  équation  avec  les  n  —  a  der- 
nières, on  obtient  l'équation 

(8)     A;*l+A;*i  =  At;*l-Ai;;*i4.A;j*4-  .  .  ., 

qui  remplacera  la  première.  Les  premiers  membres  de  ces 
deux  équations  (7)  et  (8)  étant  nuls,  si  l'un  des  second? 
membres  est  différent  de  zéro,  il  y  a  impossibilité;  si  les 
deux  seconds  membres  sont  égaux  à  zéro,  ces  équations 
devenant  des  identités,  le  système  proposé  se  réduit  aux 
n  —  a  dernières  équations;  on  pourra  attribuer  à  ar,  et  x% 
des  valeurs  arbitraires;  le  déterminant  AJ;J  étant  différent 
de  zéro,  on  en  déduira  des  valeurs  correspondantes  pour 

On  continuera  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
un  déterminant  mineur  différent  de  zéro.  Soit  p  l'ordre  de 
ce  déterminant  ;  on  peut  supposer  les  termes  dans  chaque 
équacioxA  et  les  équations  elles-mêmes,  mis  dans  un  ordre 
tel  que  ce  déterminant  résulte  de  la  suppression  des  p 
premières  lignes  et  des  p  premières  colonnes.  Pour  abréger» 
nous  désignerons  par  *  la  suite  des  p  premiers  indices 

li  *f  3,  .  .  .  ,  p9  et  par  -  ou  -  cette  même  suite  dont  on 

oc        p 

retranche  un  indice  ce  ou  p.  En  ordonnant  un  déterminant 
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mineur  d'ordre  p  —  i  par  rapport  aux  éléments  de  la  pre- 
mière colonne,  on  a 

a  a  a 

en  remplaçant  la  première  colonne  par  Tune  des  suivantes, 
on  a  des  résultats  nuls.  Si  Ton  ajoute  membre  à  membre 
Tune  des  p  premières  équations,  celle  de  rang  «,  avec  les 
n  —  p  dernières,  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
parles  déterminants  mineurs  d'ordre  p  qui  entrent  dans  la 
relation  précédente,  on  obtient  l'équation 


(9)  A^1  +  A^t  +  ...+A^xp  =  l^/,-a—  A*         *,+!  +  ..., 


xt  +  A  *,  +  ...  + A* xp  =  A*/<a  —  A* 

a  a  a  a 

qui  remplacera  l'équation  de  rang  a.  Les  jo  premières  équa- 
tions seront  ainsi  remplacées  par  p  équations  de  la  forme  (9). 
Les  premiers  membres  étant  nuls,  si  l'un  des  seconds 
membres  est  différent  de  zéro,  il  y  a  impossibilité.  Si  les  p 
seconds  membres  sont  nuls,  les  p  équations  (9)  devenant 
des  identités,  le  système  proposé  se  réduit  aux  n —  p  der- 
nières équations;  on  pourra  attribuer  aux  p  premières 
inconnues  arn  x%, . .  .,  x,  des  valeurs  arbitraires;  le  déter- 
minant A*  d'ordre  p  étant  différent  de  zéro,  on  en  déduira 

des  valeurs  correspondantes  pour  les  n — p  autres  incon- 
nues Xp^i  ,  u/p_|_j  ,  •  .  •  ,  Xn, 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que,  toutes  les  fois  que  le 
déterminant  principal  A  est  égal  à  zéro,  il  y  a  impossibilité, 
ou  indétermination  d'un  ordre  marqué  par  celui  du  pre- 
mier déterminant  mineur  différent  de  zéro. 
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SÉRIES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

t 

PROPRIÉTÉS  ÉLÉMENTAIRES  DES  SERIES. 

03.  On  appelle  sérte,  en  mathématique,  une  suite  indé- 
finie de  quantités  qui  se  déduisent  les  unes  des  autres 
suivant  une  loi  déterminée.  Ces  quantités  sont  les  termes  de 
la  série. 

Lorsque  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  quand  on  prend 
un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand,  on  dit  que  la 
série  est  convergente.  Dans  le  cas  contraire,  on  dit  qu'elle  est 
divergente. 

Nous  désignerons  les  termes  successifs  d'une  série  par 


*o,  "m  mi>  M3 


et  nous  appellerons  Sn  la  somme  des  n  premiers  termes.  La 
série  est  convergente,  lorsque  cette  somme 

sH=Wo+"i+"i+ +u^t 

tend  vers  une  limite  finie  S,  quand  n   augmente  indéfi- 
niment. 
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Il  importe  de  bien  préciser  la  définition  des  séries  conver- 
gentes. Quand  on  dit  que  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  tend  Yers  une  limite  finie  et  déterminée  S,  cela 
signifie  que  Ton  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  la 

somme  S»,  et  chacune  des  sommes  suivantes  Sn+1,  SH+t, , 

diffère  de  la  limite  S  d'une  quantité  moindre  qu'une  quan- 
tité donnée,  si  petite  qu'elle  soit. 

La  progression  géométrique,  prolongée  à  l'inûni,  nous 
donne  un  premier  exemple  de  série.  Soit  a  le  premier  terme, 
r  la  raison  ;  la  série  s'écrit 

a,  ar,  a?'*,  ar*, 

La  loi  de  formation  de  la  série  est  très-simple;  on  déduit 
chaque  terme  du  précédent  en  le  multipliant  par  un  nombre 
constant  r. 

Quand  la  raison  r,  en  valeur  absolue,  est  plus  grande  que 
l'unité,  les  termes  de  la  série  vont  en  augmentant  indéCni- 
ment  ;  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  la  somme  des  termes  ne 
peut  tendre  vers  une  limite  déterminée  ;  la  série  est  diver- 
gente. 

Quand  la  raison,  en  valeur  absolue,  est  plus  petite  que 
l'unité,  les  termes  de  la  série  diminuent  indéfiniment,  de 
manière  à  devenir  plus  petits  que  toute  quantité  donnée.  m 
Nous  avons  trouvé  pour  la  somme  des  n  premiers  termes 
(I1*  partie,  livre  iv,  chap.  II), 

a         ar* 


S„=- 


r 


Si  l'on  prend  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand, 
la  valeur  absolue  de  la  quantité devenant  plus  petite 
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que  toute  quantité  donnée,  la  somme  des  termes  tend  vers 
une  limite  finie  et  déterminée 


8=.  ° 


i — r 
Ainsi,  dans  ce  cas,  la  série  est  convergente  ;  cette  limite 

est  ce  que  l'on  appelle  la  somme  des  termes  de  la  série. 

Lorsque  la  raison  r  est  positive,  ainsi  que  le  premier 
terme  a,  tous  les  termes  étant  positifs,  la  somme  des  termes 
va  constamment  en  augmentant,  à  mesure  qu'on  en  prend 
un  nombre  plus  grand,  et  elle  se  rapproche  de  plus  en  plus 
de  la  limite  S.  Quand  la  raison  est  négative,  la  somme  est 
alternativement  plus  grande  et  plus  petite  que  la  limite  3; 
elle  s'en  rapproche  aussi  de  plus  en  plus,  mais  en  oscillant 
de  part  et  d'autre. 

64.  Une  première  condition  nécessaire  pour  qu'une  séné  soit 
convergente,  est  que  ses  termes  tendent  vers  zéro.  Nous  ferons 
voir,  en  effet,  que,  dans  toute  série  convergente,  on  peut 
prendre  n  assez  grand  pour  que  le  terme  o»  et  chacun  des 
termes  suivants  u*+l9  ti^i, ,  soit  plus  petit  qu'une  quan- 
tité donnée  a,  si  petite  qu'elle  soit.  Puisque  la  série  est  con- 
vergente, on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  chacune 
des  sommes 

Sa>  S^t,  Sji+i,  ..... 

diffère  de  la  limite  S  d'une  quantité  moindre  que  -.  Les  deux 
sommes  S»  et  8*+,,  différant  de  la  limite  S  d'une  quantité 

mm 

moindre  que  -,  diffèrent  entre  elles  d'une  quantité  moindre 
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que  a  ;  mais  la  différence  de  ces  deux  sommes  est  le  terme  a, 
de  la  série  ;  on  en  conclut  que  la  valeur  absolue  de  ce  terme  u* 
est  plus  petite  que  a.  De  même  les  deux  sommes  S^i  et  S»+4, 

différant  de  la  limite  S  d'une  quantité  moindre  que  -,  leur 

2 

différence,  c'est-à-dire  la  valeur  absolue  du  terme  u^. ,  de  la 
série,  est  moindre  que  a,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  la  valeur 
absolue  de  chacun  des  termes 


w«,    tt»+i  ,    «n+a, 


est  moindre  que  la  quantité  donnée  a,  ce  qu'on  exprime  en 
disant  que  les  termes  de  la  série  tendent  vers  zéro. 

C'est  ce  qui  a  lieu  dans  la  progression  géométrique  dé- 
croissante; ses  termes  deviennent  en  effet  plus  petits  que 
toute  quantité  donnée. 

65.  Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante;  les  termes 
d'une  série  peuvent  tendre  vers  zéro  sans  que  la  série  soit 
convergente.  Un  exemple  très-simple  mettra  cette  proposi- 
tion en  évidence.  Considérons  la  série 


1111 

l       2       3       4 


formée  de  fractions  ayant  pour  numérateurs  l'unité,  et 
pour  dénominateurs  les  nombres  entiers  consécutifs;   le 

terme  général  -  tend  vers  zéro,  et  cependant  la  série  est  di- 
vergente. 
Prenons,  en  effet,  le  troisième  et  le  quatrième  termes 

i     i 

ï  +  7' 

5     4 


SÉRIES.  75 


.:t  remplaçons  -  par  la  quantité  plus  petite  -,  nous  aurons 


5^4    4  r4     4 


et  plus  simplement 

O        L\        2 

Prenons  maintenant  les  quatre  termes  suivants 


et  remplaçons  chacun  des  trois  premiers  par  la  quantité  plus 
petite  -,  nous  aurons 

o 

En  prenant  de  même  les  huit  termes  suivants,  et  rempla- 
çant chacun  d'eux  par  —,  on  aura 

io 

i,i  ,i       8 i 

9+7^+ "+"76>l6— V 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Nous  formerons  ainsi  une  in- 
finité de  groupes  dont  chacun  a  une  valeur  plus  grande  que 

i 

-;  donc  la  somme  des  termes  augmente  au  delà  de  toute 

limite,  et  par  conséquent  la  série  est  divergente. 

66.  Remarque.  Quand  nous  disons  que  les  termes  d'une 
série  convergente  tendent  vers  zéro,  cela  ne  signifie  pas 
qu'ils  diminuent  constamment»  de  manière  que  chacun 
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d'eux  soit  plus  petit  que  le  précédent.  Écrivons,  par  exem- 
ple, la  progression  décroissante 

dans  Tordre  suivant 


la  série  reste  évidemment  convergente;  les  termes  tendent 
vers  zéro,  mais  avec  des  alternatives  de  croissance  et  de  dé- 
croissance. 

Après  ces  considérations  préliminaires,  nous  étudierons 
successivement  deux  sortes  de  séries,  celles  dont  tous  les 
termes  sont  positifs,  et  celles  dont  les  termes  sont,  les  uns 
positifs,  les  autres  négatifs. 

Séries  dont  tous  les  termes  sont  positif*. 

6Y.  Théorème  I.  Une  série  dont  tes  termes  sont  positifs,  et 
dont  la  somme  des  n  premiers  termes  conserve  une  valeur  finie, 
quand  n  augmente  indéfiniment,  est  convergente. 

On  dit  qu'une  grandeur  variable  conserve  une  valeur 
finie,  lorsqu'elle  reste  constamment  inférieure  à  une  gran- 
deur déterminée  A.  Puisque  les  termes  de  la  série  proposée 
sont  tous  positifs,  la  somme  des  n  premiers  termes  va  en 
augmentant  à  mesui  e  que  n  augmente.  Si  elle  reste  moindre 
que  la  quantité  fixe  A,  la  somme  croissante  tend  évidemment 
vers  une  certaine  limite  qu'elle  ne  peut  dépasser  ;  cette  limite 
est  la  plus  petite  des  quantités  auxquelles  la  somme  variable 
reste  constamment  inférieure.  Donc  la  série  est  conver- 
gente. 
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68.  Remarque.  Ce  théorème  doit  être  borne  aux  séries 
dont  tous  les  termes  sont  positifs  ;  lorsque  les  termes  sont 
affectés  de  signes  différents,  de  ce  que  la  somme  conserve 
une  valeur  finie,  on  ne  peut  plus  conclure  la  convergence  de 
la  série.  Soit,  par  exemple,  la  série 


1  — 1  +  1  — \-\- 


si  Ton  prend  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand, 
la  somme  est  alternativement  1  et  o;  quoique  restant  finie, 
elle  ne  tend  pas  vers  une  limite  déterminée,  et  la  série  est 
divergente. 

Ceci  fait  voir  qu'une  série  peut  être  divergente  de  deux 
manières;  soit  que  la  somme  des  n  premiers  termes  aug- 
mente à  l'infini,  soit  que  la  somme,  conservant  une  valeur 
finie,  ne  tende  pas  vers  une  limite  déterminée.  Dans  les  sé- 
ries dont  tous  les  termes  sont  positifs,  le  premier  mode  de 
divergence  se  présente  seul,  puisque  la  série  est  conver- 
gente toutes  les  fois  que  la  somme  reste  finie  ;  mais,  dans 
les  séries  dont  les  termes  sont  affectés  de  signes  différents, 
les  deux  modes  de  divergence  peuvent  se  présenter. 

69.  Théorème  II.  Lorsqu'une  série  a  tous  ses  termes  post- 
tifs et  respectivement  moindres  que  les  termes  correspondants 
d'une  série  convergente,  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  cette 
série  est  aussi  convergente. 

Appelons  S  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la  seconde 
série,  qui  est  supposée  convergente.  U  est  clair  que  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  première  série  est  moindre  que 
k  somme  des  n  premiers  termes  de  la  seconde  série,  et  par 
conséquent  moindre  que  la  quantité  finie  et  déterminée  S.  On 
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en  conclut,  en  vertu  du  théorème  précédent,  que  la  première 
série  est  convergente. 

Ce  théorème  nous  indique  le  moyen  que  Ton  emploie  pour 
reconnaître  si  une  série  est  convergente  ;  on  compare  la  série 
proposée  à  une  autre  déjà  connue  et  que  Ton  sait  être  con- 
vergente. La  progression  géométrique  décroissante  étant  la 
seule  série  convergente  que  nous  connaissions  jusqu'à  pré- 
sent, c'est  aux  progressions  géométriques  que  nous  compa- 
rerons les  séries. 

70.  Théorème  III.  Lorsqu'à  partir  dun  certain  rang  le  rap- 
port d'un  terme  au  précédent  est  constamment  égal  ou  inférieur 
à  un  nombre  déterminé  plus  petit  que  runité9  la  série  est  conver- 
gente. 

Supposons  qu'à  partir  du  terme  de  rang  n  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  reste  constamment  égal  ou  inférieur  à 
un  nombre  déterminé  k  plus  petit  que  l'unité  ;  je  dis  que  la 
série  est  convergente.  Faisons  abstraction  des  n  premiers 
termes  dont  la  somme  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  et 
considérons  la  série 


formée  par  le3  termes  suivants.  On  a 


K 


u      ^    ' 
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De  la  première  inégalité  on  déduit 
La  seconde  donne 

et,  si  Ton  remplace  le  terme  ti^i  par  la  quantité  plus 
grande  Au»,  on  a  à  fortiori 

ttn+1<*1t#w. 
On  déduit  de  même  de  la  troisième 

et,  en  remplaçant  tVf,  par  la  quantité  plus  grande  kÈu^ 

et  ainsi  de  suite. 
Il  résulte  de  là  que  les  termes  de  la  série 

(*)  «*ll+un+1+MfH.1+ 

sont  respectivement  moindres  que  les  termes  correspon- 
dants de  la  progression  géométrique  décroissante 

(2)  Un+kun+k*un+ 

dont  la  raison  k  est  inférieure  à  l'unité.  En  vertu  du  théo- 
rème précédent,  on  en  conclut  que  la  série  est  convergente. 
Soit,  par  exemple  la  série 

I+_L+_L_+_JL_j_ 

i  '   i.a  '  i.a.3  '  i.a.3.4  ' 

Le  rapport  du  second  terme  au  premier  est  -,  du  troisième 

au  second  ^,  du  quatrième  au  troisième  -,  et  ainsi  de  suite  ; 

o 
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ce  rapport  étant  constamment  égal  ou  inférieur  à  -,  la  série 

est  convergente. 

Quand  on  prend  les  n  premiers  termes  de  la  série  pro- 
posée et  qu'on  néglige  les  suivants,  Terreur  commise,  ou  la 
limite  de  la  somme  des  termes  de  la  série  (i)  est  moindre 
que  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la  progression  (a), 

c'est-à-dire  moindre  que 


i  —  k 

71.  Corollaire.  On  facilite  beaucoup  l'application  de  ce 
théorème  par  les  considérations  suivantes.  Ordinairement 

le  rapport  -^  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  une  limite 

déterminée,  que  nous  désignerons  par  X,  lorsque  n  augmente 
indéfiniment.  Il  y  a  trois  cas  à  distinguer,  suivant  que  cette 
limite  X  du  rapport  est  inférieure,  supérieure,  ou  égale  à 
l'unité. 

i°  X  <  î.  Choisissons  un  nombre  arbitraire,  mais  déter- 
miné 4,  compris  entre  i  et  X,  c'est-à-dire  plus  petit  que 

l'unité,  mais  plus  grand  que  X.  Le  rapport  -^ ,  se  rappro~ 

chant  indéfiniment  de  sa  limite  X,  restera,  à  partir  d'un  cer- 
tain rang*  constamment  inférieur  au  nombre  k  ;  donc,  en 
vertu  du  théorème  précédent,  la  série  est  convergente. 
a0  X  >  i.  Choisissons  un  nombre  arbitraire  k  entre  î  et  X. 


Le  rapport  -^ ,  se  rapprochant  indéfiniment  de  sa  limite  X, 

restera,  à  partir  d'un  certain  rang,  constamment  supérieur 
à  K  et  Ton  aura 

î^>*,    ^±l>k)    uj£L>ki 
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On  en  déduit 

«„+!>*",.>    •*n+i>*,«»w»    «»+•>*•«,,> 

Les  termes  de  la  série,  étant  plus  grands  que  les  termes  d'une 
progression  géométrique  croissante,  augmentent  à  l'infini. 
Donc  la  série  est  divergente. 

3°  X  =  i.  Quand  le  rapporUTun  terme  au  précédent  tend 
vers  une  limite  égale  à  l'unité,  il  y  a  ambiguïté  :  la  série  est 
tantôt  convergente,  tantôt  divergente.  Le  théorème  précé- 
dent est  insuffisant  pour  décider  la  convergence  de  la  série  ; 
il  faut  alors  recourir  à  des  moyens  particuliers 


Exemples. 


i°  Soit  la  série 


X        Xf  X*       ,  . 

î      î  «a      i  .a.i> 
dont  le  terme  de  rang  n-f  i  est 

4f 


i.a.3 n 

le  rapport  de  ce  terme  au  précédent  est 


x 

— ♦ 
n 


ce  rapport  a  pour  limite  zéro,  quand  n  augmente  indéfini* 
ment;  donc  la  série  est  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur 
des* 

Quand  la  valeur  de  x  est  plus  grande  que  l'unité,  les 
termes  commencent  par  augmenter;  mais,  à  partir  d'un  cer- 
tain rang  plus  ou  moins  éloigné,  ils  vont  en  diminuant.  Par 

i 

exemple,   si  x  se  10  -[-■«-,  les  termes  augmentent  jusqu'au 


* 
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onzième  terme  ;  mais  au  delà,  le  rapport  devenant  pins  petit 
que  l'unité,  les  termes  diminuent  A  partir  du  vingt  et 
unième  terme,  les  termes  décroissent  plus  rapidement  que  les 

termes  d'une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  -. 

a 

a°  Considérons  la  série 

x  .  x*     x* 

qui  a  pour  terme  général 

n 
Le  rapport  de  ce  terme  au  précédent  est 

n — i 


x   ou 


(—=)*■ 


n 

et  a  pour  limite  x,  quand  n  augmente  indéfiniment.  Ainsi, 
la  série  est  convergente,  quand  la  valeur  de  x  est  plus  petite 
que  l'unité;  divergente,  quand  elle  est  plus  grande  que 
l'unité. 

Quand  x  =  î ,  on  a  la  série  divergente  étudiée  au  n°  65. 

5°  Soit  la  série 

H 1 -\ h 

a*      5*      4* 

Le  rapport  d'un  terme  au  précédent 

a  pour  limite  l'unité,  et  la  convergence  reste  indécise.  Lors- 
que l'exposant  \i  est  plus  grand  que  l'unité,  on  peut  démon- 
trer aisément  que  la  série  est  convergente,  en  groupant  les 
termes  d'une  manière  analogue  à  celle  que  nous  avons  em- 
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ployée  dans  l'exemple  du  n°  65.  Prenons  d'abord  le  second 
et  le  troisième  termes,  et  remplaçons  le  troisième  —  par  une 

quantité  plus  grande  — ,  nous  aurons 

^      3*       ^       ^       **       a^f 

Formons  un  second  groupe  avec  les  quatre  termes  suivants 
et  remplaçons  chacun  par  le  premier  d'entre  eux,  nous  au- 
rons de  même 

1  f  4+4+4<4-=  l 


tf      &      &1      f      /f      4|Jr"i 

On  formera  le  troisième  groupe  avec  les  huit  termes  sui- 
vants,  en  remplaçant  chacun  par  le  premier  d'entre  eux,  ce 
qui  donne 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  voit  par  là  que  la  somme 
des  termes  de  la  série  est  plus  petite  que  la  somme  des  termes 
de  la  progression  géométrique  décroissante 


dont  la  raison  est  -jjr,.  Donc  la  série  est  convergente. 

Lorsque  l'exposant  jx  est  plus  petit  que  l'unité,  les  termes 
de  la  série  sont  respectivement  plus  grands  que  les  termes 
de  la  série  divergente 
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la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série  augmentant 
au  delà  de  toute  limite,  il  en  est  de  même  de  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  série  proposée;  donc  la  série  est  di- 
vergente. 

72.  Remarques.  Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  ne 
tend  pas  toujours  vers  une  limite  déterminée.  Considérons, 
pair  exemple,  la  série 

,   i  .    1,1,      i     ,      i      ,i      , 

le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  ici  alternativement 

-  et  -;  il  ne  tend  pas  vers  une  limite  déterminée;  mais 
a       5 

comme  il  reste  égal  ou  inférieur  au  nombre  constant  -  >  qui 

a 

est  plus  petit  que  l'unité,  la  série  est  convergente. 

11  n'est  pas  nécessaire  pour  la  convergence  des  séries  qu'à 
partir  d'un  certain  rang  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 

reste  constamment  inférieur  à  un  nombre  fixe  plus  petit 
que  l'unité.  Prenons,  comme  exemple,  la  progression  dé- 
croissante 

dont  nous  permutons  les  termes  deux  à  deux,  ce  qui  donne 
la  série 

Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  ici  alternativement 
a  et  5;  ce  rapport  ne  reste  pas,  à  partir  d'un  certain  ranfe, 
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inférieur  là  une  quantité  moindre  que  l'unité,  et  cependant  la 
série  est  convergente. 
73.  Théorème  IV.  Lorsqu'à  partir  d'un  certain  rang  Vex- 

pression  \/u„  a  une  valeur  constamment  égale  ou  inférieure  à 
un  nombre  déterminé  plus  petit  que  l'unité,  la  série  est  conver- 
gente. 

Supposons  qu'à  partir  d'un  certain  rang  l'expression  \\ m» 
reste  constamment  égale  ou  inférieure  à  un  nombre  déter- 
miné k  plus  petit  que  l'unité,  on  aura 

et  par  suite 

Les  termes  de  la  série  sont  respectivement  moindres  que  les 
termes  de  la  progression  géométrique  décroissante 


jfci.+A»+i-4-jfc*fi_|_ 


•  •  •  •  • 


et,  par  conséquent,  la  série  est  convergente. 

74.  Corollaire.  On  applique  ce  théorème  comme  le  précé- 
dent. Ordinairement  l'expression  yûn  tend  vers  une  limite 

déterminée  X,  quand  n  augmente  indéfiniment.  Si  la  limite  X 
est  inférieure  à  l'unité,  la  série  est  convergente  ;  si  elle  est 
supérieure  à  l'unité,  la  série  est  divergente  ;  si  elle  est  égale 
à  l'unité,  il  y  a  ambiguïté. 
Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  limites  des  deux  exprès- 

Mm  —^Êm 

sions  -^  et  \un  sont  égales.  Appelons  en  effet  X  et  X,  ces* 
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deux  limites  et  supposons  X  plus  petit  que  Xt.  Si  Ton  considère 
la  série 

les  limites  pour  cette  série  seront  te  et  \x;  en  vertu  des 
théorèmes  précédents,  la  série  sera  convergente  pour  toutes 

les  valeurs  de  x  inférieures  à  -  et  divergente  pour  toutes  les 

valeurs  de  x  supérieures  à  r-  ;  elle  serait  en  même  temps 
convergente  et  divergente  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  r-  et  «r-.  Il  faut  donc  que  les  deux  quantités  X  et  Xt 
soient  égales. 

Séries  dont  les  termes  sont  affectés  de  signes  différents. 

75.  Théorème  V.  Lorsqu'une  série,  dont  tous  les  termes  sont 
positifs,  est  convergente,  si  Ton  affecte  les  termes  de  signes  quel- 
conques, la  série  reste  convergente. 

Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  des  séries  dont 
tous  les  termes  sont  positifs.  Quand  les  termes  sont  affectés 
de  signes  différents,  on  examine  si  la  série  que  l'on  obtient 
en  prenant  tous  les  termes  positivement  est  convergente  ; 
alors  on  peut  affirmer  que  la  série  proposée  est  aussi  conver- 
gente. 

Parmi  les  n  premiers  termes  de  la  série  proposée,  les  uns 
sont  positifs,  les  autres  négatifs  ;  appelons  P,  la  somme  des 
termes  positifs,  Q„  celle  des  termes  négatife;  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  série  proposée  est 

8.=P„-0.. 
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Considérons  la  série  formée  des  mêmes  termes  que  la  précé- 
dente, mais  tous  affectés  du  signe  +;  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  de  cette  seconde  série  est 

s;=pn+Qw. 

Cette  seconde  série  étant  convergente  et  ayant  tous  ses 
termes  positifs,  la  somme  S'n  tend  vers  une  limite  S' en  crois- 
sant. Les  quantités  P»  et  Q»  sont  moindres  que  la  quantité 
déterminée  S';  comme  elles  sont  formées  de  termes  positifs, 
elles  vont  en  croissant  constamment,  à  mesure  que  n  aug- 
mente; donc  elles  tendent  respectivement  vers  des  limites  P 
et  Q.  Leur  différence  Sn  =  Pn  —  Qn  tend  vers  une  limite 
égale  à  P — Q,  et  par  conséquent  la  série  proposée  est  con- 
vergente. 

Corollaire.  Le  théorème  III  peut  être  étendu  aux  séries 
dont  les  termes  sont  affectés  de  signes  quelconques.  Si,  à 
partir  d'un  certain  rang,  la  valeur  absolue  du  rapport  d'un 
terme  au  précédent  reste  constamment  inférieure  à  un 
notobre  déterminé  moindre  que  l'unité,  la  série  est  conver- 
gente. Nous  savons,  en  effet,  que,  dans  ce  cas,  la  série 
formée  de  tous  les  termes  pris  positivement  est  convergente; 
donc  la  série  proposée  est  elle-même  convergente. 

Séries  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs. 

76.  Théorème  VI.  Lorsque  les  termes  d'une  série  sont  alter- 
nativement positifs  et  négatifs,  décroissent  indéfiniment  et  ten- 
dent vers  zéro,  la  série  est  convergente. 

Parmi  les  séries  dont  les  termes  sont  affectés  de  signes 
différents,  il  faut  remarquer  en  particulier  celles  dont  les 
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termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  Soit 

«!-«»+",-«*  + 

une  série  de  cette  sorte;  lorsque  les  termes  tendent  vers  zéro 
et  en  outre  diminuent  continuellement,  de  manière  que  cha- 
cun soit  plus  petit  que  le  précédent,  on  peut  affirmer  la  con- 
vergence de  la  série. 

A,  A4  A  A3  A 


1 


0 

Sur  une  droite  OL,  à  partir  d'un  point  fixe  0,  portons, 
dans  un  certain  sens,  une  longueur  0At  égale  au  premier 
terme  ut  de  la  série.  A  partir  du  point  A,,  portons  ensuite 
sur  la  même  droite,  mais  en  sens  inverse,  une  longueur  At  A, 
égale  au  second  terme  us  de  la  série;  ce  second  terme  étant 
plus  petit  que  le  premier,  le  point  A,  sera  situé  entre  les 
points  At  et  0.  A  partir  du  point  A,  portons,  dans  le  sens  di- 
rect, une  longueur  AtA,  égale  au  troisième  terme  u,  de  la 
série;  ce  terme  étant  plus  petit  que  n„  le  point  A,  tombera 
entre  les  points  A,  et  A4.  A  partir  du  point  A,  portons,  en 
sens  inverse,  une  longueur  A,A4  égale  au  quatrième  terme 
uk  de  la  série;  ce  terme  étant  plus  petit  que  u„  le  point  A4 
tombera  entre  les  points  As  et  At,  et  ainsi  de  suite.  Les  lon- 
gueurs 0 A  t ,  0Af ,  0A„  0A4,. .. .,  comptées  à  partir  du  point  0, 
représentent  les  sommes  successives  St,  St,  S„  S4,....  Il  est 

évident  que  les  sommes  S,,  S„ ,  formées  d'un  nombre 

pair  de  termes,  et  qui  sont  figurées  par  les  longueurs  0A„ 
0A4,...,  vont  en  croissant,  tandis  que  les  sommes  St,  S,,...., 
formées  d'un  nombre  impair  de  termes,  et  qui  sont  figurées 
par  les  longueurs  0At>  0AW....,  vont  en  décroissant.  D'ail- 
leurs, l'une  quelconque  des  premières  sommes  est  plus  petite 
que  Tune  quelconque  des  secondes. 
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Puisque  les  premières  sommes  S„  S4V..,  vont  en  augmen- 
tant et  restent  inférieures  à  Tune  quelconque  des  secondes, 
par  exemple  à  S,,  elles  tendent  vers  une  limite.  Puisque  les 
secondes  sommes  S„  S,,....,  vont  en  diminuant  et  restent  su- 
périeures à  l'une  quelconque  des  premières,  par  exemple  à 
S„  elles  tendent  aussi  vers  une  limite. 

La  différence  entre  deux  sommes  consécutives  Sn  et  S,^,, 
ou  le  terme  un+i  de  la  série,  devenant  aussi  petite  qu'on  veut, 
on  en  conclut  que  les  deux  limites  sont  les  mêmes  ;  donc  la 
série  est  convergente. 

Les  sommes  successives,  formées  d'un  nombre  de  termes 
déplus  en  plus  grand,  sont  alternativement  trop  grandes  et 
trop  petites  ;  elles  tendent  vers  la  limite  commune  OA,  en 
oscillant  en  quelque  sorte  de  part  et  d'autre.  Cette  limite  S 
étant  toujours  comprise  entre  deux  sommes  consécutives  Sa 
et  Sj^t,  la  différence  entre  la  somme  8n  et  la  limite  8  est 
moindre  que  la  différence  entre  les  deux  sommes  consécu- 
tives Sn  et  S^_f>  c'est-à-dire  moindre  que  le  terme  «^_,. 
Ainsi,  quand  on  prend  les  n  premiers  termes  delà  série,  Ter- 
reur commise  est  moindre  que*  le  terme  suivant  ull+l  ;  la  li- 
mite de  la  somme  des  termes  négligés  est  une  fraction  de  ce 
terme  ±  u1^.l  et  a  même  signe  que  lui. 


Exemples* 


i*  La  série 


1  _i_  l      l  i 
—Ï  +  5-4  + 


dont  les  signes  sont  alternés,  et  dont  les  termes  diminuent 
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indéfiniment,ettendentverszéro,estconvergente.Les  sommes 


1 =o,5 

a 

i  —  i+i=o,8333 
a  '  3 


sont  alternativement  trop  grandes  et  trop  petites.  Mais  la  sé- 
rie converge  très-lentement;  car,  si  Ton  prend  les  dix  pre- 
miers termes,  l'erreur  étant  moindre  que  le  terme  suivant 
ou  que  n,  on  n'a  qu'un  chiffre  décimal  exact;  si  Ton  prend 
les  cent  premiers  termes,  on  a  une  approximation  de  ^  ou 
deux  chiffres  exacts,  etc. 

Nous  avons  vu  (n°  75)  que,  lorsque  les  termes  d'une  série 
sont  affectés  de  signes  différents,  si  la  série  que  l'on  obtient 
en  prenant  tous  les  termes  positivement  est  convergente,  la 
série  proposée  est  aussi  convergente.  Mais  cette  condition 
n'est  pas  nécessaire.  Ainsi  la  série 

ii      i 
—ï +ï~l+'  '  '  ' 
est  convergente,  tandis  que  la  série 

l+5+5+S+ ' 

formée  des  mêmes  termes  pris  positivement,  n'est  pas  con- 
vergente (n°65). 
a°  La  série 


— ^+ 


1.2         1.2.,)         1.2,3.4 

converge  beaucoup  plus  rapidement. 
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Si  Ton  prend  les  dix  premiers  termes,  l'erreur  commise  étant 
moindre  que  le  terme  suivant 

= o ,  000000003, 

i.a 12 

.on  a  la  somme  par  défaut  avec  huit  décimales  exactes. 

Théorème  général. 

77.  Tous  les  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  sur  la 
convergence  des  séries  sont  compris  dans  un  théorème  gé- 
néral qu'il  est  bon  de  connaître. 

Théorème  VII.  Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  est  né- 
cessaire et  il  suffit  que  F  on  puisse  rendre  n  assez  grand  pour 
que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes,  à  la  suite  des 
n  premiers,  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée. 

Soit  la  série 

Nous  avons  désigné  par  S„  la  somme  des  n  premiers 
termes, 

S*="o+"i-f«* +"„_,; 

prenons  à  la  suite  un  nombre  quelconque  m  de  termes  et  ap- 
pelons s  leur  sommé 

en  ajoutant  cette  somme  s  à  la  première  somme  Sn,  nous 
obtiendrons  la  somme  S^,,,  des  n-\-m  premiers  termes  de  la 
série.  Or,  si  la  série  est  convergente,  on  peut  prendre  n  as- 
sez grand  pour  que  la  somme  S„  et  la  somme  Sn+m  diflèrent 

«le  la  limite  S  d'une  quantité  moindre  que  -,  et  par  consé- 
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quent  diffèrent  entre  elles  d  une  quantité  moindre  que  a;  la 
somme  s  des  m  termes  pris  à  la  suite  des  n  premiers  est  donc 
moindre  que  a,  et  cela  est  vrai  si  grand  que  soit  m.  Ainsi, 
dans  une  série  convergente,  on  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  qu'un  nombre  quelconque  de  termes,  pris  à  la  suite  des 
n  premiers,  ait  une  somme  moindre  qu'une  quantité  donnée, 
si  petite  qu'elle  soit. 

La  réciproque  est  vraie  :  lorsque  cette  condition  est  rem- 
plie, la  série  est  convergente.  En  effet,  prenons  n  tel  que  la 
somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  à  la  suite  des  n 
premiers  soit  moindre  que  a  en  valeur  absolue  ;  il  est  clair 
que  toutes  les  sommes 


^llrf  l  J       k»t+l   ,       O^J  , 


qui  se  composent  des  n  premiers  termes,  plus  un,  deux, 
trois,....  termes  à  la  suite,  seront  comprises  entre  S„  —  a  et 
Sn  -f-  «•  Prenons  maintenant  un  nombre  plus  grand  n',  tel 
que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  à  la  suite 
des  n'  premiers  soit  moindre  que  la  quantité  a'  plus  petite 
que  a  ;  les  sommes 


kn'+!J    Bnr.fl»    *V-f39 


seront  de  même  comprises  entre  S^  —  a  et  Sn,  -f-  a .  En  gé- 
néral, la  quantité  S^  —  a'  sera  plus  grande  que  SH  —  a,  la 
quantité  S*,  -f  a'  plus  petite  que  Sn  +  a,  et  Ton  aura  ainsi 
resserré  l'intervalle  qui  comprend  toutes  les  sommes  sui- 
vantes. On  pourra  encore  le  resserrer  davantage  et  autant 
qu'on  voudra,  ce  qui  montre  bien  clairement  l'existence  de 
la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  termes  de  la 
série. 


SÉRIES.  tt 

Il  pourrait  arriver  cependant  que  la  quantité  S^  -f  a'  fût 
plus  grande  que  SH  +  «;  mais,  comme  on  sait  que  les  som- 
mes S^+i,  £v+t, sont  plus  petites  que  S„+a,on  conser- 

yerait  cette  dernière  quantité  et  l'on  dirait  que  les  sommes 
sont  comprises  entre  S*,  —  a  et  S»  +  «.  Il  pourrait  arriver 
de  même  que  la  quantité  S„,  —  «'  fût  plus  petite  que  Sn  —  a  ; 
dans  ce  cas/  on  dirait  que  les  sommes  sont  comprises  entre 
Sn  —  a  et  S*,  +  *'•  Dans  tous  les  cas,  on  aura  formé,  dans  le 
premier  intervalle  act,  un  second  intervalle  aa  plus  petit  que 
le  premier  et  comprenant  toutes  les  sommes  suivantes.  Dans 
le  second,  on  en  formera  un  troisième  encore  plus  petit,  et 
ainsi  de  suite,  ce  qui  conduit  nécessairement  à  une  limite. 


CHAPITRE  II. 


DU   NOMBRE  *• 


78.  Considérons  la  série 


,+T+7h+^X3+,••• 


Les  deux  premiers  termes  donnent  une  somme  égale  à  a. 
Les  termes  suivants  sont  respectivement  moindres  que  les 
termes  de  la  progression  géométrique 


que  l'en  obtient  en  remplaçant  chacun  des  facteuis  3,  4t 
5, ,  par  un  facteur  plus  petit  a,  ce  qui  augmente  les  frac- 
tions; ainsi,  d'après  le  théorème  II,  la  série  est  convergente, 
et  la  somme  des  n  premiers  termes,  abstraction  faite  des 
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deux  premiers,  tend  vers  une  limite  moindre  que  la  limite 
de  la  somme  des  termes  de  la  progression,  c'est-à-dire 
moindre  que  l'unité.  La  somme  totale  tend  donc  vers  une 
limite  comprise  entre  2  et  3. 
Cette  limite  est  un  nombre  incommensurable.  Supposons, 

en  effet,  qu'elle  soit  égale  à  une  fraction  ordinaire  - ,  on 
aurait 

Wl  ,1,1,         i         , 

n  '   î   '   î.a  ■    i.2.3 


Si  nous  écrivons  d'abord  les  n  +  i  premiers  termes,  et  si 
nous  mettons  les  suivants  sous  la  forme 

1  f     *      i  t ! 

i.a.3 nLn+i  ■  (n+i)(n  +  a)  '      '      #    J' 

nous  aurons 

—  =  i -) *- •  •  •  •  • -i . 

n  î       1.2  '    1.2 n 

+  1.2 nLïTf7+(n-l-i)  (n  +  2)"*~ J 

Multiplions  ensuite  tous  les  termes  de  l'égalité  par  le  pro- 
duit i.2.3 n,  le  premier  membre  devient  un  nombre  en- 
tier i.2.3 (n  —  i)m;  lesn+  i  premiers  termes  du  second 

membre  deviennent  aussi  des  nombres  entiers,  dont,  pour 
abréger,  nous  désignerons  la  somme  par  N  ;  on  obtient  de  la 
sorte  l'égalité 

i.a (»—  i)m=N+f— J — h     .      '      .    x+ } 

Ln-|-i     (n+i)(n  +  2)  J 
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La  quantité  entre  parenthèses  est  une  fraction  moindre  que 
l'unité  ;  car  ses  termes  sont  respectivement  moindres  que 
ceux  de  la  progression 

1      i        *        i        *        i 


n+i   '  (»+!)■  '  (»+i)' 

que  l'on  obtient  en  remplaçant  chacun  des  facteurs  n+a, 
n  +  3,...,  par  le  facteur  plus  petit  n  +  î,  ce  qui  augmente 
les  fractions  ;  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette  pro- 


i 


gression  étant  -,  la  quantité  entre  parenthèses  est  moindre 

que  -  ;  c'est  donc  une  fraction  proprement  dite.  On  aurait 

donc,  dans  l'égalité  précédente,  un  nombre  entier  égal  à  un 
nombre  fractionnaire,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi,  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  somme  des  termes  de  la  série  proposée 
est  un  nombre  incommensurable  compris  entre  2  et  3.  Ce 
nombre  joue  un  grand  rôle  en  mathématiques  ;  on  le  désigne 
par  la  lettrée. 

79.  Appelons  R  le  reste  de  la  série,  ou  Terreur  commise 
quand  on  prend  les  n  +  i  premiers  termes, 


R= 


nLn+i"hn+i)(n  +  2)"-h~ J> 


î.a nLn+i      (n+i)(n  +  a) 


la  quantité  entre  parenthèses  étant  moindre  que  -,  d'après 
ce  qui  vient  d'être  dit,  on  a 


R<^ 


n   î . 2.3. ... .n 


Ainsi,  quand  on  prend  n  +  i  termes,  Terreur  commise  est 
moindre  que  la  n*  partie  du  dernier  terme  calculé. 
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Voici  le  calcul  de  e  avec  sept  chiffres  décimaux. 


a 

' —  =  0,5 

1  .2 
1     - 

-  =  o ,  iGCG  GGG7 

1.2.3 

-—-=0,04*66667 

•  1.2.3.4    '       ' 

i 

\  -=o,oo83  3333 

1.2 5 

-=o,ooi3  8889 

1  .  2  .  • • • • O 

I 

=0,0001  0841 

1.2 7 


*'  ,« 

-=0,0000  2480 

1.2 O 

=0,0000  0276 

i.a 9 

=0,0000  0028 

1.2 10 

=0,0000  ooo3 
1.2 11 

2,7182  8184 

Les  termes  se  déduisent  les  11119  des  autres  par  divisions 
successives.  Nous  avons  pris  les  douze  premiers  termes  ;  les 
trois  premiers  sont  exacts,  et  nous  avons  calculé  les  autres 
avec  huit  décimales,  par  défaut  ou  par  excès,  de  manière 
que  Terreur  commise  sur  chacun  d'eux  soit  moindre  qu'une 
demi-unité  du  huitième  ordre  décimal;  six  ont  été  calculées 
par  excès,  trois  par  défaut.  D'ailleurs  la  somme  des  termes 
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négligés  est  moindre  que  la  1 1*  partie  du  dernier  terme  cal- 

culé,  et  par  conséquent  moindre  aussi  qu'une  demi-unité  du 

huitième  ordre  décimal.  Pour  corriger  la  somme  obtenue,  il 

faudrait  donc  la  diminuer  d'une  quantité  plus  petite  que  3 

unités  du  huitième  ordre  décimal,  et  l'augmenter  d'une 

quantité  plus  petite  que  a  unités  du  même  ordre,  ce  qui 

donne 

e>2, 71828181 

e<2, 71828186;  m 

On  a  ainsi,  par  défaut,  avec  sept  décimales  exactes, 

e=2, 7182818. 

Remarques. 

80.  Remarque  I.  La  limite  de  la  somme  d'un  nombre  fini 
de  grandeurs  variables  est  égale  à  la  somme  de  leurs  limites. 

Considérons  m  grandeurs  variables  A,  B,  C,  .  .  .  ,  L, 
qui  tendent  simultanément  vers  les  limites  a,  b,c, .  .  . ,  /. 
Si  Ton  appelle  a,  p,  y,  •  *  •  >  *  *es  différences  des  gran- 
deurs proposées  à  leurs  limites,  on  U 

A=a+a, 
B  =  6+p, 


L=/+X. 

En  additionnant  ces  égalités  et  désignant  par  S  la  somme 
des  grandeurs  variables  et  par  s  celle  des  limites,  il  vient 

S='-K«+P+T  + +X> 
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Appelons  p  la  plus  grande  des  différences  a,  p, ,  X  en  va- 
leur absolue  ;  leur  somme  sera  moindre  que  mp.  Or  le  nom- 
bre m  restant  fini,  et  la  quantité/»  de?enant  plus  petite  que 
toute  quantité  donnée,  puisque  toutes  les  différences  ten- 
dent vers  zéro,  le  produit  mp  deviendra  aussi  phis  petit  que 
toute  quantité  donnée;  donc  la  somme  S  tend  vers  la 
limite  s. 

Remarque  II.  La  limite  du  produit  d'un  nombre  fini  de 
facteurs  variables  est  égale  au  produit  de  leurs  limites. 

En  conservant  les  mêmes  notations  que  précédemment, 
on  a 

A — a=a, 
C-c=y, 


L  — /=X. 

Multiplions  les  deux  nombres  de  la  première  égalité  par 

BC L,  ceux  de  la  seconde  par  oC L,  ceux  de  la  troisième 

par  abD L, ,  enfin  ceux  de  la  dernière  par  abc *, 

ce  qui  donne 

ABC L— aBG L=«BC L, 

aBC L— abC L=paC L, 

abC h— abc L=fab L, 


abc kh  —  abc kl  =  \ab *. 

Si  Ton  ajoute  toutes  ces  égalités,  les  quantités  intermé- 
diaires se  détruisent)  et  il  vient 
ABC L— aie /=aBC L+paC L  + 
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Les  valeurs  absolues  des  quantités  variables  A,  B, 

C, .  . .  étant  moindres  qu'un  nombre  positif  fixe  M,  lu 

valeur  absolue  de  chacun  des  termes  du  second  membre 

est  moindre  qne  pM.m-*;  la  valeur  absolue  ûa  second 

membre  est  donc  moindre  que  mpMm~l,  c'est-à-dire  quu 
le  produit  du  nombre  fini  mMm~1  par  la  quantité  p  qui  tend 

vers  zéro  ;  elle  devient  plus  petite  que  toute  quantité 

donnée;  on  en  conclut  que  le  produit  ABC L  tend  ver» 

la  limite  abc /. 

Mais  il  est  nécessaire,  pour  que  ces  propriétés  subsistent, 

que  le  nombre  des  parties  de  la  somme,  ou  le  nombre  des 

facteurs  du  produit,  soit  fini.  Soit,  par  exemple,  la  somme 

des  m  quantités 


mm      m  m 

chacune  d'elles  tend  vers  zéro,  quand  m  augmente  indéfini- 
ment; mais  le  nombre  des  parties  devenant  infiniment 
grand,  on  ne  peut  plus  dire  que  la  limite  de  la  somme  soit  la 
somme  des  limites,  ce  qui  donnerait  ici  zéro;  et  en  effet  cette 
somme  est  égale  à  a. 

De  même  l'expression  (i-\ — )   ,  dans  laquelle  m  est  un 

nombre  entier,   désigne  le  produit  de  m  facteurs  égaux 

à  i  -| — ;  chacun  de  ces  facteurs  devient  égal  à  l'unité, 

quand  m  augmente  indéfiniment;  la  limite  du  produit 
n'est  pas  égale  au  produit  des  limites,  c'est-à-dire  à 
l'unité,  parce  que  le  nombre  des  facteurs  devient  in  (lui* 
Nous  nous  proposons  de  déterminer  cette  limite. 
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Limite  de  Ji  -f-  —  \     quand  m  augmente  indéfiniment, 

81.  Lemme.  Le  produit 

(i-«)(»  -*)(i-e) (i-Q, 

rfarw  lequel  a,  b,  c, ,  1  sont  des  quantités  positives  plus 

petites  que  l'unité  et  dont  ta  somme  est  aussi  plus  petite  que  Cu- 
nitéy  est  plus  grand  que  T  excès  de  t  unité  sur  cette  somme. 

Considérons  d'abord  le  produit  (i  —  a)  (î  —  b)  de  deux 
facteurs.  En  effectuant  la  multiplication,  on  a 

(i—  a)(i  —  A)=i—  (a  +  6)  +  û6; 

le  dernier  terme  étant  positif,  on  a 

(*-a)(i-*)>i-(a  +  *). 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  inégalité 
par  le  nombre  positif  i  —  c,  on  obtient  l'inégalité 

(l_fl)(i_*)(i_c)>[i-(a  +  *)](i-e); 

le  second  membre,  qui  est  le  produit  de  deux  facteurs  sa- 
tisfaisant à  la  condition  énoncée,  est  plus  grand  que  la 
différence  i  —  (a  +  b  -f-  c).  On  a  donc,  à  plus  forte  raison, 

(l  -a)  (»  -  ft)(i  -c»  i  -(«+*  +  * 

et  ainsi  de  suite. 

82.  Considérons   maintenant   l'expression  (i-|--j 

quand  m  est  un  nombre  positif  entier.  Si  l'on  développe 
cette  puissance  entière  par  la  formule  du  binôme,  on  a 


( 


,    i\m        .  m  î      m{m — î)  i       m(m — \)(m — 2)  1 
1  ml  1  m        1  .  2   m1  1  .  a  .  3      m3  * 

fn(m — 1) (m— m-j-i)   1 

'       1.2 m       mm 
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Dans  chaque  terme,  l'exposant  de  m  est  égal  au  nombre 
des  facteurs  du  numérateur;  on  divisera  donc  le  numéra- 
teur par  cette  puissance  de  m,  en  divisant  chacun  de  ces 
facteurs  par  m;  on  obtient  ainsi  l'expression 

\         rnj                1        i  .  a  x  .  2  .  3  ' 

.    \        m)  \        m) V  m     / 

•      ■      •      •       •      "*f~*       '    "      M    '    '      '     ""  *  ■  I  ■    I  1    M       • 

1  .  a m 

Chacun  des  numérateurs  ayant  une  valeur  positive  infé- 
rieure h  l'unité,  la  valeur  de  (  1  +  —  )    est  plus  petite  que 

1  4-i-J î I - U -J 1 

1       1  .  a       1.2.3  '  1  .  a .  .  .  m* 

c'est-à-dire  que  la  somme  desm-|-  x  premiers  termes  de  la 
série  e  (n°  78),  somme  que  nous  désignerons  par  SOT+1. 

1  2 

Quand  91  augmente,  les  facteurs  1 -,  1 , . . . ,  qui 

"  m  m 

forment  les  numérateurs,  vont  en  croissant;  chaque  terme 

augmente,  ainsi  que  le  nombre  des  termes  :  on  en  conclut 

que  la  valeur  de  (  1  +  —  )    augmente  avec  m,  tout  en  res- 
tant inférieure  à  e;  elle  tend  donc  vers  une  limite  infé- 
rieure ou  égale  à  e.  Nous  allons  démontrer  que  cette  li- 
mite est  le  nombre  e  lui-même. 
Le  terme  de  rang  n  + 1  dans  le  développement  est 

V       m)  \       m) y1         m    J  m 

1  .  a n 
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En  vertu  du  lemme  précédent,  le  numérateur  est  plus 
grand  que        '* 

le  terme  est  donc  plus  grand  que 

îii 
X 


î  .  a  .  .  •  n      am       i  .  a  .  •  .  (n  —  a) 

Si  dans  le  développement  on  remplace  les  termes,  à  partir 
du  quatrième,  par  des  quantités  plus  petites,  on  a 


\        mj  i      î.a      î.a.o  î.a... 


m 


__Lri+I+JL  +  ...  + 1 1. 

aroL        i      i.2  i.2...(»t — a)J 

c'est-à-dire 

1  m/  ^        2in    m   f 

La  valeur  de  (  i  -f  -- )  es*  donc  comprise  entre  les  deux 

quantités  Sm+t Sm-t  et  Sw+I.  Or,  quand  le  nombro 

entier  m  augmente  indéfiniment,  ces  deux  quantités  ten- 
dent vers  la  même  limite  e\  on  en  conclut  que  (  i  +-) 
tend  aussi  vers  la  limite  e. 

83.  Supposons  maintenant  que  le  nombre  m  soit  positif, 
mais  ait  une  valeur  quelconque,  entière  ou  fractionnaire 
Désignons  par  m'  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  m;  le  nombre  m  est  égal  ou  supérieur  à  m',  mais  il 
est  plus  petit  que  m'  -J- 1 .  Si  dans  l'expression  proposé*  on 


I   \m'+l 
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remplace  la  quantité  i  +  —  par  la  quantité  égale  ou  supé- 
rieure i  +  —  et  l'exposant  m  par  l'exposant  plus  grand 
m'  -f  i ,  on  augmente  la  valeur  de  l'expression  et  Ton  a 

(■+=)■<  ('+£)' 

Au  contraire,  si  l'on  remplace  la  quantité  î  -f—  par  la 

m 

quantité  plus  petite  i  +  et  l'exposant  m  par  l'expo- 

sant égal  ou  inférieur  m',  on  diminue  la  valeur  de  l'ex- 
pression, et  Ton  a 

(■+i)">('+ST7)* 

On  obtient  ainsi  les  inégalités 

('+4r)'<('+^"<('+i)"' 

ou 

(JJ2ÊT 


< 


ternir*  (■+*)■ 

Lorsque  le  nombre  m  augmente  à  l'infini,  le  nombre  en- 
tier m'  augmente  aussi  à  l'infini,  et  les  deux  expressions 

(!  +  ^)  >  (l  +  ^lj  tendent  vers  Ja  limite  e; 
d'ailleurs  le  diviseur  i  +  — l_f  ainsi  que  le  multiplica- 
teur i  +  -; ,  tendent  vers  i  ;  les  deux  quantités  extrêmes 
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tendent  donc  vers  la  même  limite  e,  et,  par  conséquent, 

l'expression  proposée  (  1  -\ —  I   ,  qui  est  comprise  entro 

elles,  tend  vers  cette  même  limite. 

Lorsque  le  nombre  m  est  négatif  et  augmente  à  l'infini  en 
valeur  absolue,  l'expression  tend  encore  vers  la  même  limite. 
Posons,  en  effet,  m  = —  m',  on  a 

(■+ir=K7r=(^r=(^r 
=(^r=(-+^r*o+^)- 

Quand  le  nombre  positif  m\  entier  ou  fractionnaire,  aug- 

/  i     \m'~l 

mente  à  l'infini,  l'expression  f  i  -| — 7——  )        tend  vers  e; 

le  multiplicateur  1  -] — ; tend  vers  1  ;  donc  l'expression 

proposée  tend  vers  la  limite  e. 

A  l'expression  précédente  se  ramène  l'expression  (1  +«)", 
dans  laquelle  «  est  une  quantité,  positive  ou  négative,  qui 

tend  vers  zéro;  car,  si  l'on  pose  m  =  -,  on  a 

a 


fr+->H+s)"- 


Quand  «  tend  vers  zéro,  la  valeur  absolue  de  m  augmente  à 

l'inhni.  Ainsi  l'expression  (1  +  *)*  tend  aussi  vers  la  limite* 
quand  «  tend  vers  zéro,  d'une  manière  quelconque. 
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CHAPITRE  III 


FRACTIONS    CONTINUES 


84.  Expliquons  d'abord  comment  on  obtient  ces  sortes  de 
fractions.  Tout  nombre  commensurable  peut  être  mis  sous 

la  forme  d'une  fraction  ordinaire  -r- ,  dans  laquelle  A  et  At 

At 

sont  des  nombres  entiers.  Si  Ton  divise  A  par  A t,  que  l'on 

appelle  ax  le  quotient  entier  et  At  le  reste  plus  petit  que 

le  diviseur,  on  a 

A=A,a1+Afï    ou     T-=aî-f-rî  =  a1-f 


At        '   '  A,        l   '   /A 


m 


En  divisant  A,  par  As,  appelant  a%  le  quotient  et  A 3  le 
reste  plus  petit  que  A,,  on  a  de  même 

A,  __  _     ,   Ai ,       1 


A1=A,a,  +  Aa,    ou    Ti  =  a,+— =  a,+ 


A*  A,  (^*\ 


i: 


A 
si  l'on  substitue  cette  valeur  de  ~  dans  l'expression  précé- 

A8 

dente,  il  vient 

A  -„    i  l 


J2n  divisant  A,  par  A,,  on  a  de  mêm? 
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A,  =  Ajfll  +  A.,    ou     £..,  +  £  =  .,+     « 

VàJ 


et  par  suite 


A  . 


«»  + 


«.+ 


(è) 


L'opération  se  terminera  nécessairement  ;  car  cette  série 
de  divisions  est  précisément  celle  que  l'on  effectue  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  nombres 
entiers  A  et  At  ;  après  un  certain  nombre  de  divisions,  on  ar- 
rivera à  un  reste  nul;  supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait 

Â,  =  A*a4,  ou  -r-î  =  a4  ;  l'expression  précédente  devient 

A4 

A  .       1 

Â7=«,+ — ; 


«»  + 


c'est  là  ce  qu'on  appelle  une  fraction  continue.  D'après  ce 
que  nous  venons  de  dire,  tout  nombre  commensurable  peut 
être  converti  en  une  fraction  continue  limitée. 
85.  Soit  maintenant  x  un  nombre  incommensurable  quel- 

conque;  en  appelant  at  sa  partie  entière,  on  a  x  =  at-\ — , 

xt  étant  un  nombre  incommensurable  plus  grand  que  l'unité. 
En  désignant  par  a,  la  partie  entière  de  xif  on  a  de  même 

Xi  =  at-\ — ,  xi  étant  aussi  un  nombre  incommensurable 

X\ 
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plus  grand  que  l'unité  ;  si  dans  la  valeur  de  x  on  remplace 
x,  par  sa  valeur,  il  vient 

i 


*  =  fli  + 


*.+r- 


xt 


En  désignant  par  a,  la  partie  entière  de  x%J  on  a  de  même 
a?i  =  a, -| ,  #j  étant  un  nombre  incommensurable  plus 


i 

grand  que  l'unité,  et  par  suite 


x  =  at  -J 


«,+-^ 


*3 

On  continuera  de  cette  manière  indéfiniment,  et  Ton  ob- 
tiendra une  fraction  continue  illimitée. 

Les  nombres  entiers  aîf  a,f  a„  a4, ,  qui  composent  la 

fraction  continue,  et  qui  sont  tous  égaux  ou  supérieurs  à 
l'unité,  excepté  le  premier  qui  peut  être  égal  à  zéro,  se 
nomment  les  quotients  incomplets  ;  les  nombres  fractionnaires 

at  -\ ,  ai  H ,  a3  H —  ♦ sont  les  quotients  complets. 

X\  X}  xz 

86.  On  appelle  réduites  les  valeurs  que  l'on  obtient,  quand 
on  prend  un  certain  nombre  de  quotients  incomplets  suc- 
cessifs, à  partir  du  premier,  et  qu'on  néglige  les  suivants. 

La  première  réduite  est  ax  ou  — .  La  seconde  réduite  est 

at  4-—,  ou  ■ f  ,  Pour  avoir  la  troisième,  il  sufGt  de 

a,  a,  ^ 

remplacer  dans  la  seconde  a%  par  a,  -| — ,  ce  qui  donne 


108  LIVRE   III,    CHAP.    HT. 


fl,  («,+£)   +  ! 


fl  -^ = = ■ 

ûi  +  —  a»+r* 

On  obtient  le  numérateur  de  la  troisième  réduite  au 
moyen  des  numérateurs  des  deux  réduites  précédentes, 
en  multipliant  le  numérateur  de  la  seconde  réduite  par  le 
quotient  incomplet  a,  auquel  on  s'arrête,  et  ajoutant  celui 
de  la  première.  Le  dénominateur  se  forme  de  la  même  ma- 
nière au  moyen  des  dénominateurs  des  deux  réduites  précé- 
dentes. 

Cette  loi  est  générale  :  nous  allons  démontrer  que  si  elle 
est  vraie  pour  une  réduite  d  ordre  quelconque,  elle  l'est  aussi 

pour  la  suivante*  Désignons  par  —  la  réduite  d'ordre  ».  Nous 

admettons  que  l'on  a 

Si,  dans  l'expression 

Pn_Pn-ian+P*-t 
Ç*  9n-ian  +  9*-*' 

on  remplace  a»  par  an  -\ ,  on  obtient  la  réduite  suivante, 

\  a*H-i/ 

en  vertu  des  hypothèses  faites,  il  vient 
(a)  '         PM-t^ftftM-t+fr-i, 

9nU         ÇnOi+i  +  ?n-f 
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On  conclut  de  là  cette  règle  générale  :  On  forme  le  numé- 
rateur (Tune  réduite  quelconque  en  multipliant  le  numérateur 
de  la  précédente  par  le  quotient  incomplet  auquel  on  s'arrête^ 
et  ajoutant  celui  de  la  réduite  antéprécédente,  Même  règle  pour 
les  dénominateurs. 

87.  Des  relations 

que  nous  venons  d'établir,  on  déduit 

PnÇn-i  —  ÇnPn-1  = (Pn-tQn-i  —  tf*-!/?*-»). 

Ainsi  la  quantité  PnÇn-i  —  ÇnPn-i  conserve  la  même  valeur 
numérique,  quel  que  soit  n;  mais  elle  change  de  signe, 
quand  on  augmente  n  d'une  unité  ;  il  en  résulte  que  la  quan- 
tité 

(— 0"(ftjW-i  —  MW-i) 

reste  constante.  Pour  n  =  a,  elle  est  égale  à  +  1  ;  on  a  donc, 
quel  que  soit  n, 

(3)  Pnq^i  —  ÇnPn-i  =  (—  l)n. 

On  conclut  de  cette  relation  que  les  deux  nombres  en- 
tiers pn  et  qn  sont  premiers  entre  eux,  et,  par  conséquent, 
que  les  réduites,  formées  suivant  la  loi  indiquée,  sont  des 
fractions  irréductibles. 

On  en  déduit  aussi 

(4)  &_2^  =  £zlï. 

Qn     Vn-t     qnqn-i 

La  valeur  absolue  de  la  différence  de  deux  réduites  consé 
cutives  est  une  fraction  qui  a  pour  numérateur  l'unité  et 
pour  dénominateur  le  produit  des  dénominateurs  des  deux 
réduites;  elle  va  sans  cesse  en  diminuant.  Cette  différence 
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est  alternativement  positive  ou  négative;  une  réduite  de 
rang  pair  est  plus  grande  que  la  précédente,  une  réduite  de 
rang  impair  est  plus  petite. 

88.  Désignons  par  Rm  la  réduite  d'un  ordre  quelconque  m 
plus  grand  que  n  et  posons 

6=0,,+!  -f- 


fln+ i  + 


••+z 


Pour  avoir  la  valeur  de  Rm,  il  suffit  de  remplacer  dans  l'ex- 
pression (a)  de  Rn+1  le  quotient  incomplet  On+t  par  le  quo- 
tient complet  *  ;  on  a  ainsi 


doù 


p  Pn-<  _  (-l)*à 

tt^  —  z 1 — m 


9n-t     q*-i(qnà +?»-i) 


?»  ?»(?«* +  ?»-l) 

Ces  deux  différences  étant  de  signes  contraires,  et  la  valeur 
absolue  de  la  seconde  plus  petite  que  celle  de  la  première, 
on  en  conclut  que  la  réduite  R^  est  comprise  entre  les  deux 
réduites  consécutives  R«_,  et  R»,  et  plus  rapprochée  de  celle- 
ci  que  de  la  précédente.  Lorsque  la  fraction  continue  est 
limitée,  ceci  s'applique  à  la  dernière  réduite  qui  est  la  va* 
leur  même  de  la  fraction. 

89.  Imaginons  que  sur  une  droite  OL,  à  partir  d'un  point 
fixe  0,  on  porte  des  longueurs  OA,  ,  OA,  ,  OA, , . . . . . 
égales  aux  valeurs  des  réduites  successives.  La  seconde  ré- 
duite OA,  est  plus  grande  que  la  première  0 A, .  Pour  avoir 
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la  troisième  OAt,  il  faut  retrancher  de  OA,  une  longueur 
A, A,  plus  petite  que  A, A,;  le  point  A,  sera  donc  situé 

Aj  A3         A4       Ai 


U 


entre  At  et  A,.  Pour  avoir  la  quatrième  OA4>  il  faut  ajou- 
ter à  OA,  une  longueur  A,A4  plus  petite  que  A, A,  ;  le  point 
A4  tombera  donc  entre  les  points  A,  et  A„  et  ainside  suite.  Il 
en  résulte  que  les  réduites  d'ordres  impairs  OA, ,  OA, , . . . 
vont  en  augmentant,  tandis  que  les  réduites  d'ordres  pairs 
OA, ,  OA4, . . .  vont  en  diminuant,  et  que  chacune  des  pre- 
mières est  plus  petite  que  l'une  quelconque  des  secondes. 
Lorsque  la  fraction  continue  est  illimitée,  les  deux  séries 
de  réduites,  allant  les  unes  en  augmentant,  les  autres  en 
diminuant,  et  leur  différence  devenant  aussi  petite  qu'on 
veut,  tendent  vers  une  limite  commune  OA;  cette  limite  est 
ce  qu'on  appelle  la  valeur  de  la  fraction  continue. 

Chacune  des  réduites  R*  d'ordre  supérieur  an,  étant  com- 
prise entre  les  deux  réduites  consécutives  R»  et  R^,,ilen  est 
de  même  de  leur  limite.  Si  Ton  prend  pour  valeur  appro- 
chée de  cette  limité  la  réduite  B»,  l'erreur  commise  est 

moindre  que  la  différence entre  ces  deux  réduites, 

et  par  conséquent  moindre  que  -?;  la  réduite  R»  est  appro- 

?» 

chée  par  excès  ou  par  défaut,  suivant  que  n  est  pair  ou  im- 
pair. 

Par  exemple,  le  nombre  *  s'exprime  par  la  fraction  con- 
tinue illimitée 

8 
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w=3-f- 


7  + 


•5  +  ^- 


t+    l 


292  +  '  . 


dont  les  réduites  successives,  calculées  par  la  loi  indiquée, 

..2a       333       355       io3oo5  _  ,      . 

sont  3,  —  ,  — -  ,  — -  ,     _,_**  , La  seconde  ré- 

7     *    106       113*     33102' 

duite  est  la  valeur  trouvée  par  Archimède  ;  elle  est  appro- 
chée par  excès,  à  moins  de s,  ou  de  — .  La  qua- 

7  X  îoo  •  700 

trième  est  la  valeur  donnée  par  Métius  ;  elle  est  aussi  ap- 

prochée  par  excès,  àmoins  de  llS^'3W  ou  de  ^—;. 

90.  Une  propriété  importante  des  fractions  continues» 

c'est  que  toute  fraction  ordinaire -,  qui  approche  de  la  va- 

p 

leur  de  la  fraction  continue  plus  qu'une  réduite  — ,  a  ses 

Çn 

deux  termes  respectivement  plus  grands  que  ceux  de  cette 
réduite.  En  effet,  la  fraction  -  est  nécessairement  comprise 

entre  les  deux  réduites  consécutives  £-^  et — ;  si  n  est  pair» 

Çn-l        Çn 


on  a 


Jiwl  P         Çn 


d'où  «^  <£_£=«, 

P         Çn-l  Çn  ?»-l 

c'est-à-dire  î£if=Ë2=l<_i_l 

P?»-i  Çn  Çn-\ 


FRACTIONS   COATINUB»   PÉRIODIQUES.  113 

le  premier  numérateur  étant  un  nombre  entier  positif,  le 
premier  dénominateur  est  plus  grand  que  le  second,  et  par 
conséquent  p  est  plus  grand  que  gn.  En  considérant  les  iné- 
galités £<!?<2!!zi; 

Pn        «        P»-i 

on  démontrerait  de  même  que  «  est  plus  grand  que  pn. 

Fractions  continues  périodiques. 

91 .  Il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  d'une  fraction  conti- 
nue périodique  est  une  irrationnelle  du  second  degré.  Sup- 
posons d'abord  que  les  quotients  incomplets  se  reproduisent 
périodiquement  à  partir  du  premier  a,  ;  en  désignant  par  x 
la  valeur  de  la  fraction,  on  a 


*=at  + 


0i+-  . 


+ 


x 


Considérons  la  fraction  limitée 

i 


«.+ 


««+'. 


On 


et  désignons  par  ^^  et  —  ses  deux  dernières  réduites  ;  en 

opérant  comme  si  Ton  formait  la  réduite  suivante  avec  le 
quotient  x9  on  obtient  la  valeur  de  la  fraction  proposée 

il  en  résulte  que  l'inconnue  x  satisfait  à  l'équation  du  second 
degré 
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(5)  ?«*'  +  (?«-l  —  Pn) X  —  p^    O, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  et  les  racines 
de  signes  contraires. 

Si  la  période  ne  commence  qu'à  un  certain  rang,  en  ap- 
pelant x  la  valeur  de  la  fraction  continue  formée  avec  les 
périodes  et  y  celle  de  la  fraction  proposée,  on  a 


y=«i  + 


-•+-T7 

X 


d'où 

(6)  P-S  +  Prn-!  , 

Analyse  indétermtiice. 

92.  Proposons-nous  de  trouver  les  solutions  entières  de 
l'équation 

(7)  ax  +  *y  =  c, 

à  deux  inconnues  x  et  y,  et  à  coefficients  entiers.  On  peut 
supposer  les  deux  nombres  a  et  b  premiers  entre  eux;  car, 
s'ils  avaient  un  plus  grand  commun  diviseur  d,  ce  nombre 

d  devrait  diviser  c.  Réduisons  la  fraction  t  en  fraction  con- 

0 

tinue  et  soit  ^—  Tavant-dernière  réduite:  la  dernière  est 7, 

et  Ton  a 

aq»-x  —  «/)„_,  =  (—  1)*; 

d'où,  en  multipliant  les  deux  membres  par  (—  i)Mct 
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On  connaît  ainsi  une  solution  particulière  de  l'équation, 

*  =  (—  0w?»-i*    ,    y  =  —  (—  i)mp—ic. 
Une  fois  que  Ton  connaît  une  solution  x  =  <x  ,  y  =  p,  il  est 
facile  d'avoir  toutes  les  autres  ;  car,  à  cause  de  la  relation 
a«  +  Ap  =  r,  l'équation  (7)  devient 

a{x-*)  +  b(y  —  p)  =  o,  ou  |^  =  ^' 

La  première  fraction  doit  avoir  ses  deux  termes  équimul- 
tiples  de  ceux  de  la  seconde  qui  est  irréductible;  on  aura 
donc,  en  désignant  par  t  un  nombre  entier  arbitraire, 

(8)  x  —  *  =  —  bt    ,    y  —  p  =  af. 

Chaque  valeur  de  t  donne  une  solution  de  l'équation. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

266a?—  n5y  =  5. 

266 
La  fraction  ordinaire  — -  donne  naissance  à  la  fraction  con- 

n5 

tinue 

1 


»  + 


3  +  -^ 


5+4 


2      7      3^      266     .  lt 

dont  les  réduites  successives  sont  -,-,  —  ,—  et  1  on  a 

1        5        ÎO        113 

266  X  16—  n5x37=  l- 
L'équation  proposée  admet  la  solution 

*=ib'X3  ,  y  =  57X3, 
et  les  diverses  solutions  de  cette  équation  sont  représentées 
par  les  formules 

ar=48-|-ii5/  f  y=  m  -j-266^. 
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CHAPITRE  I. 

ÉTUDE  DE  LA  FONCTION  EXPONENTIELLE. 

93»  Lemme  I.  Les  puissances  entières  successives  d'un  nombre 
plus  grand  que  Punité  vont  en  croissant  et  deviennent  plus 
grandes  que  toute  quantité  donnée. 

Soit  a  un  nombre  positif  supérieur  à  l'unité.  On  voit  d'a- 
bord que  les  puissances  successives  vont  en  croissant;  car 
on  obtient  a""1  en  multipliant  am  par  a  ;  le  multiplicateur  a 
étant  plus  grand  que  l'unité,  le  produit  a***1  est  plus  grand 
que  le  multiplicande  of.  Je  dis  maintenant  que  les  puis- 
sances de  a  augmentent  au  delà  de  toute  limite.  Posons 
a  =  i  +  «  ;  en  développant  (1  +  «)m  suivant  la  loi  du  binôme,, 
nous  aurons 

/    i    \«         i  m     i  m(m  — 1)  «  i 


î.a 


Tous  les  termes  du  développement  sont  positifs;  si  donc  on 
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néglige  le  troisième  terme  et  les  termes  suivants,  on  dimi- 
nue le  second  membre,  et  Ton  a 

am>i-\~m*. 

Pour  rendre  la  quantité  am  plus  grande  qu'une  quantité  don- 
née A,  il  suffit  évidemment  de  rendre  la  quantité  1  +  ma 
plus  grande  que  cette  quantité  ;  on  déterminera  donc  l'expo- 
sant m  de  manière  à  satisfaire  à  l'inégalité 

i+»»a>A; 
d'où 

a 

^ l 

Ainsi,  lorsque  l'exposant  m  surpassera ,  il  est  certain 

ot 

que  la  puissance  a*  sera  supérieure  à  la  quantité  A,  si 
grande  qu'elle    soit.  Donc  les  puissances  successives  du 
nombre  a  plus  grand  que  l'unité  augmentent  à  l'infini. 
Soit,  par  exemple,  a  =  1,1  ;  on  peut  affirmer  que  am  sur* 

passera  1000  si  m  est  plus  grand  que  —  ou  que  9990.  Mais 

on  n'a  pas  ainsi  les  plus  petites  puissances  de  a  supérieures 
à  1000. 

94  «  Lemmb  IL  Les  puissances  entier  es  successives  d'un  nombre 
plus  petit  que  Funité  vont  en  décroissant  et  tendent  vers  zéro. 

Un  nombre  a  plus  petit  que  un  peut  être  représenté  par  ->» 

le  nombre  a'  étant  plus  grand  que  1,  et  l'on  a  am=— . 

Quand  l'exposant  m  croit  indéfiniment»  le  dénominateur 

augmentant  à  l'infini,  la  fraction  diminue  et  tend  vers  zéro. 

W.  Lemmb  III.  Les  racines  d'un  nombre  plus  grand  que 
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Y  unité  sont  plus  grandes  que  ï  unité;  elles  diminuent  à  mesure 
que  V  indice  du  radical  augmente  et  tendent  vers  Funité. 
Nous  remarquons  d'abord  que,  lorsqu'un  nombre  positif  a 

est  plus  grand  que  l'unité,  sa  racine  *  =  y. a  est  aussi  pins 
grande  que  l'unité;  car  si  le  nombre  b  était  plus  petit  que  un, 
sa  puissance  bn  serait  plus  petite  que  un,  et,  par  conséquent, 
ne  serait  pas  égale  à  a. 
Considérons  maintenant  deux  racines  consécutives 

je  dis  que  la  racine  V  est  plus  petite  que  b.  On  a,  en  effet. 

&=&***  =a 
et,  par  suite, 

b 

Puisque  la  racine  *'  est  plus  grande  que  un,  le  rapport  -p  est 

aussi  plus  grand  que  un,  et,  par  conséquent,  b'  est  plus  pe- 
tit que  b. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que  l'on  peut  rendre 
l'indice  du  radical  assez  grand  pour  que  la  valeur  de  la  ra- 
cine surpasse  l'unité  d'une  quantité  moindre  qu'une  quan- 
tité donnée  a,  aussi  petite  qu  on  voudra.  Il  s'agit  de  déter- 
miner n  de  manière  que  Ton  ait 

v«<i+«» 
oo 
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Or,  d'après  le  lemme  I,  on  peut  toujours  déterminer  l'expo- 
sant n  de  manière  que  la  puissance  (i-f-oOn surpasse  le  nombre 

donné  a.  Par  exemple,  si  l'on  veut  que  y  2  diffère  de  l'unité 
de  moins  de  0,001,  il  suffira  de  rendre  n  plus  grand  que 


a — 1 


0,001 


,  c'est-à-dire  plus  grand  que  1000.  Ainsi,  quand  n  aug- 


mente à  l'infini,  V^  tend  vers  un. 

96.  Lemme  IV.  Les  racines  d'un  nombre  plus  petit  que  tunité 
sont  plus  petites  que  V unité  ;  elles  augmentent  avec  V indice  du 
radical  et  tendent  vers  r unité. 

Si  Ton  pose  a  =  -„  a'  étant  plus  grand  que  l'unité,  on  a 

»  y—  | 

y  a  =  —r  ;  quand  n  augmente  indéfiniment,  le  dénomma- 
S/* 

teur  diminue,  et,  par  conséquent,  la  fraction  augmente  et 

tend  vers  l'unité. 

Corollaire.  Toute  puissance  fractionnaire  d'un  nombre 
plus  grand  que  un  est  plus  grande  que  un  ;  toute  puissance  frac- 
tionnaire  d'un  nombre  plus  petit  que  un  est  plus  petite  que  un. 

Car  tf*  signifie  y  am ;  si  a  est  plus  grand  que  un,  am  est  plus 

grand  que  un,  et  par  conséquent  \am. 

97  Théorème.  La  fonction  ax  varie  dune  manière  continue^ 
quand  x  croit  dune  manière  continue. 

On  appelle  fonction  en  mathématiques  une  expression  qui 
contient  une  lettre  désignant  une  quantité  variable.  L'ex- 
pression aar* — 4#  +  5  est  une  fonction  entière  de  la  va*, 
riable  x.  L'expression  a*,  dans  laquelle  a  désigne  un  nombre 
positif  donné,  est  une  fonction  exponentielle  der  ;  on  la  nomme 
ainsi  parce  que  la  variable  x  est  en  exposant. 
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Considérons  d'abord  le  cas  où  le  nombre  positif  donné  a 
est  plus  grand  que  l'unité.  Nous  allons  démontrer  que,  dans 
ce  cas,  la  fonction  a*  croît  avec  la  variable  x,  et  qu'elle  croît 
d'une  manière  continue.  Si  Ton  donne  à  la  variable  x  an 
accroissement  positif  A,  la  fonction  devient  a***,  et  éprouve 
une  variation  marquée  par 

aTh— a*  =  a*(a*  —  i). 

Mais  la  quantité  ah  est  plus  grande  que  un,  parce  que  toute 
puissance  fractionnaire  positive  d'un  nombre  a  plus  grand 
que  un  est  elle-même  plus  grande  que  l'unité  (n°  96)  ;  donc  la 
différence  a**  —  a*  est  positive,  et  par  suite  la  quantité  a*+* 
est  plus  grande  que  a*.  Ainsi,  la  fonction  a*  croit  en  même 
temps  que  la  variable  x. 

Je  dis  maintenant  que  Ton  peut  assigner  une  fraction  - 

n 

telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  plus  petites  que  - ,  la 

différence  ***** — a*  soit  plus  petite  qu'une  quantité  donnée  «, 
si  petite  qu'elle  soit.  En  vertu  du  lemme  III,  on  peut  déter- 
miner un  nombre  entier  n  assez  grand  pour  que  la  quan- 

tité  a" ,  c'est-à-dire  la  racine  y  a ,    surpasse  l'unité   d'une 

mm 

quantité  moindre  que  la  quantité  donnée  —  ;  mais,  d'après  ce 

qui  précède,  si  l'exposant  h  est  plus  petit  que  - ,  la  puis- 

j 

sance  ak  est  plus  petite  que  an ,  et,  par  conséquent,  la  diffé- 


i 


rence  ah —  i  est  moindre  que  an  —  i,  et,  par  suite,  moindre 
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que  —  ;  on  a  donc 
a* 

ou 

<f*h  -  a*<a. 

Ainsi,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  inférieures  à  -,  la  varia* 

n 

tionde  la  fonction  est  moindre  que  la  quantité  donnée  a; 

c'est  en  cela  que  consiste  la  continuité. 

Considérons  actuellement  le  cas  où  le  nombre  positif 

donné  a  est  plus  petit  que  l'unité  ;  si  Ton  pose  &=--,,  tétant 
an  nombre  plus  grand  que  un,  on  a 

Lorsque  x  croît  d'une  manière  continue,  d*  croit,  et,  par  con- 
séquent, a*  décroit,  d'une  manière  continue. 

98.  Corollaire.  Voyons  maintenant  les  valeurs  par  les- 
quelles passe  la  fonction  exponentielle  a*,  quand  on  fait 
croître  x  d'une  manière  continue  de  —  oo  à  -f-  oo.  Suppo- 
sons d'abord  que  le  nombre  donné  a  soit  plus  grand  que  un. 
Faisons  croître  x  de  o  à  -|-  oo;  pour  x  =  o,  on  a  a°  =  1  ; 
d'après  le  lemme  I,  les  puissances  entières  de  a  deviennent 
plus  grandes  que  toute  quantité  donnée  ;  ainsi,  quand  x  croît 
de  o  à  +  oo,  la  fonction  a*  croît  de  1  à  +  oo.  Faisons  main- 
tenant décroître  x  deoà — oo,  et  pour  cela  posons  x= — xf, 
la  nouvelle  variable  af  étant  positive;  on  a 

a*  =  -i; 
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quand  af  croit  de  o  à  +  oo,  «**  croît  de  1  à  +  oo,  et,  par  con- 
séquent, a* décroit  de  1  ào.  En  résumé,  lorsque  la  variable* 
croit  d'une  manière  continue  de  —  oo  à  +  oo,  la  fonction  a* 
croit  d'une  manière  continue  de  o  à-f-o©-  Il  est  à  remarquer 
que  la  fonction  passe  par  toutes  les  valeurs  positives  et  qu'elle 
ne  passe  qu'une  fois  par  chacune  d'elles,  puisqu'elle  va  con- 
stamment en  augmentant. 
Supposons  actuellement  que  le  nombre  donné  a  soit  plus 

petit  que  un,  et  posons,  comme  précédemment,  a  =  -7,  a 

étant  un  nombre  plus  grand  que  un,  d'où 


1 

a* 


Lorsque  x  croit  de  o  à  +  00,  *'*  croit  de  1  à  -f-  °°,  et,  par 
conséquent,  a*  décroît  de  1  à  o  ;  lorsque  x  décroit  de  o  à— 00, 
a'*  décroît  de  1  à  0,  et,  par  conséquent,  a*  croit  de  1  à  +  00. 
Ainsi,  quand  a:  croît  d'une  manière  continue  de  — 00  à +00, 
la  fonction  a*  décroît  d'une  manière  continue  de  +  00  à  0. 
La  fonction  passe  encore  par  toutes  les  valeurs  positives  et 
une  seule  fois  par  chacune  d'elles. 

99.  Remarque.  Nous  pouvons  maintenant  donner  d'une 
manière  très-nette  la  signification  de  l'exposant  incommen- 
surable  dont  nous  avons  déjà  dit  quelques  mots  (n°  20). 

Soit  a  ** ,  et,  pour  préciser,  supposons  que  le  nombre  a  soit 

plus  grand  que  un  ;  le  nombre  incommensurable  >/*  est  la 

limite  commune  de  deux  nombres  fractionnaires  —  et  , 

n  n 

qui  diffèrent  entre  eux  d'une  quantité  aussi  petite  qu'on 
veut»  et  dont  les  carrés  comprennent  a;  en  remplaçant  V3 
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par  ces  nombres  approchés,  on  obtiendra  deux  séries  de 

puissances  fractionnaires  a*  et  a  n  ,  les  premières  plus 
petites  que  les  secondes,  et  telles  que  leur  différence  peut 
être  rendue  plus  petite  qu'une  quantité  donnée;  il  existe 
donc  entre  ces  deux  séries  de  grandeurs  une  grandeur  déter- 
minée qui  en  est  la  limite  commune;  c'est  cette  limite  que 

désigne  a**. 


CHAPITRE  IL 

DES   LOGARITHMES. 

Définition  par  la  fonction  exponentielle. 

100.  On  appelle  logarithme  d'un  nombre  l'exposant  de  la 
puissance  à  laquelle  il  faut  élever  un  nombre  positif  donné  a 
pour  reproduire  le  nombre  proposé  ;  ce  nombre  constant  a 
est  appelé  base  du  système  de  logarithmes. 

Nous  avons  vu  que,  lorsque  x  croit  d'une  manière  conti- 
nue de  —  oo  à  -{-  oo,  la  fonction  a*  passe  par  toutes  les  va- 
leurs positives  et  ne  passe  qu'une  fois  par  chacune  d'elles; 
il  en  résulte  que  tous  les  nombres  positifs  ont  des  logarith- 
mes, et  que  chacun  d'eux  n'a  qu'un  logarithme.  Si  le  nombre 
donné  a  est  plus  grand  que  un,  les  nombres  plus  grands  que 
l'unité  ont  des  logarithmes  positifs,  les  nombres  plus  petits 
que  l'unité  des  logarithmes  négatifs.  Si  le  nombre  a  était  plus 
petit  que  un,  les  nombres  plus  grands  que  l'unité  auraient 
au  contraire  des  logarithmes  négatifs,  lés  nombres  plus  pe- 
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tits  que  l'unité  des  logarithmes  positifs.  Les  nombres  néga- 
tifs n'ont  pas  de  logarithmes  réels. 

Nous  désignerons  le  logarithme  d'un  nombre  par  la  nota- 
tion log.  Soit  donc  y  =a*,  nous  dirons  que  l'exposant  x  est 
le  logarithme  du  nombre  y,  et  nous  écrirons  ar=log  y.  Puis- 
que y  varie  d'une  manière  continue  avec  x,  réciproquement  x 
varie  d'une  manière  continue  avec  y;  ainsi  le  logarithme  x 
est  une  fonction  continue  du  nombre  y.  Quand  la  base  a  est 
plus  grande  que  l'unité,  si  le  nombre  y  croît  de  o  à  1,  puis 
de  i  à  +  °°9  le  logarithme  x  croit  de  —  ooà  o,  puis  de  o 
à  -\-  oo. 

Propriétés  des  logarithmes. 

Les  logarithmes  jouissent  de  propriétés  très-remarquables 
que  nous  allons  démontrer. 

101.*  THÉORÈME  I.  Le  logarithme  du  produit  de  plusieurs 
nombres  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient  deux  nombres  y  et  t/,  dont  nous  appellerons  x  etx 
les  logarithmes  ;  d'après  la  définition  même  des  logarithmes, 
on  a 

Multiplions  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

L'exposant  x-\-  tf  est  le  logarithme  du  produit  y}/  ;  on  a 

donc 

log(yy>)  =  logy  +  lpgy'. 

La  même  démonstration  s'applique  à  un  nombre  quel- 
conque de  facteurs*  Soient  trois  nombres  y,  y',  y*,  ayant 
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pour  logarithmes  x,  af,  af  ;  on  a  de  même 

«"=/» 
et,  en  multipliant, 

donc 

kg  (yy  Y) = i°e  y + kg  y' + H  /• 

102.  Théorème  II.  Le  logarithme  d'un  quotient  égale  le  loga- 
rithme du  dividende  moins  le  logarithme  du  diviseur. 
En  divisant  membre  à  membre  les  deux  égalités 

on  a 

_y 

L'exposant  x  —  x*  est  le  logarithme  du  quotient  -, .  Donc 

log^=logy— logy'. 

103.  Théorème  III.  Le  logarithme  de  la  puissance  d'un 
nombre  égale  le  logarithme  de  ce  nombre  multiplié  par  Pindice 
de  la  puissance* 

Si  Ton  élève  à  m*  puissance  (m  étant  un  nombre  quel- 
conque, entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif)  les  deux 
membres  de  l'égalité 

il  vient 

Donc 

log(ym)  =  mlogjf* 
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104.  Théorème  Vf  .Le  logarithme  de  la  racine  cTun  nombre 

égale  le  logarithme  de  ce  nombre,  divisé  par  t  indice  de  la  racine. 

Ce  théorème  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  pré- 

cèdent  ;  car  \y  s'écrit  yn,  et  l'on  a 

°  n 

L'emploi  des  logarithmes  simplifie  beaucoup  les  calculs 
numériques  ;  car  la  multiplication  est  remplacée  par  une 
addition,  la  division  par  une  soustraction,  l'élévation  à  une 
puissance  par  une  multiplication,  l'extraction  d'une  racine 
par  une  division. 

Définition  des  logwithmes  par  des  progressions. 

105.  Si  l'on  prend  les  logarithmes  des  termes  d'une  pro- 
gression géométrique 

a:ar:ar*  :ar*  : , 

dont  la  raison  est  r,  on  forme  évidemment  une  progression 
arithmétique 
loga.loga  +  logr.loga  +  alogr.loga  +  31ogr 

ayant  pour  raison  log  r. 

En  arithmétique,  on  a  coutume  de  définir  les  logarithmes 
par  deux  progressions,  l'une  géométrique  commençant  par 
l'unité,  l'autre  arithmétique  commençant  par  zéro 


î  :  a:  a*  :  a8  : 


•  •  •  •  • 


o  •  b  »  ib  .'ôb  ..... . 

et  l'on  appelle  logarithme  d'un  terme  quelconque  de  la  pro- 
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gression  géométrique  le  terme  correspondant  de  la  progres- 
sion arithmétique.  Afin  d'avoir  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  avec  une  grande  approximation,  on  insère  un  grand  ' 
nombre  de  moyens  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  pro- 
gression géométrique,  et  le  même  nombre  de  moyens  entre 
deux  termes  consécutifs  de  la  progression  arithmétique. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  définition  des  logarithmes  par 
les  progressions  revient  à  la  définition  que  nous  avons 
donnée  par  les  exponentielles.  Considérons  les  deux  progres- 
sions 

i  :  a  :  a*  :  a*  : 

* 

Si  Ton  insère  n  —  1  moyens  entre  deux  termes  consécutifs 
des  deux  progressions,  la  raison  de  la  progression  géomé- 

trique  devient  \fa  ou  a*,  celle  de  la  progression  arithmé- 
tique -,  en  sorte  que  les  deux  progressions  ainsi  dévelop- 
pées sont 

i      I      »  j» 

l.U        m     CL         m     CL        «•••••    O        »••*.. 

12      3  m 

n     n      n  n 


m 

» 


Sous  cette  forme,  on  reconnaît  qu'un  nombre  quelconque  a 
de  la  progression  géométrique  a  pour  logarithme  l'expo- 


m 


sant  —  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  le  nombre 
n 

constant  a  pour  avoir  le  nombre  proposé.  La  base  a  d'un  s}'s- 
tème  de  logarithmes  est  le  nombre  qui  a  pour  logarithme 
l'unité. .  0 
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Changement  de  la  base. 

106.  La  base  d'un  système  de  logarithmes  est  un  nombre 
positif  constant,  que  Ton  peut  choisir  à  volonté.  Supposons 
qu'on  ait  calculé  les  logarithmes  des  nombres  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  a,  et  qu'on  veuille  les  calculer  dans 
un  autre  système  ayant  pour  base  d.  Appelons  x  le  loga- 
rithme d'un  nombre  quelconque  y  dans  le  premier  système,  x 
le  logarithme  du  même  nombre  dans  le  second  système,  on 

aura 

a*  =  y,      d*  =  y; 
doù 

ax  =  a'*\ 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  égalité 
dans  le  premier  système,  en  remarquant  que  le  logarithme 
de  a  est  l'unité,  il  vient 

x  =  x'  log  a', 


d'où 


log  a 


Ainsi,  les  logarithmes  des  mêmes  nombres  dans  les  deux 
systèmes  sont  proportionnels,  et  l'on  a  la  règle  suivante  : 
pour  passer  d'un  système  de  logarithmes  à  un  autre,  il  suffit  de 
multiplier  les.  logarithmes  du  premier  système  par  tinverse  du 
logarithme  de  la  nouvelle  base  pris  dans  le  premier  système. 

Logarithmes  népériens. 

107.  Les  logarithmes  ont  été  inventés  au  commencement 
du  xvn*  siècle  par  l'Écossais  Néper,  qui  prit  pour  base  le 
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nombre  incommensurable  6=2,7182818 ;  les  loga- 
rithmes de  ce  système  ont  été  appelés  logarithmes  hyperbo- 
liques, ou,  du  nom  de  l'inventeur,  logarithmes  népériens.  Ce 
sont  ceux-là  qui  se  présentent  naturellement  dans  l'analyse 
mathématique;  on  les  distingue  ordinairement  par  la 
lettre  L. 

Mais  les  logarithmes  népériens  ne  sont  pas  commodes 
dans  les  calculs  numériques,  parce  qu'ils  ne  sont  pas  en  har- 
monie avec  notre  numération  décimale.  C'est  pourquoi 
BrtggSy  contemporain  de  Néper,  proposa  de  remplacer  la 
base  e  par  la  base  dix  de  notre  système  de  numération.  Ce 
sont  les  logarithmes  de  Briggs  dont  on  fait  habituellement 
usage  dans  les  calculs  numériques  ;  on  les  a  nommés  pour 
cette  raison  logarithmes  vulgaires;  nous  les  désignerons  par 
le  signe  log. 

On  appelle  module  d'un  système  de  logarithmes  le  nombre 
constant  par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes  népé- 
riens pour  avoir  les  logarithmes  du  système  considéré.  Soit 
a  la  base  d'un  système  de  logarithmes  ;  d'après  ce  qui  a  été 
dit  précédemment,  son  module  M  sera 

c'est-à-dire  l'inverse  du  logarithme  népérien  de  la  base.  Le 
module  des  logarithmes  vulgaires  est  51=0,4342944819... 

Lorsqu'on  passe  d'un  système  dont  la  base  est  a  à  un 
système  dont  la  base  est  a',  le    multiplicateur   constant 

j  s'appelle  module  relatif  du  premier  système  au  second* 

108.  Il  est  bon  de  faire  voir  pourquoi  Néper  acnoisi  le 
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nombre  incommensurable  e  pour  base  de  son  système  de  lo- 
garithmes. Considérons  les  deux  progressions 

i:(i+.«):(i+a)f:(i+a)»: 

o.       p       .      ap       .      3p        , 

dans  lesquelles  a  et  p  sont  des  quantités  très-petites,  afin 
que  les  termes  des  deux  progressions  croissent  par  degrés 
très-petits,  et  que  Ton  ait  ainsi  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  avec  une  grande  approximation.  Néper  appelait 
module  dos  logarithmes  définis  par  ces  deux  progressions  le 

rapport  - ,  ou  plutôt  la  limite  de  ce  rapport,  quand  a  et  § 

01 

tendent  simultanément  vers  zéro,  et  il  distinguait  chaque 
système  de  logarithmes  par  son  module.  L'idée  lui  vint  alors 
d'adopter  le  système  dont  le  module  est  l'unité,  celui  qu'il 
regardait  comme  le  plus  simple.  Si  l'on  fait  p = a,  les  deux 
progressions  deviennent 

i  :  i  +  a  :  (i  -f-  a)1  :  (i  +  a)»  : 

i .      a      .      2a        .      3a        

Telles  sont  les  deux  progressions  par  lesquelles  Néper  défi- 
nissait son  système  de  logarithmes.  Calculons  la  base  de  ce 
système,  c'est-à-dire  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  l'u- 
jiité  ;  supposons  d'abord  que  le  terme  ma  de  la  progression 
arithmétique  soit  égal  à  l'unité  ;  le  terme  correspondant  de 
la  progression  géométrique  est  (1  +  a)m;  puisque  ma  =  1, 

a  a  =  -  et  (i  +  a)*  =  { i  -f-  -  \   ;  lorsque  a  tend  vers 
zéro,  m  augmente  indéfiniment,  et  le  nombre  (1  +-) 

tend  vers  la  limite  e,  qui  est  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens. 


on 
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Si  aucun  terme  de  la  progression  arithmétique  n'est  égal 
à  l'unité,  deux  termes  consécutifs  md  et  (m  -f  i)a  compren- 
dront l'unité;  la  base  a  sera  comprise  entre  les  deux  termes 
correspondants  (i+.a)Wet  (1  +a)mfl  de  la  progression  gée 
métrique.  On  a 

et  par  suite 

1  <«<^. 


m-f- 1  m 

9 

La  base  est  plus  grande  que  (1  +  «)m,  et  à  plus  forte  raison 
plus  grande  que  (  1  -| -r—  J    ;  elle  est  plus  petite  que 


(  i  -f-  a)""1  et  à  plus  forte  raison  plus  petite  que  (  i  +  •-  * 


+ 

m) 
La  base  est  donc  comprise  entre  les  deux  quantités 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 


O+sir) 


mfi 


»4 


^    (■+£)><(•+=)• 


Chacune  de  ces  quantités  ayant  pour  limite  e,  quand  m 
augmente  indéfiniment,  la  base  cherchée  est  égale  à  e. 

Logarithmes  vulgaires. 

j  y  0-  Dans  un  système  quelconque,  les  puissances  de  la  base 
o\  aB,  a*, ....,  ont  évidemment  pour  logarithmes  les  nombres 
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entiers  1,  2,  3, Dans  le  système  vulgaire,  ce  sont  les 

puissances  de  10,  savoir  10,  100,  1000, ,  qui  ont  pour  lo- 
garithmes les  nombres  entiers  successifs.  Les  logarithmes 
ont  été  calculés  en  décimales;  la  partie  entière  d'un  loga- 
rithme s'appelle  caractéristique.  . 

Les  nombres  plus  petits  que  l'unité  ont  leurs  logarithmes 
négatifs  ;  les  logarithmes  négatifs  étant  incommodes  dans  la 
pratique,  on  leur  substitue  des  logarithmes  qui  ont  leur  par- 
tie décimale  positive  et  leur  caractéristique  seulement  néga- 
tive. Soit  le  nombre  o,o3564  plus  petit  que  l'unité;  son  loga- 
rithme est  négatif  et  a  pour  valeur 

—  1 ,4480623. 
Écrivons  ce  logarithme  de  la  manière  suivante 

—  2  -|-  1  —  0,44^0623  =  —  2  -f-  0,5519077, 

ou  plus  simplement 

2,5519377. 

Sous  cette  forme,  le  logarithme  a  sa  partie  décimale  positive; 
le  signe  — ,  placé  au-dessus  de  la  partie  entière,  indique 
que  la  caractéristique  seule  est  négative.  La  caractéristique 
négative  du  logarithme  d'un  nombre  décimal  plus  petit  que 
Vunité  est  égale  au  rang  dupremier  chiffre  significatif,  à  partir 
de  la  virgule.  En  effet,  soit  m  le  rang  du  premier  chiffre  si- 
gnificatif à  partir  de  la  virgule  dans  le  nombre  proposé  y; 
le  produit  y  X  iom  étant  compris  entre  1  et  10,  son  loga- 
rithme a  zéro  pour  caractéristique,  avec  une  partie  décimale 
positive;  pour  fevenir  au  nombre  y,  il  faut  diviser  par  iow, 
c'est-à-dire  retrancher  m  du  logarithme  ;  le  logarithme  de  y 

aura  donc  une  caractéristique  négative  m,  suivie  d'une  par- 
tie décimale  positive. 


LOGARITHMES.  133 

Dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage  (livre  IV,  ch.  m), 
nous  avons  expliqué  l'usage  des  tables  de  Callet.  Nous  nous 
sommes  occupés  aussi  des  questions  relatives  aux  intérêts 
composés  et  aux  annuités.  Nous  y  renvoyons  le  lecteur. 

Résolution  des  équations  exponentielles. 

110.  On  appelle  équation  exponentielle  une  équation  de  la 
forme 

a*=b, 

dans  laquelle  a  et  b  sont  deux  quantités  positives  données, 
l'exposant  x  l'inconnue  qui  doit  vérifier  l'égalité.  Il  est  facile 
de  résoudre  une  semblable  équation  au  moyen  des  loga- 
rithmes. Si  Ton  prend  les  logarithmes  des  deux  membres, 
on  a 

a?loga  =  logé; 
d'où 

loga 
On  obtient  ainsi  la  valeur  de  l'inconnue. 

Exemples* 

!•  7*=ia54, 

logia54_  5,0982975       «flfw,^ 
log  7         0,84509804  "' 

2°  3X  =  0,462 

log  0,462 

X  =  —2 —  =  —  O.702878. 

log  3 
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On  peut  encore  résoudre  des  équations  exponentielles  plus 
compliquées  que  la  précédente.  Soit  l'équation 

dans  laquelle  le  premier  membre  signifie  que  le  nombre  a 
est  élevé  à  une  puissance  marquée  par  b*,  les  trois  lettres 
a,  6,  c  désignant  d'ailleurs  des  nombres  positifs  donnés.  En 
prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  a 

é*Xloga  =  logc, 
d'où 

loga 

On  est  ramené  ainsi  à  l'équation  exponentielle  ordinaire. 
Pour  que  la  question  soit  possible,  il  faut  que  les  nombres  a 
et'c  soient  tous  deux  plus  grands  ou  tous  deux  plus  petits 
que  un,  afin  que  le  second  membre  ait  une  valoir  positive. 
Si  l'on  prend  une  seconde  fois  les  logarithmes,  on  a 

x  log  b  =  log  log  c —  logloga; 
d'où 

_  log  log  g  —  log  log  a 

~*  log  A 


LIVRE    V. 


DÉRIVÉES. 


CHAPITRE  PREMIER. 


DÉRIVÉES. 


!H.  Lorsque  deux  quantités  variabfes  x  et  y  sont  liées 
Tune  à  l'autre,  de  telle  sorte  que  la  variation  de  Tune  en- 
traîne la  variation  de  l'autre,  on  dit  que  ces  deux  quantités 
sont  fonctions  Tune  de  l'autre.  Si  l'on  regarde  y  comme  une 
fonction  dex9  on  indique  cette  liaison  par  lesymboley=/'(ar). 
Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que,  lorsque  la  variable  x 
varie  d'une  manière  continue  entre  certaines  limites,  la 
fonction  y  varie  aussi  d'une  manière  continue.  A  une  va- 
riation très-petite  h  de  la  variable  correspond  une  variation 

très-petite  k  de  la  fonction  ;  quand  la  première  variation 
tend  vers  zéro,  la  seconde  tend  aussi  vers  zéro.  En  général, 

k 

le  rapport  t  de  la  variation  de  la  fonction  à  la  variation  de 

Invariable  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée;  cette 
limite  est  ce  qu'on  appelle  la  dérivée  de  la  fonction  proposée. 
La  dérivée  est  une  nouvelle  fonction  de  x  que  nous  repré- 
senterons par  le  symbole  \f  ou  f(x). 
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En  mathématiques,  on  donne  le  nom  d'accroissements  aux 
variations  très-petites  des  grandeurs  continues,  que  ces  yar 
riations  soient  positives  ou  négatives. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  y  =  x*.  Si  l'on 
donne  à  la  variable  x  l'accroissement  A,  la  fonction  devient 

(*-f  A^^  +  axA  +  A1; 

elle  éprouve  la  variation  ou  l'accroissement 

*  =  (*  +  *)»  —  x*  =  *xh  +  A1; 

on  peut  rendre  h  assez  petit  pour  que  chacun  des  termes 
ixh  et  AB,  et  par  conséquent  leur  somme  A,  ait  une  valeur 
aussi  petite  qu'on  veut  ;  ainsi  la  fonction  y  varie  d'une  ma- 
nière continue  avec  x.  En  divisant  par  A,  on  a 

-  =  ax  +  A. 

k 
Quand  on  fait  tendre  A  vers  zéro,  le  rapport  y  de  l'accroisse- 
ment de  la  fonction  à  l'accroissement  de  la  variable  tend 
vers  la  limite  zx;  on  en  conclut  que  la  fonction  proposée  ad- 
met une  dérivée  j/=%x. 

112.  Considérons  encore  la  fonction  plus  générale  y = axm> 
dans  laquelle  l'exposant  m  est  entier  et  positif,  et  le  coeffi- 
cient a  constant.  Si  l'on  donne  i  la  variable  x  l'accroisse- 
ment A,  la  fonction  devient 

a(x-\-h)m —cuxf*-] —  ar^A-l — - -axm-,A'-f- -f-aAm; 

elle  éprouve  l'accroissement 

k=a(x-\-  h)m-  axm=maa^-1A+m^m"~l  'aa^-'AM- 4-ahm: 

1.2 
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H7 


on  peut  rendre  h  assez  petit  pour  que  cliacun  des  termes  du 
second  membre,  et  par  conséquent  leur  somme  A,  ait  une 
valeur  aussi  petite  qu'on  veut;  ainsi  la  fonction  y  varie  d'une 
manière  continue  avec  x.  En  divisant  par  h,  on  a 


h 


m(m  —  1) 


1  .  2 


aa?m-îA  + +  ah 


m-l 


Quand  on  fait  tendre  À  vers  zéro,  tous  les  termes  du  second 

membre,  à  partir  du  second,  tendent  vers  zéro;  comme  ils 

sont  eu  nombre  Uni,  leur  somme  tend  aussi  vers  zéro.  Le 

k 
rapport  -r  tend  donc  vers  la  limite  maa?*~l  ;  on  en  conclut 

que  la  fonction  proposée  admet  une  dérivée  %f  =  wwM?m-,. 
Ainsi,  on  obtient  la  dérivée  de  la  fonction  atf*  en  multipliant 
cette  fonction  par  r exposant  de  x,  et  diminuant  ensuite  texpo- 
sant  (Tune  unité. 

113.  En  général,  les  fonctions  continues  admettent  des  dé- 
rivées ;  à  cette  propriété  analytique  des  fonctions  continues 
correspond  la  propriété  géométrique  des  courbes  qui  les  re- 
présentent d'admettre  une  tangente  en  cliacun  de  leurs 

points. 
Soit  y  =  f(x)  la  fonction  proposée.  Traçons  dans  un  plan 

deux  droites  fixes  OX  et 
OT,  l'une  horizontale,  l'au- 
tre verticale;  à  partir  du 
point  0  portons  sur  la  pre- 
mière une  longueur  OP 
égale  à  une  valeur  quel- 
conque de  la  variable  x;  au 
point  P  élevons  une  perpen- 

diculairesur  laquelle  nous  prendrons  une  longueur  PM  égale 
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à  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  y,  et  opérons  de 
même  pour  chaque  valeur  de  x  ;  la  fonction  étant  continue, 
le  lieu  des  points  M  ainsi  obtenus  formera  une  courbe  qui 
représentera  la  marche  de  la  fonction.  Afin  d'étendre  ce 
mode  de  représentation  à  toutes  les  valeurs,  on  convient  de 
porter  les  valeurs  positives  de  a:  à  droite  du  point  0,  les  va- 
leurs négatives  à  gauche;  et,  de  même,  on  porte  la  valeur 
de  y  sur  la  perpendiculaire,  au-dessus  si  elle  est  positive,  au- 
dessous  si  elle  est  négative. 

Cela  posé,  donnons  à  la  variable  x  un  accroissement 
PP'=A,  la  fonction  éprouvera  un  accroissement  *  représenté 
par  la  différence  M'D  entre  les  deux  perpendiculaires  ou  or- 
données  voisines  MP  et  M'P*.  Traçons  la  sécante  MM';  dans 

le  triangle  rectangle  MMD,  le  rapport  v  est  égal  à  la  tan- 
gente de  l'angle  M'MD  ou  de  l'angle  p  que  fait  cette  sécante 
avec  l'axe  horizontal  OX.  Faisons  maintenant  diminuer  l'ac- 
croissement h  jusqu'à  zéro,  le  point  M' se  rapprochera  indé- 
finiment du  point  M  ;  si  la  fonction  f(x)  admet  une  dérivée, 

c'est-à-dire  si  le  rapport  7  tend  vers  une  limite  f(x)9  l'angle  p 

tendra  vers  un  angle  limite  «  défini  par  l'équation 

tsiïg*  =  f[x)9 

et  la  sécante  MM',  tournant  autour  du  point  M,  tendra  vers 
la  droite  MT  qui  fait  avec  l'axe  horizontal  OX  l'angle  «  ; 
cette  position  limite  MT  de  la  sécante  est  ce  qu'on  appelle 
la  tangente  à  la  courbe  au  point  M. 

114.  Nous  avons  appelé  dérivée  d'une  fonction  continue 
y=f{x)  la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction 
à  l'accroissement  de  la  variable,  quand  ces  deux  accroisse- 
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ments  tendent  vers  zéro.  Cette  dérivée  tf=f{x)  est  une  nou- 
velle fonction  continue  de  x,  qui  admet  une  dérivée;  cette 
dérivée  de  la  première  dérivée  est  la  seconde  dérivée  de  la 
fonction  proposée  ;  nous  la  représenterons  par  le  symbole  y" 
ou  /*(ar).  Laseconde  dérivée  if=fm(z)  est  une  nouvelle  fonc- 
tion continue  de  x  ;  sa  dérivée  est  la  troisième  dérivée  de  la 
fonction  proposée;  nous  la  représenterons  par  y"  ou  f"'(x). 
En  continuant  de  cette  manière,  on  obtient  les  dérivées  des 
différents  ordres  de  la  fonction  proposée. 

Dérivée  d'une  somme. 

115.  Soient  u,  v,  w  diverses  fonctions  continues  de  la  va- 
riable x.  Nous  supposons  que  ces  fonctions  ont  des  dérivées 
que  nous  convenons  de  représenter  par  les  notations  u\  v'>  u/, 
accentuant  simplement  les  lettres  qui  désignent  les  fonc- 
tions. Désignons  par  le  symbole  A#  l'accroissement  que  Ton 
donne  à  la  variable  x,  et  par  Au,  Av,  ôlw  les  accroissements 
ou  variations  qui  en  résultent  pour  les  fonctions  u,  v,  w. 

La  somme  algébrique 

y  =  u-\-v  —  w 

des  fonctions  proposées  est  une  nouvelle  fonction  de  la  va- 
riable xl  En  désignant  par  Ay  la  variation  qu'éprouve  cette 
fonction,  on  a  évidemment 

Ay  =  Au  -f-  Av  —  A  w. 

Chacune  des  fonctions  u,  v,w  étant  continue,  on  peut  attri- 
buer à  la  variable  x  un  accroissement  A#  assez  petit  pour 
que  chacun  des  accroissements  Au,  Au,  Au;,  et  par  consé- 
quent leur  somme  Ay,  ait  une  \aleur  aussi  petite  qu'on  veut  ; 
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ainsi  la  nouvelle  fonction  y  varie  aussi  d'une  manière  conti- 
nue avec  x. 
Si  Ton  divise  tous  les  termes  par  àx,  il  vient 

Ay      Au  .  àv      àw 

\X        ùkX         Ay         fax  ' 

Supposons  maintenant  que  l'accroissement  Ax  de  la  variable 
tende  vers  zéro,  les  accroissements  correspondants  Au,  A», 
A»,  Ay  des  fonctions  tendront  aussi  vers  zéro;  le  rapport 

—  tendra  vers  une  limite  qui,  par  définition,  est  la  dérivée 
Sx 

de  la  fonction  u,  dérivée  que  nous  représenterons  par  u';  les 
rapports  —  >  —  tendront  de  même  vers  des  limites  qui  sont 
les  dérivées  des  fonctions  v  et  w;  on  en  'jonclut  que  le  rap- 
port-retend  aussi  vers  une  limite  ég^e  à  u'-f-t/ — w'\  la 

UkX 

fonction  y  admet  donc  une  dérivée,  ef.Ton  a 

y'  =  u'-fV — «^ 

Ainsi,  la  dérivée  (Tune  somme  algébrique  est  la  somme  des  déri- 
vées des  diverses  fonctions  qui  la  composent* 

Dérivée  d'une  fonction  entière. 

116.  Toute  fonction  entière  du  degré  m  est  de  la  forme 
/(*)  =  A0*~  +  ArT-1  + +Am_1*  +  Aro. 

C'est  la  somme  algébrique  des  termes  qui  la  composent;  cha- 
cun des  termes  étant  une  fonction  continue  de  x  ayant  une 
dérivée,  leur  somme,  d'après  le  théorème  précédent,  est  aussi 
une  fonction  continue  de  x%  admettant  une  dérivée,  et  cette 
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dérivée  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  des  différents  ter- 
mes. Nous  avons  vu  (n°  112)  que,  pour  trouver  la  dérivée  de 
la  fonction  entière  élémentaire  ar"1,  il  faut  multiplier  par 
l'exposant  de  x  et  diminuer  ensuite  cet  exposant  d'une  unité  : 
en  appliquant  cette  règle  à  chacun  des  termes  du  polynôme, 
on  a 

f(x)=mkjf»-1  +(m—  i)kla^-%  + +  A^f 

Le  degré  de  chaque  terme  Rabaissant  d'une  unité,  la  dérivée 
est  une  fonction  entière  du  degré  m —  1.  Le  terme  constant 
AM  n'entre  pas  dans  la  dérivée,  et,  en  effet,  quand  x  varie, 

l'accroissement  k  de  la  constante  étant  nul,  on  a  r=  o,  et  la 

dérivée  est  nulle. 

En  prenant  la  dérivée  de  cette  première  dérivée,  on  obtient 
la  seconde  dérivée  du  polynôme  proposé 

P(x)=m(m — i)k9af*-*-\-(m — 0(m — a)A1a^-3+....  +  aAw_1; 

c'est  une  fonction  entière  du  degré  wi— a. 
La  troisième  dérivée,  ou  la  dérivée  de  la  seconde  dérivée, 

f*(x)  =  m{m — i)(ro —  a)A0af-8-f- 

est  du  degré  m — 3,  et  ainsi  de  suite,  chaque  opération  dimi- 
nuant le  degré  d'une  unité. 

La  dérivée  de  l'ordre  m  est  du  degré  zéro  ;  c'est  une  con- 
stante. Les  dérivées  suivantes  sont  nulles.  Ainsi  un  polynôme 
du  degré  m  a  m  dérivées. 

Exemple. 

f(x)  =  x*  +  5x*  —  ?x-\-6. 
En  appliquant  la  règle  énoncée  plus  haut,  on  obtient  les 
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dérivées  successives 

f'(x)  =  3#2  -\-\ox  —  7, 
f*(x)  =  6x  -j-  io, 

n*)=6. 

Il  est  i  remarquer  que  le  terme  constant  du  polynôme 
proposé  n'entre  pas  dans  la  dérivée  ;  que  les  deux  derniers 
termes  .n'entrent  pas  dans  la  seconde  dérivée,  etc.  Le  pre- 
mier terme  entre  seul  dans  la  dernière  dérivée. 


Développement  (Tune  fonction  entière  f  (x)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  h  quand  on  remplace  h  par  x  -}-  /*• 

117.  Si  dans  la  fonction  entière 

/*(x)  =  A0x-  +  A1x-4+Aix—  + +  Am_1*  +  Aw, 

on  remplace  la  variable  x  par  x-}- A,  il  vient 

fl*+A)=A,(*+A)"+A1(*+A)~»  +  Ai(H-A)"-,+ 

+A^,(ar  +  A)  +  AM; 

en  développant  chaque  terme  suivant  la  loi  du  binôme,  on  a 


-1-mÀt*"-1 

*-Hm-2)A1x"-» 

+A.-t* 
+A. 

+A.-I 

+m(m-i)Àix*-f 


A 
î 

-K"«-0(OT-î)Al*■", 

+<m-2)(m-3)A,a:— « 


A«  A« 

— -fw..-hw{»i-l)...2.I.A0  — 


Dans  la  première  colonne  verticale  nous  retrouvons  le 
polynôme  proposé  f(x).  Dans  la  seconde  colonne,  qui  con- 
tient A  en  facteur,  nous  trouvons  la  première  dérivée  /"(x); 
et  en  effet  on  voit,  d'après  la  règle  du  binôme,  que  Ton 
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obtient  ce  second  polynôme  en  multipliant  chacun  des  ter- 
mes du  polynôme  proposé  par  l'exposant  de  x  et  diminuant 
cet  exposé  d'une  unité.  Le  polynôme  écrit  dans  la  troisième 

Af 
colonne,  et  qui  contient  —  en  facteur,  se  déduit  du  précé- 

■ 

dent  suivant  la  même  loi;  c'est  la  dérivée  de  la  première 

dérivée,  ou  la  seconde  dérivée  f(x)  du  polynôme  proposé. 

A* 
Le  polynôme  suivant,  coefficient  de -  >  est  la  troisième 

dérivée  /"(#),  et  ainsi  de  suite.  Enfin,  dans  le  dernier  terme, 

Am 

le  coefficient  de est  la  dérivée  d'ordre  m.  Le  déve- 

î.a m 

loppementde/^ar-f-A)  suivant  les  puissances  croissantes  de  A 

s'écrira  donc 

rt«+A)=rt*)+n*)£+r(«)£+r  (*)-t-;+ 

i  1.2  i . a.o 

+/t",(*)r 


i .  a m 


Dérivée  dun  produit. 

118  Considérons  d'abord  le  produit  y=  uv  de  deux  fonc- 
tions continues  uetv  d'une  même  variable  x;  nous  suppo- 
sons  toujours  que  les  fonctions  u  et  v  ont  des  dérivées.  Si  l'en 
donne  i  la  variable  x  l'accroissement  Aar,  les  fonctions  u,  t>, 
y  éprouvent  des  accroissements  correspondants  Au,  Av,  Ay, 

et  l'on  a 

y  +  ty=(u  +  âku)(v+âkv), 

ou,  en  effectuant  la  multiplication  et  supprimant  dans  les 
deux  membres  les  quantités  égales  y  et  ut>, 

Ay  =  uAv  +  v\u  +  Au  X  A». 
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On  peut  rendre  l'accroissement  Ax  de  la  variable  assez  petit 
pour  que  les  accroissements  Au  et  Av,  et  par  conséquent  Ay, 
soient  aussi  petits  qu'on  veut  ;  ainsi  la  nouvelle  fonction  est 
aussi  une  fonction  continue  de  la  variable  x.  Divisons  tous 
les  termes  par  Ar,  il  vient 

Ay âkv         At*      Au 

Ax        èkx        Ax      ùlx 

Si  l'accroissement  Aar  de  la  variable  x  tend  vers  zéro,  les 

rapports  —  >  —  >  tendent  vers  des  limites  qui  sont  les  déri- 

(\X      (\X 

vées  u',  v'  des  fonctions  u,  v  ;  le  troisième  terme  du  second 
membre  devient  nul,  parce  que  le  premier  facteur  —  tend 

AT 

vers  une  valeur  finie  uf,  tandis  que  le  second  facteur  tend 

vers  zéro.  On  en  conclut  que  le  rapport  r^  tend  lui-même 

vers  une  limite  égale  à  uv'-\-vu]  la  fonction  y  admet  donc 
une  dérivée,  et  Ton  a 

Ainsi,  la  dérivée  d'un  produit  de  deux  facteur*  égale  le  premier 
facteur  multiplié  par  la  dérivée  du  second,  plus  le  second  multi- 
plié par  la  dérivée  du  premier. 

Lorsqu'une  fonction  est  multipliée  par  un  facteur  con- 
stant a,  il  est  clair  que  sa  dérivée  est  multipliée  par  le 
même  facteur.  Soit  y=au;  on  a  évidemment  Ay=aAu,  et 

par  suite -^  =  a  —  ;  on  en  déduit  y'=au*. 

119.  Considérons  maintenant  le  produit  y  =  uvw  de  trois 
fonctions  continues  et  admettant  des  dérivées.  Si  l'on  regarde 
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le  produit  uv  des  deux  premières  fonctions  comme  ne  formant 
qu'un  seul  facteur,  la  nouvelle  fonction  y,  d'après  le  théo- 
rème précédent,  sera  aussi  continue  et  admettra  une  déri- 
vée 

jf  =  (uv)wf  +  w(uv)'. 

Si  Ton  développe  la  dérivée  (uv)'  du  produit  uv,  il  vient 

\f  =  uvw'  +  w(uv'  +  vu!) 
ou 

xf = uvw'  -f-  uwv'  -}-  vwu*. 

Ainsi,  la  dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  à 
la  somme  des  produits  que  ton  obtient  en  multipliant  la  dérivée 
de  chaque  facteur  par  le  produit  de  tous  les  autres* 

Exemples. 

y'=(ax — 5)  (&r-f-7)  +  (4#9  +  7# — 3)2  =  24#* — i2# — 4*» 

2°  y =x*(x*  +  0  @x —  0> 

t/=x*{x*  + 1)5 +x»(3*— 1)2*+ {x*  + 1)  (3x—  i)3x* 

2=  iSx* — 5ar*  + 1 20:* — 3j?f . 

Dérivée  <Fun  quotient. 

120.  Soit  le  quotient  y=-de  deux  fonctions  continues  et 
admettant  des  dérivées.  On  a 


y+Ay  = 


t>-J-Av 


j46  LIVRE   V,   CHAP.   I. 

ftt  par  suite 

ti-j-^M      u vâku — t*Ae> 

v  -\-  bv       v        v(v  -f-  At>) 

On  peut  rendre  \x  assez  petit  pour  que  At*  et  At>  et  par  con- 
séquent Ay  soient  aussi  petits  qu'on  veut  ;  ainsi  la  nouvelle 
fonction  y  varie  aussi  d'une  manière  continue  avec  x.  Si  l'on 
divise  par  àx7  il  vient 

Au        ôlv 
v u — 

Ay         ùkx        ûlx 

•^— —  ^^^  -^— ^—  ■  • 

Ax         v(v  -}-  Ay) 
Quand  Aa:  tend  vers  zéro,  les  rapports  —  >  7-  tendent  vers 

CkX      CkX 

des  limites  qui  sont  les  dérivées  u'  et  v'  des  fonctions  « 
et  v;  d'ailleurs  le  dénominateur  a  pour  limite  v*;  on  en 

conclut  que  le  rapport  --^  tend  vers  une  limite  égale  à 

me 

r — ;  la  fonction  y  admet  donc  une  dérivée,  et  l'on  a 

v 

,      vu'  —  uvf 

Ainsi,  la  dérivée  d'un  quotient  égale  le  dénominateur  multiplié 
par  la  dérivée  du  numérateur,  moins  le  numérateur  multiplié 
par  la  dérivée  du  dénominateur,  cette  différence  étant  divisée 
par  le  carré  du  dénominateur. 

Exemples. 

, X  -f-  1 (X — l) 2 
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X*  —  1 

,_(x*  —  î)  (îox— 3)  — (Sg'  —  fo-f  4)ag       5s»  — i8.r-}-5 


(*■— i)f  (*f  — 0 


a*  — x' 


3°  y~  a'  +  a'x'+x4' 

, —  2J?(a*  -f- a,#*  4~  ^4)  —  (a* — **)  0*a*x + 4x') 

y==  (a4  +  a***  +  x')8 

ax  (x4 — aa'x2 — aa4) 
~    (x^a'x'+a4)* 


Dérivée  d'une  puissance. 

121.  Nous  avons  déjà  trouvé  (n°H2)  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion y  =  x"1,  quand  l'exposant  est  entier  et  positif;  cette  dé- 
rivée est  y'=»nxm-1.  Nous  verrons  que  la  môme  règle  s'étend 
à  un  exposant  quelconque. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'exposant  m  est  de  la 

!  i 

forme  -,  n  étant  un  nombre  entier  positif.  On  ay=^,  et 

par  suite  x  =  y*  ;  x  est  une  fonction  entière  de  y  ;  la  fonction 
proposée  y  de  x  doit  être  regardée  comme  la  fonction  inverse 
de  celle-ci.  A  une  série  de  valeurs  très-voisines  de  y  corres- 
pondent des  valeurs  très-voisines  de  x;  réciproquement  à  ces 
valeurs  très-voisines  de  x,  nous  faisons  correspondre  la  série 
des  valeurs  données  primitivement  à  y  ;  de  cette  manière,  y 
est  une  fonction  continue  de  x.  Il  est  facile  de  trouver  la  dé- 
rivée de  la  fonction  inverse,  au  moyen  de  la  dérivée  de  la 
fonction  directe  ;  on  a  en  effet 

ÙkX      /Ax\* 
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le  rapport  —  a  pour  limite  la  dérivée  de  la  fonction  entière 

if 

Ay 
x=yn,  c'est-à-dire  ntf*-1  ;  le'rapport  -^-  tend  donc  vers  une 


àx 

i  i 

limite  égale  à  —^  ;  Bi  Ton  remplace  y  par  x*9  cette  expres- 

i    i-i  i 

6ion  devient  -x*     .  Ainsi,  la  fonction  irrationnelle  y=x* 

i   i-i 
admet  une  dérivée  tf = -  a?    =  ma?*-1 . 

n 

122.  Supposons  maintenant  que  l'exposant  m  soit  de  la 

p  l  - 

forme  -.  Si  l'on  pose  ti=j^,  la  fonction  proposée  y=x" 

devient  y  =  W  ;  c'est  une  fonction  entière  de  la  quantité  ti, 

qui  est  elle-même  une  fonction  irrationnelle  de  la  variable  x, 

de  la  forme  considérée  précédemment.  Quand  on  donne  à  x 

un  accroissement  très-petit  Ax,  u  éprouve  un  accroissement 

très-petit  Ati,  et  par  suite  y  un  accroissement  très-petit  Ay  ; 
ainsi  y  est  une  fonction  continue  de  x.  On  a 

Ay  =  AyxAw 

Ax      Au      Ax 

Au  r  - 

Le  rapport  —  a  pour  limite  la  dérivée  de  la  fonction  u=x% 

t^X 

c'est-à-dire  -  x*    ;  le  rapport  -~  a  pour  limite  la  dérivée  de 

la  fonction  y=tip,  dans  laquelle  on  regarde  u  comme  la  va- 
riable indépendante,  Cest-à-dire/n**-1.  On  en  conclut  que  le 

rapport  -^  tend  lui-même  vers  une  limite  égale 


Ax 


pu*-1  X  -  x* 
r  n 


DÉRIVÉES.  {49 

Si  l'on  remplace  u  par  sa  valeur  s»,  cette  expression  devient 

»    £-1  £ 

-a?1    .  Ainsi,  la  fonction  proposée  y=afl  de  la  variable  x 

admet  une  dérivée 


•   i/=l-aï*     =  mxmr~i . 
9      n 


123.  Supposons  enfin  l'exposant  m  négatif,  et  soit  m=—nt 
n  étant  un  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire.  On  a 

en  appliquant  la  règle  du  quotient,  on  obtient  la  dérivée 

—  tuxf>r~i 

La  même  règle,  comme  on  le  voit,  s'applique  a  tous  les 
exposants. 

Exemples. 


4»         y  =  vîë=tfïf 


,      1    -i  1 

y     3  s^? 


124.  Considérons  maintenant  la  fonction  y  =  um  que  Ton 
obtient  en  élevant  à  une  puissance  quelconque  m  une  fonc- 
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tion  continue  u  de  la  variable  x  et  admettant  une  dérivée. 
Quand  on  donne  à  la  variable  x  un  accroissement  très-petit 
àxf  u  éprouve  un  accroissement  très-petit  Au,  et  par  suite  y 
un  accroissement  très-petit  Ay  ;  ainsi  y  est  une  fonction  con- 
tinue de  x.  On  a 

Ay Ay      au 

àx      au      àx 

Le  rapport  —  a  pour  limite  la  dérivée  u'  de  la  fonction  u; 

OLE 

le  rapport  -^  a  pour  limite  la  dérivée  de  la  fonction  y =t*w, 

dans  laquelle  on  regarde  u  comme  la  variable  indépendante, 

•  Ay 

c'est-à-dire  mumr-i.  On  en  conclut  que  le  rapport  -p-  tend 

t^X 

lui-même  vers  une  limite  égale  i  mu"*-1  X  t/,  et  par  consé- 
quent que  y,  considérée  comme  une  fonction  de  x,  admet  une 
dérivée 

Ainsi,  on  obtient  la  dérivée  de  la  puissance  d'une  fonction  en 
multipliant  par  l 'exposant ,  diminuant  r exposant  d'une  unité,  et 
multipliant  le  résultat  par  la  dérivée  de  cette  fonction. 

Corollaire.  La  dérivée  d'une  racine  carrée  égale  la  dérivée 
de  la  fonction  placée  sous  le  signe  radical  divisée  par  deux  fois  le 
radical;  car,  en  appliquant  la  règle  précédente  à  la  fonction 


,—       i 


yracy/w  —  «S 

on  a 


a 


a  a  -fi 
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Exemples. 


1°  y  =  V^ax*  —  4**  +  5,       y'  = 


Or8  -  Kx 


a  y  ax*  —  4x*  +  5 


2d  y  =  x  (a*  +  xf  )  ^a%  —  xf , 

y/a» -a?1         y^8-** 
3°  y=(a+tem)n, 

y* = n  (a  +  éx"1)*-1  mte"*-1  =  mnAx"1-1  (a  +  bx")1^1 ■ 
b  c        d  -i         -i 

yx*     xyx 

y=--=*x     -t-^cx  ,-adirï  = =  +  — — . 

3  3  3xv/xa     W*    *' 


5°  v  = 


y'=?(a-4x~U(c»-x»)"V'x(^ 

Dérivée  de  la  fonction  exponentielle. 
125.  Nous  avons  vu  (n°  97)  que  la  fonction  exponentielle 

dans  laquelle  a  est  un  nombre  positif  constant,  varie  d'une 
manière  continue  avec  x.  Si  Ton  donne  i  la  variable  x  l'ac- 
croissement A,  la  fonction  éprouve  un  accroissement 

A  sa*** — a*=a*(ak  —  1), 
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et  le  rapport  des  deux  accroissements  est 

.k         ah  —  i 
7i 


T  =  ax 


Lorsque  A  est  très-petit,  la  différence  ah  —  1  est  très -petite; 
posons  donc 

ah  —  i  =  a, 
d'où 

et,  en  prenant  les  logarithmes  népériens  des  deux  mem- 
bres, 

ÀLa  =  L(i  +  «)» 
L(i  +  a) 


h  = 


ha 


Remplaçons  h  par  sa  valeur,  l'expression  du  rapport  de- 
vient 

k            a  La              a'ha             a*La 
=  a* — — 


h  L(i-f  a)       i  t  /     i    \« 

-L(i  +  a)       L(i+a)a 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  a  tend  aussi  vers  zéro,  et  la  quan- 
tité  (i  +«)a  devient  égale  à  e  (n°  83);  mais  Le=  i  ;  le  rap- 
port  t  tend  donc  vers  une  limite  égale  à  a*La,  et  par  consé- 
quent la  fonction  proposée  admet  une  dérivée 

y'=a*La. 

Ainsi,  pour  avoir  la  dérivée  (tune  fonction  exponentielle,  il  suffit 

de  multiplier  cette  fonction  par  le  logarithme  népérien  de  la 
base. 

Considérons  en  particulier  la  fonction  exponentielle  y=e*; 
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puisque  Le  =  i,  on  a  y'  =  e\  Ainsi,  la  dérivée  de  la  fonction  e* 
est  cette  fonction  elle-même.  La  fonction  e*  jouit  delà  propriété 
caractéristique  de  se  reproduire  elle-même  par  la  dérivation. 

Dérivée  de  la  fonction  logarithmique. 

126.  La  fonction  y  =  log  x  est  l'inverse  de  la  fonction  ex- 
ponentielles =oy;  à  chaque  valeur  réelle  et  positive  de  x  cor- 
respond une  valeur  réelle  de  y,  et  une  seule,  et  quand  x  varie 
d'une  manière  continue,  y  varie  aussi  d'une  manière  continue. 
On  a  évidemment 

*y  _     *    . 

As        / Ax\ ' 
le  rapport  —  a  pour  limite  la  dérivée  de  la  fonction  expo- 

9 

nentielle  x—cf,  c'est-à-dire  ayLa;  le  rapport -^- tend  donc 

vers  une  limite  égale  à  -77- f  ou  plus  simplement  à  -^-. 

a  La  xua 

Ainsi,  la  fonction  proposée  y = log  a:  admet  une  dérivée 

*       sLa 
Dans  le  système  népérien,  la  fonction  y=Lx  admet  pour 

dérivée-- 

Dérivée  du  sinus. 

127.  On  a  défini  en  trigonométrie  les  fonctions  circulaires. 

La  fonction 

y  =  sin  x 
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Tarie  d'une  manière  continue  avec  Tare  x;  quand  x  croit  de 

X  X 

o  à  - ,  y  croit  de  o  à  i  ;  x  croissant  ensuite  de  -  à  x,  y  décroit 

de  i  à  o.  Lorsqu'on  donne  à  la  variable  x  un  accroissement 
A,  la  fonction  éprouve  un  accroissement 

*  =  si  n  (x  +  A)  —  sin  x. 

Si  Ton  transforme  en  produit  cette  différence  de  sinus,  on  a 

.   A       /       A< 


A=asin-cos  (*  +  -) 


et  par  suite 


A 

sin- 


-A=-rXcos(x  +  -). 


Quand  l'accroissement  A  de  la  variable  tend  vers  zéro,  le 

.    A 
sin-  . 

rapport  — r—  du  sinus  à  l'arc  -  tend  vers  l'unité,  tandis  que 

le  second  facteur  se  réduit  à  cos  x;  le  rapport  t  tend  donc 

vers  une  limite  égale  à  cos  x9  et  par  conséquent  la  fonction 
proposée  admet  une  dérivée 

y'  =  cosx. 

Ainsi,  la  dMvée  du  sinus  est  le  cosinus* 


Dérivée  du  cosinus. 

128.  La  fonction' 

y  =  cos  x 
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Tarie  aussi  d'une  manière  continue  avec  x.  On  a  de  la  même 


manière 


.    A  . 

—  a  sin  -  sin 


A_cos(x  +  A)  —  cosx__  a 


(•+ô 


h  h  à 

.h 
sin- 

a  .    /       h' 
sin 


h 

a 


/       h\ 


et  par  suite 


limT  = —  sin  x. 

n 


Ainsi,  la  dérivée  du  cosinus  est  le  sinus  pris  eh  signe  contraire. 

ë 

Au  moyen  de  ce  qui  précède,  on  obtient  aisément  les  déri- 
vées successives  du  sinus  et  du  cosinus  : 

y  =  sinx,  y  =  cosx, 

y'  =  cosx,  y'  =  —  sinx, 

y*  =  —  sinx,  yr  =  —  cosx, 

tf= — cosx,  tf=sinx, 

y*IV)  =  sinar,  ylyl  =  cosx, 


On  voit  que  les  dérivées  se  reproduisent  périodiquement  de 
quatre  en  quatre.  Après  deux  dérivations,  les  fonctions  sinx 
et  C06  x  se  reproduisent  avec  des  signes  contraires. 

Dérivées  de  la  tangente  et  de  la  sécante. 

1 29.  La  fonction 

y=tangx, 
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sin  x 
étant  égale  au  quotient  -    -  de  deux  fonctions  continues, 

COS  X 

qui  ont  des  dérivées,  admet  aussi  une  dérivée  que  l'on  ob- 
tiendra d'après  la  règle  du  n*  120  ;  on  a  ainsi 

cos*a:  +  sinfa:_     i 
y—        cosfa?        ""cos'ar" 

De  même  la  cotangente 

cosx 
y  =  cotar=-: — 
9  sina? 


a  pour  dérivée 


y  sin'x 


La  sécante  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

y = séc  x  =2=  ^—  f 
9  cosar 

on  obtiendra  sa  dérivée  par  la  règle  des  quotients 

,      sinx 

u  = . 

9       cos*  X 

De  même  la  cosécante 

i 

y  =  cosecx=-r — 
9  sina? 

a  pour  dérivée 


#  cos# 

i/  ==— , 

9  sin1  a? 


Dérivées  des  fonctions  circulaires  inverses. 

130.  La  définition  des  fonctions  circulaires  inverses  exigs 
quelques  explications,  parce  qu'à  chaque  valeur  de  la  va- 
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riable  correspondent  une  infinité  d'arcs.  Considérons  d'abord 
la  fonction 

y  =  arctanga?. 

Pour  définir  la  fonction  d'une  manière  précise,  on  donne  la 
valeur  y9  de  l'arc  pour  une  valeur  particulière  x9  de  la  tan- 
gente. Quand  la  tangente  x  varie  d'une  manière  continue  à 
partir  de  x9 ,  l'un  des  arcs  correspondants  varie  d'une  ma- 
nière continue  à  partir  de  y0  ;  cet  arc  variable  est  la  fonction 
y.  Par  exemple,  si  l'on  suppose  que  y  s'annule  avec  x,  la 

fonction  y  variera  de  o  à  -|-  -,  quand  x  variera  de  o  4*  °ô, 

et  de  o  à ,  quand  x  variera  de  o  à  —  <x>. 

La  fonction  proposée  est  l'inverse  de  la  fonction  directe 

x=tangy. 

\x 
Nous  avons  vu  que  le  rapport  —  tend  vers  une  limite  égale 

A  1  1~ ,v_4.    :~— ,.— ~  m    +A*A     A~n*    VAiKi     iin/k    limita 


cosfy           rr               .    àkX 

égale  à  cos1  y,  et  l'on  a 

y' = cos1  y. 

Mais  on  sait  que 

t                i 

i     . 

J      i4-tang»y 

1+X»' 

on  en  conclut 

t/—     l     . 

y-i+x» 

131.  Soit  la  fonction  inverse 

y=arcsinx. 
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On  en  déduit 

ar— siny. 

Nous  avons  vu  que  le  rapport  —  tend  vers  une  limite  égale  à 

cosy  ;  le  rapport  inverse  ~  tend  donc  vers  une  limite  égale  à 

— — ,  et  Ton  a 
cosy 

y'=— • 

cosy 

Puisque  siny=a?,  on  a  cosy=±y/i — x*\  si  Ton  remplace 
cos  y  par  sa  valeur,  il  vient 


y/i-x1 

Il  faudra  mettre  devant  le  radical  le  signe  de  cos  y  ;  si  Tare 
se  termine  dans  le  premier  ou  dans  le  quatrième  quadrant, 
on  prendra  le  signe  +  ;  s'il  se  termine  dans  le  second  ou 
dans  le  troisième,  on  prendra  le  signe  -r-. 

122.  On  obtient  de  la  même  manière  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion inverse 

y  =  arc  cos  x* 
On  a,  en  effet, 

a?  =  cosy. 

Le  rapport  —  tendant  vers  une  limite  égale  à  —  sinyv  le 

rapport  inverse  -~  tend  vers  une  limite  égale  à : — .  On 

ûlx  siny 

a  donc 


smy     ±^^ 
Oa  mettra  devant  le  radical  le  signe  de  sin  y. 
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Résumé. 


133.  Nous  avons  trouvé  les  dérivées  des  fonctions  simples 
que  Ton  considère  ordinairement  en  mathématiques  ;  il  est 
nécessaire  de  les  apprendre  par  cœur;  le  tableau  suivant 
permet  de  les  embrasser  d'un  coup  d'œil. 

y  =  sm>  tf =  mxm~I,  m  étant  quelconque» 

y  =  a*,  tf=a?La, 

y=<r,  y'=e*, 

y  =  logx,  y'  =  -i-, 

y  =  Lx,  !/  =  -> 

x 

y  =  sinx,  yrzrcosx, 

y  =  cosx,  y'=— sinx, 

y=tangx,  y'  = 

y=arcsinx,  y'  = 

y  =  arccosx,  tf= 

y  =  arctangx,  ï=l+x* 

Dérivée  (Tune  fonction  de  fonction. 

m 

134.  A  l'aide  des  fonctions  simples  que  nous  venons  d'énu- 
mérer,  on  peut  former  une  infinité  de  fonctions  composées. 
Soit  y  une  fonction  f(u)  de  la  quantité  ut  qui  est  elle-même 
une  fonction  <p  (x)  de  la  variable  x;  par  l'intermédiaire  de  la 
variable  u,  y  pourra  être  considérée  comme  une  fonction 


cos'x* 

1 

ztyA- 

-x» 

—  i 

±v/i- 

■X* 

1 
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de  x;  c'est  ce  qu'on  appelle  une  fonction  de  fonction,  fsous 
supposons  que  u  est  une  fonction  continue  de  x  admettant 
une  dérivée  vC  ou  j  (x),  et  que  f[u)  est  une  fonction  continue 
de  ti  admettant  une  dérivée  /*(«)•  Si  l'on  donne  à  x  un  ac- 
croissement très-petit  Ax,  il  en  résulte  pour  u  un  accroisse- 
ment très-petit  Au,  et  par  suite  pour  y  un  accroissement 
très-petit  Ay  ;  ainsi  y  est  une  fonction  continue  de  la  varia- 
ble x.  On  a  évidemment 

Ay Ay     Ati 

Ax      Au      Ax" 

«  ft— —  i.  W  «.  *.,  1.  ^port  £ 

Ay 
tend  vers  la  limite  t/,  le  rapport  -^  tend  vers  la  limite 

/"(m)  ;  le  rapport  -^  tend  donc  vers  une  limite  égale  au  pro 

Ax 

duit  f(u)  X  u'  ;  on  en  conclut  que  y,  considérée  comme  fonc- 
tion de  x,  admet  une  dérivée 

Ainsi,  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  est  égaie  au  produit 
des  dérivées  des  fonctions  qui  la  composent. 
Nous  avons  eu  déjà  l'occasion  de  considérer  des  fonctions 

de  fonctions,  quand  nous  avons  cherché  la  dérivée  d'une 

p 

puissance  fractionnaire  y=x",  ou  d'une  puissance  y=tf 

d'une  fonction  de  x  (n#*  122  et  124)  ;  le  mode  de  raisonne- 
ment que  nous  avons  employé  alors  est  le  même  que  celui 
qui  nous  a  servi  pour  établir  le  théorème  général. 

135.  Ce  théorème  peut  être  généralisé  :  soit  y  une  fonc- 
tion F(v)  de  la  quantité  v,  qui  est  une  fonction  f(u)  de  la 
quantité  u}  qui  est  elle-même  une  fonction  <p(x)  de  la  va- 
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riable  x  ;  par  l'intermédiaire  des  quantités  v  et  «,  y  pourra 
être  considérée  comme  une  fonction  de  la  variable  x.  Nous 
supposons  que  les  fonctions  F(t>),  f(u),  <p(x)  sont  continues 
et  admettent  des  dérivées  F(r),  f(u)}  <p'(x).  Si  Ton  donne 
à  x  un  accroissement  très-petit  A#,  il  en  résulte  pour  u  un 
accroissement  très-petit  Au,  et  par  suite  pour  v  un  accroisse- 
ment très-petit  àv9  et  aussi  pour  y  un  accroissement  très- 
petit  Ay;  ainsi  y  est  une  fonction  continue  des.  On  a  évidem- 
ment 

Ay      Ay      Av      Au 

Ax      At;      Au      Ax" 

Quand  Aa?  tend  vers  zéro,  les  rapports  — ,  —  >  -^  tendent 

rr        A#    Au    Av 

respectivement  vers  des  limites  t/,  /*(u),  W(v);  le  rapport  ~ 

àx 

tend  donc  vers  une  limite  égale  au  produit  F(v)x/"(u)x«'. 

On  en  conclut  que  yf  considérée  comme  fonction  de  x,  admet 

une  dérivée 

13$.  Puisque  les  fonctions  simples  que  nous  avons  étu- 
diées ont  des  dérivées,  il  résulte  du  théorème  précédent 
que  les  fonctions  composées  que  l'on  formera  en  combinant 
ces  fonctions  simples  d'une  manière  quelconque  admettront 
aussi  des  dérivées.  En  voici  quelques  exemples. 

\*  y  =  sin  x%.  Qi  Von  yoee  u  =z x* ,  on  a,  y=s*inu,  et  Ton 
voit  que  y  est  une  fonction  de  fonction.  L'application  du 
théorème  donne 

y'=cosu  x  *t  =  *x cos x*. 

2#  y=e+*.  Si  Ton  pose  u=sinx,  on  a  encore  une  fono- 
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tion  de  fonction  y  =  ««,  qui  admet  pour  dérivée 

tf=é*  X  i/=cifal#  cosx. 

3*  y  ss  e^*".  Si  Ton  pose  u=x*3  v=  sin  t*,  on  a  une  fonc- 
tion de  fonction  y  =  «•  plus  compliquée  que  les  précédentes  ; 
le  même  théorème  donne 

t/=e9  .  cosu.  aar=axerin*t  cosa?\ 

4°  y=L(x+\7+x*).  En  posant  u=x-\-^i  -f  x* ,  on 
a  la  fonction  de  fonction  y=Lu,  qui  admet  pour  dérivée 

i        x 

'+  j 

y'  =  -Xu'= y     ^      = 

w  x  +  v/i+a?1      Vi+x* 

5*  y=x*.  En  remarquant  que.  d'après  la  définition  mime 
des  logarithmes,  on  a  identiquement  x  =  e1*,  on  pourra 
mettre  cette  fonction  sous  la  forme  y  =  exLa  ;  si  l'on  pose 
ii  =  xLx,  on  a  la  fonction  de  fonction  y =«",  qui  admet  pour 
dérivée 

tf  =  M=é*{\  +Lx)=x*{i  +  Lx). 

Par  l'habitude,  on  arrive  à  décomposer  les  fonctions  com- 
plexes par  la  pensée»  sans  employer  les  lettres  auxiliaires 
u  et  v. 

Exercices. 
Trouver  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

!•    y  =  arc8inar— v/i— a?1,      Rép.:y'=   .       *■■. 


VTZ 


X* 


V    y=tangx— cotx,  y'=  .  .  * — — , 
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3#    y  =  x(Lx — i),  i/=Lx. 

4°    y  =  é*(x  —  1),  tf=zxe*. 

5°    y=xsino:  +  cosx,  y'=a:costf. 

6°    y  = — Jpcosar+sin*,  y'=xsinar. 
i_  /x — 1\  .  1 

8»    y  =  L(*+V^»-i),  y'  =    .    '       . 


—\Zi—x* 


v= 


w 


/a  —  *e\ 


aV1 — ** 


±0w? —  a?1 


î 


12#    y=arcséc£,  y^= —  # 


CHAPITRE  IL 

ÉTUDE  DE  LA  VARIATION   DES  FONCTIONS. 

137.  Soit  f(x)  une  fonction  continue,  admettant  une  déri- 
vée f(x).  Nous  avons  appelé  dérivée  d'une  fonction  la  limite 
du  rapport  de  l'accroissement  k  de  la  fonction  à  l'accroisse- 
ment A  de  la  variable,  quand  ces  accroissements  tendent  vers 

zéro. 

k 
Lorsque  À  est  très-petit,  le  rapport  ?  diffère  très-peu  de  sa 

limite;  on  a  donc 
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d'où 

t  étant  une  quantité  très-petite  qui  s'annule  avec  A.  Quand 
la  dérivée  f(x)  n'est  pas  nulle,  on  peut  déterminer  une 
quantité  positive  a  telle  que,  si  Ton  attribue  à  A  une  valeur 
positive  quelconque  inférieure  à  a,  la  quantité  «  soit  moindre 
que  f(x)  en  valeur  absolue.  C'est  alors  la  quantité  f(x)  qui 
donne  son  signe  à  la  quantité  placée  entre  parenthèses  ;  A 
étant  positive,  il  en  résulte  que  la  variation  k  de  la  fonction  a 
le  signe  de  la  dérivée  f{x).  Si  la  dérivée  est  positive,  k  est 
positive,  et,  par  suite,  pour  toute  valeur  de  A  inférieure  à  «, 
f{x-\-h)  est  plus  grande  que  f(x).  Si  la  dérivée  est  négative,  k 
est  négative  et  par  suite  f(x-\-h)  plus  petite  que  f(x).  Ainsi, 
quand  la  variable  croit  à  partir  d'une  valeur  x,  si  pour  cette  va- 
leur la  dérivée  est  positive,  la  fonction  commence  par  croître; 
si  la  dérivée  est  négative,  la  fonction  commence  par  décroître. 

Supposons  maintenant  que  la  dérivée  d'une  fonction  reste 
positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x9  et 
xn  la  quantité  x,  étant  plus  grande  quex0  ;  il  est  évident, 
d'après  ce  qui  précède,  que  si  x  croît  de  x#  à  x,,  la  fonction 
ira  en  croissant  dans  tout  cet  intervalle.  Au  contraire,  si  la 
dérivée  est  négative  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  x0  et  xt}  la  fonction  ira  en  décroissant. 

Cette  proposition  subsiste,  même  quand  la  dérivée  s'annule 
dans  l'intervalle  de  x9  à  xt;  il  suffit  qu'elle  ne  change  pas  de 
signe.  Supposons,  par  exemple,  que  la  dérivée,  restant  posi- 
tive de  xQ  à  xl9  s'annule  pour  une  valeur  intermédiaire  a  ; 
appelons  a  une  quantité  positive  très-petite;  quand  x  varie 
de  x9  à  a  —  «,  la  dérivée  étant  positive,  la  fonction  croit  ; 
*  variant  ensuite  de  a  4-  *  à  xt,  et  la  dérivée  restant  positive, 
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la  fonction  croit  encore;  comme  l'intervalle  aa  est  aussi  pe- 
tit qu'on  veut  et  que  la  fonction  est  continue,  on  en  conclut 
que  la  fonction  va  sans  cesse  en  croissant,  quand  x  croit  de 

<Z>  q  21  X  |  • 

138.  Lorsqu'une  fonction,  après  avoir  augmenté,  décroît 
ensuite,  elle  passe  par  un  maximum,  c'est-à-dire  par  une  va- 
leur plus  grande  que  les  valeurs  voisines.  Au  contraire, 
lorsqu'une  fonction,  après  avoir  diminué,  croit  ensuite,  elle 
passe  par  un  minimum,  c'est-à-dire  par  une  valeur  plus  petite 
que  les  valeurs  voisines. 

Dans  le  premier  cas,  la  fonction  commençant  par  croître, 
la  dérivée  est  d'abord  positive  ;  la  fonction  décroissant  en- 
suite, la  dérivée  devient  négative.  Ainsi,  quand  la  fonction 
passe  par  un  maximum,  la  dérivée  change  de  signe,  de  posi- 
tive devenant  négative. 

Dans  le  second  cas,  la  fonction  commençant  par  décroître, 
la  dérivée  est  d'abord  négative  ;  la  fonction  croissant  en- 
suite, la  dérivée  devient  positive.  Ainsi,  quand  la  fonction 
passe  par  un  minimum,  la  dérivée  change  de  signe,  de  néga- 
tive devenant  positive. 

Les  réciproques  sont  vraies  :  lorsque  la  dérivée  change  de 
signe,  la  fonction  passe  par  un  maximum  ou  par  un  mi- 
nimum. Si  la  dérivée  de  positive  devient  négative,  la  fonc- 
tion, croissant  d'abord  pour  décroître  ensuite,  passe  par  un 
maximum.  Si  la  dérivée  de  négative  devient  positive,  la 
fonction,  décroissant  d'abord  pour  croître  ensuite,  passe  par 
un  minimum. 

Ordinairement,  la  dérivée  d'une  fonction  continue  est 
aussi  finie  et  continue;  elle  change  de  signe  en  passant  par 
la  valeur  intermédiaire  zéro.  On  obtiendra  donc,  en  général, 
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les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fonction  maximum  ou  mini- 
mum en  cherchant  les  valeurs  de  x  qui  annulent  la  dérivée, 
et  qui  en  outre  lui  font  éprouver  un  changement  <ta  signe. 

•   Exemple». 

139.  Question  I.  Étudier  la  variation  du  volume  d'un  cylin- 
dre circulaire  droit  dont  la  surface  totale  est  constante. 

Appelons  x  le  rayon  de  la  base,  y  la  hauteur,  et  représen- 
tons la  surface  totale  donnée  par  ara*,  nous  avons  la  relation 

**x%  -f-  a*ay  =  **a*9 

ou  plus  simplement 

x*+xy  =  a*. 

Le  volume  V  du  cylindre  a  pour  expression 

V=*x«y, 

û*  ~— x* 

et  si  Ton  remplace  y  par  sa  valeur  y = tirée  de  la 

x 

relation  précédente, 

V = *x  (a1  —  x*)  =  *(a*x — x9)  ; 

c'est  une  fonction  de  la  variable  indépendante  x. 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  devant  rester  positives,  le  rajon  x 
de  la  base  ne  pourra  varier  que  de  o  à  a.  Quand  x  varie  de 
o  à  a,  on  voit  que  le  volume  part  de  zéro  pour  revenir  à 
zéro,  en  passant  par  une  suite  de  valeurs  finies  et  positives  ; 
il  commence  par  croître  pour  décroître  ensuite,  et  par  consé- 
quent passe  certainement  par  un  maximum.  Pour  étudier 
d'une  manière  complète  la  variation  de  cette  fonction,  pre- 
nons sa  dérivée 

* 

V  =  *(?.*  —  3a:*)  =  3*  té  —  x*  Y 
La  dérivée  est  positive  pour  ies  voleurs  positives  de  *  infi- 
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a 
rieures  à  — ,  négative  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à 

CL  d 

— r .  Si  donc  on  fait  croître  x  de  o  à  — ,  le  volume  ira  en 

augmentant  de  zéro  à  une  certaine  valeur  maximum;  x 
croissant  ensuite  de  —=  à  a,  le  volume  ira  en  diminuant  de 

cette  valeur  maximum  à  zéro. 

Pour  #=—  ,  on  ay=  — :.  Ainsi,  parmi  tous  les  cylîn- 

dres  qui  ont  même  surface  totale,  le  plus  grand  est  celui 
dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre  de  la  base. 
140.  Question  II.    Étant   donnée  une  feuille  de  carton 

i» c    rectangulaire  ABCD,  si,  après  avoir 

mené  des  parallèles  aux  quatre  côtés  à 
la  même  distance,  on  enlève  les  pe- 
tits carrés  dans  les  angles,  et  qu'on 
relève  les  portions  rectangulaires  tel- 


H  6 


F. 


k    *  t    b  lesque'EKLF,  on  forme  une  boîte 

à  fond  rectangulaire  EFGH.  Étudier    la   variation   du   vo- 
lume de  cette  boîte. 

Appelons  *a  et  26  les  côtés  AB  et  AD  de  la  feuille  de  car- 
ton, x  la  distance  variable  AK  à  laquelle  on  mène  les  paral- 
lèles ;  le  fond  de  la  boîte  est  un  rectangle  ayant  pour  côtés 
EF=a(a— s),  EH=a(6— x)9  et  pour  surface  4(a— x)(b  -  x); 
la  hauteur  de  la  boite  est  x;  le  volume  a  donc  pour  expres- 
sion 

V=4#(« — x){b — x). 

Si  Ton  suppose  a>  6,  x  peut  varier  de  o  à  b  ;  le  volume  part 
de  zéro  pour  revenir  à  zéro,  en  conservant  des  valeurs  finies  ;  il 
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commence  par  croître  pour  décroître  ensuite,  et  i  ar  consé- 
quent passe  par  un  maximum.  La  dérivée  de  cette  fonction  est 

V'= 4[3fff  —  *  (a  -f  b)x  +  ab]. 

La  parenthèse  est  un  polynôme  entier  du  second  degré.  Si 
dans  ce  polynôme  on  remplace  x  par  zéro,  on  a  un  résultat 
positif-f-aô;  si  Ton  remplace  x  par  b,  on  a  un  résultat  néga- 
tif— b  (a—  b);  ainsi  Je  polynôme  a  ses  deux  racines  réelles, 
la  plus  petite  x'  comprise  entre  o  et  b,  la  plus  grande  x"  su- 
périeure à  b,  et  l'on  écrira 

V'=i2(a?— af)(x  —  a"). 

Quand  x  croit  de  o  à  x\  la  dérivée  étant  positive,  le  vo- 
lume augmente  de  zéro  à  une  certaine  valeur  maximum; 
x  croissant  ensuite  de  xf  à  i,  la  dérivée  devient  négative  et 
le  volume  diminue  de  cette  valeur  maximum  jusqu'à  zéro. 

Le  volume  acquiert  sa  valeur  maximum  pour  la  valeur 


T ^q  +  ft-V/q'  +  y-qft 

3 

141.  Question  IN.  Étudier  la  variation  de  ta  surface  totale 

dun  cylindre  circulaire  droit  inscrit  dans  une  sphère  donnée. 

Si  l'on  appelle  x  le  rayon  de  la  base  et  ay  la  hauteur  du 

cylindre,  on  a 

x*-{-y*  =  r*. 

S  =  2Tzxi4-ài:xy; 
d'o*  J     __ 

8  =  2  7t  (x9  4»  230'*  —  x*) . 

Le  rayon  x  peut  varier  de  o  à  r.  La  fonction  S,  que  l'on 
veut  étudier,  a  pour  dérivée 

q,  _  4«pc\/r»  —  x2  +  (r*  —  2.i 2)] 

— —  ■  » 

V^r1  —  x* 
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Quand  x  croît  de  o  a  — ,  la  dérivée  est  positive  et  la  fonction 

croît  de  zéro  il  Sur*.  Faisons  maintenant  croître  s  de  —  à  r  ; 
on  a 


g*  _4  *  [x\/r*  —  x*  —  (ax*  —  r')] 

y/r»—  a?f 

La  parenthèse  est  la  différence  de  deux  quantités  positives  ; 
li  Ton  multiplie  et  si  Ton  divise  par  la  somme,  il  vient 

c         fa[x'(r*  —  x9)  —  (*x*  -  r»)*] 

[x\/r*  —  x*  +  (ax*  —  r*)]\/r*  —  x* 
Q,  4it(-5ar*  +  5rIx«  — r») 

[atyV1  —  a?»  -h  (a#*  —  r*)]  \/r»— #• 

Le  dénominateur  étant  positif,  il  suffit  d'examiner  le  signe 
du  numérateur,  qui  est  un  polynôme  entier  du  second  degré 
en  x*.  Quand,  dans  ce  polynôme  pris  sous  sa  première  forme, 

r» 
on  remplace  x*  par  — ,  on  obtient  un  résultat  positif;  quand 

3 

on  remplace  x*  par  r*,  on  obtient  un  résultat  négatif;  on  en 
conclut  que  les  deux  racines  du  trinôme  sont  réelles,  que  la 

plus  petite  x,%  est  inférieure  à  —  et  la  plus  grande  x"% 

r* 

comprise  entre  —  et  r*.  On  a  donc 

—  201Ï  (*»  —  X'*)  {X*  —  tf*) 

O   "     ■  -« 

U  v/r1  —  x%  +  (axf  —  r1)]  0-*—  s1 
Qiand  x  varie  de  —  à af,  la  dérivée  est  positive,  et  la 
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fonction  continue  a  croitre  de  3icrs  jusqu'à  une  valeur  maxi- 
mum ;  x  variant  ensuite  de  xf  à  r,  la  dérivée  est  négative, 
et  la  fonction  décroît  de  la  valeur  maximum  à  aicr1.  Le 
maximum  de  la  surface  est  donné  par  la  valeur 


-*-V^ 


142.  Question  IV.  Soit  GH  la  ligne  de  séparation  de  deux 
milieux;  la  lumière  se  meut  dans  ces  deux  milieux  avec  des  vi- 
tesses différentes  v  et  v*.  Quel  chemin  doit  suivre  le  rayon  lumi- 
neux pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus 
court  ? 

Nous  pouvons  déterminer  la  position  des  points  A  et  B 
par  leurs  distances  AP  et  BQ  à  la  droite  GH,  et  par  la  dis- 
tance PQ;  nous  désignerons 
ces  trois  longueurs  connues 
par  a,  b,  c.  Si  la  vitesse  était 
la  même  dans  les  deux  mi- 
lieux, il  est  clair  que  la  lu- 
mière suivrait  le  chemin  le 
plus  court,  c'est-à-dire  la 
droite  AB  ;  mais  la  vitesse  v 
dans  le  milieu  supérieur  étant  plus  grande  que  la  vitesse  tf 
dans  le  milieu  inférieur,  il  y  a  avantage  à  ce  que  la  lumière 
parcoure  une  plus  grande  longueur  dans  le  premier  milieu  et 
une  moindre  dans  le  second  ;  elle  suivra  donc  une  ligne  brisée 
telle  que  AMB.  Appelons  x  la  distance  cherchée  PM  ;  la  lu- 
mière parcourt  dans  les  deux  milieux  les  longueurs 


AM=v/a»  +  «%      MB=v/6f  +  (*  —  *)*; 
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elle  emploie  à  les  parcourir  les  temps 

, , 

t;  v 

elle  met  donc,  pour  aller  de 

À  en  B,  en  suivant  le  chemin  AMB,  le  temps 

<=        v        + v' 

Ce  temps  est  une  fonction  de  x,  considérée  comme  variable 
indépendante  ;  elle  a  pour  dérivée 

^ x  c — x 


Au  point  M  menons  une  perpendiculaire  NN'  à  GH  ;  l'angle 
AMN  est  l'angle  d'incidence  t.  l'angle  BMN'  l'angle  de  ré- 
fraction ï.  Comme  on  a 

.    .     PM  x 

sin  t  =  — :  = 


.    ,     QM  c —  x 


il  en  résulte  cette  expression  de  la  dérivée 

. sint     sin  t  ' 

v  v' 

Quand  le  point  M  se  déplace  de  P  vers  Q,  l'angle  t  augmente 
de  zéro  à  une  certaine  valeur,  tandis  que  l'angle  f  diminue 
au  contraire  d'une  certaine  valeur  à  zéro  ;  il  y  a  donc  un 
point,  et  un  seul,  pour  lequel  la  dérivée  s'annule  :  avant, 
elle  est  négative;  au  delà,  elle  devient  positive.  La  fonction 
que  Ton  étudie  diminue  jusque-là  pour  augmenter  ensuite. 
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Le  minimum  a  lieu,  quand  on  a 


eu 


sint 

sim 

t; 

\v'   ' 

sin  t 

V 

^=— -• 

sin  t 

v' 

C'est  par  cette  considération  du  temps  minimum  que  Fermât 
a  trouvé  pour  la  première  fois  la  loi  de  là  réfraction  de  la 
lumière. 

143.  Question  V.  Étudier  la  variation  de  la  surface  d'un 
secteur  sphérique  de  volume  constant. 

Appelons  x  le  rayon  du  secteur,  y  la  hauteur  de  la  calotte 
qui  lui  sert  de  base,  et  supposons  que  le  Tolume  soit  égal  à 
celui  d'une  sphère  de  rayon  donné  a;  nous  aurons  la  rela- 
tion 

ou  plus  simplement 

x'y=aa*,      y=-j. 

•G 

La  surface  du  secteur  a  pour  expression 
et,  si  Ton  remplace  y  par  sa  valeur, 

La  hauteur  y  de  la  calotte  étant  plus  petite  que  le  dia- 
mètre ax,  le  rayon  x  est  plus  grand  que  a  ;  ainsi  la  v;  - 
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riabje  x  peut  croître  à  partir  de  a  indéfiniment.  La  surface  a 
pour  dérivée 

Q,      -na^x'  -f  aa»  —  4a  \/a(x'  —  a8)] 

O     = . 

x*\/a{x>  — a») 

Le  numérateur  est  la  différence  de  deux  quantités  ;  si  Ton 
multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  par  la  somme, 
on  a 

a,  va1  (x9  —  i  aa'a?8  +  «o*6) 

o  = ■• 

Le  dénominateur  étant  positif,  il  suffit  d'examiner  le  signe 
du  trinôme 

xê  —  iaa'#*  +  *oaf, 

qui  est  du  second  degré  par  rapport  à  x*,  et  qui,  décomposé 
en  facteurs,  s'écrit 

(x9  —  aa8)  (x9  —  îoa8). 

Quand  x  croit  de  a  h  ay*9  la  dérivée  étant  positive,  la  sur- 
face croit;  x  croissant  de  aya  à  ay  io,  la  dérivée  est  néga- 
tive, et  la  surface  décroit  ;  x  croissant  ensuite  indéfiniment 

au  delà  de  a\/Tô9  la  dérivée  est  positive,  et  la  surface  aug- 
mente. 

Examinons  maintenant  les  formes  successives  par  les- 
quelles passe  le  secteur.  Lorsque  x  =  a,  on  a  y  =  aa, 
S  =  4*a*;  le  secteur  se  réduit  à  une  sphère  de  rayon  a.  Le 

rayon  x  croissant  de  a  à  a\Ji ,  y  décroît  de  aa  à  a\  a  ;  le  sec- 
teur, qui  est  plus  grand  qu'un  hémisphère,  s'ouvre  de  plus 
en  plus,  jusqu'à  ce  qu'il  arrive  à  la  forme  d'un  hémisphère; 
la  surface  augmente  de  la  valeur  initiale  4*a*  au  maximum 
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Zm%\f^hà  rayon  croissant  ensuite  de  ay/a  à  ay/io,  y  dé- 

_        y — 

croit  de  cya  a  —  ^ —  ;  le  secteur,  qui  est  maintenant  moin- 

dre  qu'un  hémisphère,  s'allonge,  jusqu'à  ce  que  la  hauteur 
de  la  calotte  ne  soit  que  le  cinquième  du  rayon;  sa  surface 

diminue  du  maximum  3*asv/4  au  minimum  «aVioo.  Le 

rayon  x  croissant  ensuite  au  delà  de  ayïo  indéfiniment,  y 
diminue  et  tend  vers  zéro;  le  secteur  continue  à  s'allonger, 
et  sa  surface  augmente  indéfiniment. 

On  peut  remarquer  que  la  valeur  minimum  wa'y/Tôô,  par 

laquelle  passe  la  surface  pour  x=a\/7ô,  est  plus  grande 
que  la  valeur  initiale  fad*.  Ainsi,  c'est  quand  le  secteur  a  la 
forme  d'une  sphère  que  sa  surface  est  la  plus  petite  possible. 
Nous  remarquerons  encore  que  la  surface  passe  une  seule 
fois  par  toute  valeur  comprise  entre  la  valeur  initiale  4*a' 

et  le  minimum  rca'y  100,  trois  fois  par  toute  valeur  comprise 

entre  ce  minimum  et  le  maximum  3ita*v/4,  et  une  seule 
fois  par  toute  valeur  plus  grande  que  ce  maximum. 

144.  Question  VI.  Étudier  la  variation  du  volume  d'un 
secteur  sphérique  dont  la  surface  totale  est  constante. 

On  peut  déduire  cette  question  de  la  précédente.  Il  sera 
plus  commode  de  prendre  pour  variable,  non  pas  le  rayon  x 

x 
du  secteur  ou  la  hauteur  y  de  la  calotte,  mais  le  rapport  - 

de  ces  deux  longueurs,  rapport  que  nous  désignerons  par  2. 
Cette  nouvelle  variable  caractérisera  la  forme  du  solide  et 
aura  la  même  valeur  pour  tous  les  solides  semblables. 
Quand  x  croit  de  a  à  00 ,  y  décroit  de  aa  à  0,  et  par  consé- 
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quent  z  croit  de  -  à  oo.  Donnons  à  la  nouvelle  variable  deux 

valeurs  z  et  **.  Soient  S  et  S' les  surfaces  totales  des  solides 
correspondants,  quand  le  volume  V  reste  constant  ;  imagi- 
nons que  Ton  change  les  dimensions  du  second  solide  en  le 
laissant  semblable  à  lui-même,  de  manière  que  sa  surface, 
qui  était  S',  devienne  égale  à  S  ;  son  volume,  qui  était  Y, 
acquerra  la  valeur  V  donnée  par  la  relation 


G)'-©' 


Ainsi,  quand  on  passe  d'une  forme  à  une  autre  en  laissant 
constant,  soit  le  volume,  soit  la  surface,  on  voit  que  la  sur- 
face dans  le  premier  cas,  le  volume  dans  le  second  cas,  va* 
rient  en  sens  contraires;  si  la  surface  augmente,  le  volume 
diminue,  ou  inversement.  A  un  minimum  de  la  surface  cor- 
respondra un  maximum  du  volume  et  à  un  maximum  de  la 
surface  un  minimum  du  volume. 

La  variable  z  croissant  de  -  à  i,  le  secteur  passe  de  la 

forme  d'une  sphère  entière  à  celle  d'un  hémisphère  et  le  vo- 
lume diminue  ;  z  croissant  de  1  à  5,  le  volume  augmente  ; 
z  croissant  à  partir  de  5  indéfiniment,  le  volume  diminue  et 
tend  vers  zéro.  Le  volume  a  passé  d'abord  par  un  minimum, 
puis  par  un  maximum. 

La  plupart  des  questions  géométriques  se  correspondent 
ainsi  deux  à  deux  (voyez  la  première  partie,  n*  190).' 

Exercices. 

1°  Étudier  la  variation  de  la  surface  d'un  trapèze  inscrit 

dans  un  demi-cercle. 

ta 
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2°  Etudier  la  variation  de  la  surface  totale  d'un  cône  cir- 
culaire droit  inscrit  dans  une  sphère  donnée. 

3°  Étudier  la  variation  du  volume  d'un  parallélipipède 
rectangle  à  base  carrée  dont  la  surface  totale  est  donnée. 

4*  Étudier  la  variation  du  volume  d'une  niche  de  surface 
donnée. 

5*  On  fait  mouvoir  une  lumière  sur  hne  droite  verticale  ; 
étudier  la  variation  de  la  quantité  de  lumière  reçue  par  une 
portion  très-petite  du  plan  horizontal. 

6°  On  fait  mouvoir  une  lumière  sur  un  cercle;  étudier  la 
Variation  de  la  quantité  de  lumière  reçue  par  une  portion 
très-petite  d'un  diamètre  fixe. 

1°  Sur  les  faces  d'un  cube  on  place  six  pyramides  régu- 
lières de  même  hauteur  ;  la  surface  totale  étant  donnée,  étu- 
dier la  variation  du  volume  du  solide  ainsi  formé. 

8é  Sur  les  faces  d'un  tétraèdre  régulier  on  place  quatre 
pyramides  composées  chacune  de  trois  triangles  isocèles 
égaux;  la  surface  totale  étant  donnée,  étudier  la  variation 
du  volume  du  solide  ainsi  formé. 

9°  Un  aréomètre  est  formé  d'un  cylindre  de  rayon  donné 
terminé  par  deux  cônes  égaux  ;  la  surface  totale  étant  don- 
née, étudier  la  variation  du  volume. 

1 0°  Étudier  la  variation  de  la  surface  d*un  segment  de 
cercle  dont  l'arc  a  une  longueur  donnée. 

11°  Un  triangle  est  formé  par  trois  arcs  de  cercle  égaux 
entre  eux  et  de  longueur  donnée;  étudier  la  variation  de  la 
surface. 

12*  Un  polygone  régulier  est  formé  par  n  arcs  de  cercle 
égaux  entre  eux  et  de  longueur  donnée;  étudier  la  variation 
de  la  surface. 
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CHAPITRE  IIL 

DÉRIVÉES  D'UNE   PONCTION  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 

145.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  fonctions 
d'une  seule  variable  ;  nous  allons  dire  quelques  mots  des 
fonctions  de  plusieurs  variables.  Soit  f[xf  y)  une  fonction  de 
deux  variables  indépendantes  x  et  y  (on  nomme  variables 
indépendante*  des  quantités  qui  varient  d'une  manière  tout 
à  fait  arbitraire  et  indépendamment  Tune  de  l'autre).  Si,  re- 
gardant y  comme  une  constante,  nous  prenons  la  dérivée  de 
la  fonction  par  rapport  à  la  variable  x,  nous  aurons  ce  qu'on 
appelle  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  par  rapport  à  x.  De 
même,  si,  regardant  x  comme  constante,  nous  prenons  la  dé- 
rivée par  rapport  à  la  variable  y,  nous  aurons  la  dérivée  par- 
tielle par  rapport  à  y.  Telles  sont  les  deux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  de  la  fonction  proposée  ;  nous  les  désigne- 
rons par  les  notations  fm  et  /J,  l'indice  indiquant  la  lettre 
par  rapport  à  laquelle  on  prend  la  dérivée. 

Si  l'on  prend  deux  fois  successivement  la  dérivée,  soit 
deux  fois  par  rapport  à  x,  soit  une  fois  par  rapport  à  x  et  une 
seconde  fois  par  rapport  à  y,  soit  deux  fois  par  rapport  à  y, 
on  obtient  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre  que  nous 
désignerons  par  les  notations  £, ,  f^  f^% .  Et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  soit  la  fonction 

f(x,y)  =  5x*  —  5xy+y*  —  3a?  +  4y  +  a. 
En  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x  ou  par  rapport  à  y, 
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on  a  les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

£=for—  5y  —  3, 

£  =  —  &r  +  2y+4. 
En  prenant  la  dérivée  une  seconde  fois,  soit  par  rapport  à 
x,  soit  par  rapport  à  y,  on  forme  les  trois  dérivées  partielles 
du  second  ordre 

/■;.=6.  £=-5>  /;.=*• 

Les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 

Théorème  sttr  les  fonctions  homogènes. 

146.  On  dit  qu'une  fonction  entière  de  x,  y,  *,...,  est  Ao- 
mogène  et  du  degré  m,  lorsque  la  somme  des  exposants  de 
ces  lettres  dans  chacun  des  termes  est  constante  et  égale 
à  m.  Afin  de  préciser,  nous  supposerons  que  la  fonction  con- 
tient trois  lettres  x9  y,  z.  Chacun  des  termes  est  de  la  forme 
As*  y9  z*,  et  Ton  peut  écrire 

ffa  y  »  *)  =  2  KoTy**. 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  chacune  des  lettres, 
on  a 

f,g  =  ^qAxnyPz9-1. 

Si  l'on  multiplie  ces  dérivées  respectivement  par  x,  y,  z,  il 

vient 

ff/^=2nÀ£"y's«, 

yr=2/>À*»y*rf, 


y 
zfs  ==  2qkx*yW. 
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On  en  déduit 

La  somme  des  exposants  n  -{-p  -f"  q  étant  constante  et  égale 
à  m,  on  a 

ou 

Dérivées  des  fonctions  composées. 

147.  Soit  une  fonction  /(u,  u)  de  deux  quantités  u  et  u  qui 
sont  elles-mêmes  des  fonctions  de  la  variable  x;  il  est  clair 
que  y  est  en  définitive  une  fonction  de  la  variable  x.  On  de- 
mande sa  dérivée.  Si  Ton  donne  à  la  variable  x  l'accroisse- 
ment Ax,  il  en  résulte  pour  u  et  u  les  accroissements  au  et  Au, 
pour  y  l'accroissement  Ay,  et  l'on  a 

Ay  = /"(«  +  A»,  t>  +  A»)  —  f{uyv), 
ou 

Ay  =  /"(u+Au,  v-\-*v)—f[u,  v+âv)+f(u9  u+Au)— /"fou). 

En  divisant  par  Ax,  on  a 

Ay  =  f(u  +  Au,  u  +  Au)  —  /"(u,  t;  +  Au)      Au 
Ax  Au  Ax 

/"(UjU  +  Au)  —  ffav)^  Au 

"•"  ^U  AX* 

Supposons  maintenant  que  Ax  tende  vers  zéro,  les  rapports 

—  et  —  tendent  vers  les  dérivées  i£  et  u'  des  fonctions  u  et  u. 

Ax      Ax 

Dans  le  rapport 

/*(u,u-f  Au)  — /*(u,u) 

A 9 

Au 
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le  numérateur  est  l'accroissement  qu'éprouve  la  fonction 
f(u,  v)9  quand  on  donne  à  la  variable  v  l'accroissement  At>,  u 
restant  constante;  la  limite  de  ce  rapport  est  donc  la  dérivée 
partielle  f(u,  v)  de  la  fonction  f[u9  v)  par  rapport  à  v9  et  le 
second  terme  a  pour  limite 

/>,*')  Xt;'. 

Considérons  maintenant  le  rapport 

f(u  +  Au,  v  +  àv)  —  f(u,  v  +  At>) 

£T ; 

le  numérateur  est  l'accroissement  qu  éprouve  la  fonction 
f(u,  v-\-  Av)  quand  on  donne  à  la  variable  u  l'accroissement 
Au;  ce  rapport,  en  vertu  du  principe  établi  au  n*  137,  est 
donc  égal  à 

£(M,t>  +  Av)4-s, 

la  quantité  t  s'évanouissant  avec  Au.  D'autre  part,  fû{uy  v) 
étant  une  fonction  continue  de  v,  on  a 

la  quantité  t  s'évanouissant  avec  àv  ;  il  en  résulte  que  le 
rapport  considéré  est  égal  à 

Si  maintenant  on  fait  tendre  A#  vers  zéro,  Ati  et  Ao  tendent 
simultanément  vers  zéro,  ainsi  que  *  et  •',  et  le  rapport  a 
pour  limite  £(t*,  v).  La  limite  du  premier  terme  est  donc 

fju,  v)  x  t/. 
On  a  de  la  sorte 
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Ainsi,  la  dérivée  (Tune  fonction  de  deux  fonctions  u  et  v  (Tune 
même  variable  x  égale  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  proposée 
par  rapport  à  u  multipliée  par  la  dérivée  de  u,  plus  la  dérivée 
partielle  par  rapport  à  y  multipliée  par  la  dérivée  de  v. 

Exemples. 

!•  Prenons  comme  exemple  la  fonction  y  =  #*,  dont  nous 
avons  déjà  trouvé  la  dérivée  (n°  136).  Si  Ton  pose  a  =  a?, 
v  =  x,  on  a  y  =tp;  d'où,  en  appliquant  le  théorème  précé- 
dent, 

y'  =  vu*-*  u'  -f-  uvLu .  v'  =  x*  +  x*Lx  =  x*  (  1  +  Lx) . 

2°  y  =  (sin  a?)4*.  Posant  n  =  sin  x}  v  =  hx,  on  aura  de 
même  y  =  uv  ;  d'où 

?/'= tn*»-  V + u'Lu .  u'=4a:  cos#  (si  n  x)  **-!  -}-  4  (sin  x)  **L(sin  #). 

Dérivées  des  fonctions  implicites. 

148.  On  dit  qu'une  fonction  est  implicite,  lorsqu'elle  est 
liée  à  la  variable  par  une  équation  non  résolue.  Ainsi  l'é- 

■ 

quation 

f(x,y)  =  o, 

dans  laquelle  le  premier  membre  est  une  fonction  quelconque 
des  deux  variables  x  et  y,  définit  une  fonction  implicite  y 
de  x.  Si  l'on  pouvait  résoudre  l'équation,  on  en  déduirait 
y=?(ar)  et  la  fonction  deviendrait  explicite. 

On  ODtient  aisément  la  dérivée  d'une  fonction  implicite. 
En  effet,  prenons  la  dérivée  de  la  fonction  f(x,  y),  dans  la- 
quelle nous  regardons  *  connue  la  variable  indépendante, 
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et  y  comme  une  fonction  de  x;  cette  dérivée,  d'après  le  théo- 
rème précédent,  est  égaie  à 

Comme  la  fonction  /(x,  y)  est  constamment  nulle,  sa  déri- 
vée est  aussi  constamment  nulle,  et  l'on  a  l'équation 

d'où  Ton  déduit 

'v 
Telle  est  l'expression  de  la  dérivée  delà  fonction  impli- 
cite y. 

Exemples. 

1°  Considérons  la  fonction  implicite  y  définie  par  l'équa- 
tion 

x* — t\xy-\-y%  +  ax=o. 

On  a,  d'après  la  formule  que  nous  venons  d'établir, 

,  2X— 4y  +  a_ay— x  — i 

*         — 4x+ay        y — *x 

0 

L'équation  proposée,  étant  du  second  degré  par  rapport  à 
y  9  peut  être  résolue,  ce  qui  donne 

y=  2x±v/3x*  —  ax. 

La  fonction  devenant  ainsi  explicite,  on  trouve  directement 

sa  dérivée, 

.  3x— i 


V/5x*  —  ax 
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En  remplaçant  y  par  sa  valeur  dans  la  première  expression 
de  y  ,  on  obtient  la  seconde. 

i5x4  —  4y 


2°     Zz*— 4*y+y*=o,     t/= 


—  hx'+Sy* 


CHAPITRE  IV. 


DES    PONCTIONS    PRIMITIVES. 


149.  On  appelle  fonction  primitive  d'une  fonction  donnée 
une  fonction  dont  la  fonction  proposée  est  la  dérivée.  Nous 
démontrerons  d'abord  l'existence  de  la  fonction  primitive, 
que  l'on  puisse  ou  non  l'exprimer  au  moyen  des  signes  de 
l'algèbre. 

Soit  y=f(x)  la  fonction  proposée;  représentons  cette 
fonction  par  une  courbe,  comme  nous  l'avons  expliqué  au 
n*  1 1 3,  en  portant  sur  la  ligne  horizontale  OX,  à  partir  du 

point  0,  des  longueurs  égales 
aux  diverses  valeurs  de  la 
variable  x,  et  élevant  des  per- 
pendiculaires ou  ordonnées 
égales  aux  valeurs  correspon- 
dantes de  y.  Considérons 
l'aire  ABMP  comptée  à  partir  d'une  ordonnée  fixe  AB  jus- 
qu'à une  ordonnée  mobile  MP  ;  cette  aire  est  une  fonction 
de  x  ;  car  si  l'on  fait  croître  x>  l'ordonnée  MP  s'éloignant, 
l'aire  augmente  ;  nous  désignerons  cette  fonction  par  F  (x). 
Je  vais  démontrer  que  la  fonction  F  (x),  ainsi  définie,  est  une 
fonction  primitive  de  la  fonction  proposée  f{x).  Conce- 
vons, en  effet,  que  l'on  donne  à  a:  un  accroissement 
pp*  ==  h  ;  l'accroissement  *  de  la  fonction  F  (x)  sera  l'aire 
du  trapèze  curviligne   MPP'M';  par  les   points  M  et  M' 
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menons  les  horizontales  MD, ME;  Taire  du  trapèze  cur- 
viligne est  comprise  entre  celles  des  rectangles  MPP'D, 
EPP'M';  ces  rectangles  ayant  pour  mesures  MP  x  A, 
M'P'  X  A,  on  a,  si  lafonction  f[x)  croit, 

MPx/*<*<Oi'ii/X/*, 
et,  en  divisant  par  h, 

MP<J<M'P\ 

Quand  A  tend  vers  zéro,  l'ordonnée  M'P'  devient  égale  à  MP, 

et,  par  conséquent,  le  rapport  j  tend  vers  une  limite  qui 

est  égale  à  l'ordonnée  MP.  Ainsi  la  fonction  F(x)  admet  une 

dérivée  qui  est  la  fonction  proposée  f[x)  ;  cette  fonction  F(x) 

est  donc  une  fonction  primitive  de  f(x). 

Il  résulte  de  là  qu'une  fonction  continue  quelconque  a  une 
fonction  primitive,  que  l'on  peut  représenter  par  une*  aire 

plane.  Si  à  la  fonction  primitive  F  (x)  on  ajoute  un  constante 
arbitraire  C,  on  aura  encore  une  fonction  primitive  F  (x)-{-C  ; 
car  la  constante  ne  donne  rien  dans  la  dérivée. 

Nous  verrons,  par  ce  qui  suivra ,  que  l'addition  de  cette 
constante  arbitraire  donne  toutes  les  fonctions  primitives  de 
la  fonction  proposée. 

150.  Démontrons  d'abord  que,  lorsqu'une  fonction  conti- 
nue a  sa  dérivée  constamment  nulle,  cette  fonction  est  con- 
stante. 
Imaginons  la  fonction  figurée  par  une  ligne.  Si  l'on  dé- 
signe par  a  l'angle  que  fait  la  tan* 
«  gente  à  la  ligne  en  un  point  quelcon- 
que avec  l'horizontale  OX,  nous  sa- 
Y  vons  (n°  i  1 3)  que  la  dérivée  de  la 
fonction  est  égale  à  tang  «.  Puisque 
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la  dérivée  est  constamment  nulle,  l'angle  «  est  lui-même 
constamment  nul.  Ainsi  la  ligne  en  chacun  de  ses  poin  ts  a  sa 
tangente  horizontale  ;  ce  ne  peut  être  qu'une  ligne  droite 
horizontale  AB.  L'ordonnée  MP  de  chacun  des  points  de 
cette  ligne  droite  est  constante;  on  en  conclut  que  la  fonction 
proposée  a  une  valeur  constante. 

Soient  maintenant  deux  fonctions  F(x)  et  ?(x),  ayant 
même  dérivée  f(x),  je  dis  que  ces  deux  fonctions  ne  peu- 
vent différer  que  par  une  constante.  En  effet,  on  a,  par  hy- 
pothèse, 

si  Ton  retranche  ces  deux  égalités  Tune  de  l'autre,  il  vient 

Maisf  (x)  —  F'(x)  est  la  dérivée  de  la  fonction  »(x) — F(x); 
puisque  cette  dérivée  est  constamment  nulle,  la  fonction  est 

constante  ;  donc 

9(x)-F(x)  =  G. 

Nous  avons  dit  (n°  149)  que,  lorsqu'on  a  trouvé  une  fonc- 
tion primitive  F(x)  de  la  fonction  proposée,  et  que  Ton  y 
ajoute  une  constante  arbitraire,  on  obtient  une  nouvelle 
fonction  primitive  F(x)  +  G.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que 
Ton  forme  ainsi  tomes  les  fonctions  primitives  de  la  fonc- 
tion proposée,  puisque  toute  autre  fonction  primitive  ne  dif- 
fère de  la  première  que  par  une  constante.  Cette  fonction 
primitive  F  (x)  +  C ,  renfermant  une  constante  arbitraire, 
s'appelle,  pour  cette  raison,  fonction  primitive  générale  de  la 
fonction  proposée. 
On  peut  déterminer  la  constante  de  manière  que  la  fono- 
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tion  primitive  ait  une  valeur  donnée  A  pour  une  valeur  don- 
née  a  de  x  ;  on  posera 

d'où 

G  =  A  —  F(a). 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  que  la  fonction  primitive  s'an- 
nule pour  x  =  a,  on  posera 

F(a)  +  C  =  o; 

d'où 

C  =  -F(a), 

et  la  fonction  primitive  sera  F(x)  —  F(a). 

La  représentation  géométrique  de  la  fonction  primitive 
montre  bien  que  cette  fonction  renferme  une  constante  arbi- 
traire ;  car  on  peut  compter  Taire  à  partir  d'une  ordonnée 
initiale  AB  quelconque  (n°  149),  et  quand  on  change  la  posi- 
tion de  cette  ordonnée  initiale,  on  modifie  évidemment  l'aire 
d'une  quantité  constante.  Déterminer  la  constante  de  ma- 
nière que  la  fonction  primitive  s'annule  pour  x  =  a,  c'est 
compter  Taire  à  partir  de  l'ordonnée  initiale  qui  correspond 
àx=a. 

151 .  La  recherche  des  fonctions  primitives  est  une  opéra- 
tion très  -compliquée  ;  nous  nous  bornerons  aux  cas  les  plus 
simples.  Considérons  d'abord  une  fonction  entière 

A^  +  A^  +  A^-f +  AM-tx  +  ABI; 

sa  fonction  primitive  est 

A    mIR+I  A    o^**         A    o»*w    t  a  «»^ 

ro+i  +    m    +m-i+ +      a      +AW*  +  L, 

car,  en  prenant  la  dérivée  de  ce  polynôme,  on  retrouve  le 
polynôme  proposé.  Ainsi,  pour  avoir  la  fonction  primitive  d'une 
fonction  entière^  on  augmente  tous  les  exposants  (Tune  unité,  et 
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on  divise  chaque  terme  par  t  exposant  ainsi  augmenté.  Cette 
opération  élève  le  degré  d'une  unité. 
Par  exemple,  le  polynôme 

x*  —  Sx  -f-  7 
a  pour  fonction  primitive  générale 

x9      5x* 

y-— +?*+c. 

Si  l'on  veut  que  la  fonction  primitive  s'annule  pour  x  =  o, 
on  fera  C  =  o. 
La  même  règle  s'applique  aux  exposants  quelconques. 

Exemples. 

1*        f{x)=\/x=x*, 

F(x)  =  |^  +  C. 

F(*)  =  -ar'  +  C  =  -i+C. 

F(x)  =  ax  "■  —  te"*  +  dx~*  +  C. 

Voici  encore  d'autres  cas  où  Ton  peut  trouver  immédiate- 
ment la  fonction  primitive  : 

*•         /(*)  =  ;»  F(*)  =  L*  +  C. 

x 

2*         /l(a?) -•__!_,  F(ar)  =  arctaujx+C. 
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3#       f(x)  =  — — F(a;)=arcsina;+C. 

V  i—  x* 

4#       /,(x)  =  -j^^I=,  P(a?)  =  arccosar4-a 

\/l—X* 

5°        f{x)  =  e*y  F(a?)=<f  +  C. 

6°        /ï*)  =  *%  F(x)  =  g  +  G. 

7°        /(a^cosar,  F(ar)  =  sin  x  +  C. 

8°        /■(*)  =  sin  x,  F(a?)  =— cosar  +  C. 

9°       f{x)  =  — îy-,  F(ar)  =  tanga;  +  C. 

x  '      C081  a?  v  y           °      ' 

10°        flx)  =  -rL-9  F{x)  =  —  cotar  +  C. 

11»       /(*)  — i!!L*f  F(*)  =  séc*+C. 

v  '      cos1  ar  w                ' 

12»       /-(a:)  =  ^î.,  F(ar)  =  — cosécar  +  C. 

v  '      sm1  ar  v  '                        ' 

Souvent  le  théorème  sur  les  fonctions  de  fonctions  permet 
de  trouver  la  fonction  primitive. 

i#  A*)  =  rxr»  F(*)=L(*+a)+C. 

2»  f(x)=— !__ =(a?+o)-»,  F(x)=7 ~'     ,    ,+C 


3*  M=*T*~*=l— ^v'  F(x)=^arctang?+C. 

•ni) 

On  voit  ici  que,  le  numérateur  ix  étant  la  dérivée  du  dé- 


PONCTIONS   PRIMITIVES.  jg9 

Dominateur  a*-\-x%,  la  fonction  -r-^ — ?  est  la  dérivée  de 

Q  -j-Xr 

L{a*+x*). 
5°     f(x)~KrT7—*  F(w)~\fc+~i  +  C9 


v^T 


X1 


çOX 


6-     A*)=«°*,  F(*)  =  — +  C. 

a 


unax 


7»    f{x)=ca&ax,  Pte)=îiii!î±  +  G. 

a 

8'     f(x)  =  lT>  F(*)  =  -(Lx)»  +  C. 

9*    ^^ÏES'  F(*)  =  LL*  +  C. 

«'    A*)  =7x^5'  F(a:)=arctang(e*)  +  G.' 


CHAPITRE  V. 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  EN  SÉRIES. 

152.  Nous  avons  effectué  (n°  117)  le  développement  de 
f{x„  -+-  A)  suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  h, 
quand  la  fonction  est  entière,  et  nous  avons  trouvé 

fl*. + A)  =* /(*.)+ A*.)  7 +/•(*.)—  -|- 


+/**>.) 


h 


m 


1.2 m 

m  étant  le  degré  de  la  fonction.  Le  développement  s'arrête  à 
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la  dérivée  d'ordre  m  ;  les  dérivées  suivantes  sont  nulles.  La 
même  forme  de  développement  s'applique  à  une  fonction 
continue  quelconque  ;  mais  alors  la  suite  se  prolonge  indéfi- 
niment et  constitue  une  série. 

Supposons  que  la  fonction  f{x)  reste  finie  et  continue,  ainsi 
que  ses  n-\-i  premières  dérivées,  quand  x  varie  de  x0  à 
a?0+  *•  Considérons  le  polynôme 

/(*.)+ A*.) ?+/"(*.)£  + +  /*(*»),,    ^       tt' 

1  1*2  1.2 Il 

du  degré  n  par  rapport  à  A,  et  représentons  par 

*■*      R 

1.2 (n-f-  0 

la  différence  qui  existe  entre  f{x^  +  h)  et  ce  polynôme,  nous 
aurons 

(i)  f(xù+h)=f(x,)+r(x.)-+n*>)^+ 

1  1.2 

hn                      An+' 
v       1.2 n       1.2 (n  +  0 

Si  Ton  pose xx  =x0-\-h,  d'où  xt  — xs  = A,  et  si  Ton  fait  pas- 
ser tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  on  écrira 

(2)   A*.W(*.)-£^A*.)-k^V(*.)- 

1  1.3 

/  Fo) Tri — rR  =  °- 


*  •  •  • . 


1.2 n  1.2 (»+*) 

La  quantité  inconnue  R  dépend  des  deux  quantités  xQ  et  st. 
Considérons  la  fonction 

1  1.2 

-felZ^Vfr).     ^-^     r. 

1.2 nf  x         1.2 («4"1) 
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Pour  former  cette  fonction,  nous  avons  remplacé  x0  par  la 
variable  x  dans  l'expression  (a),  excepté  dans  la  quantité  R 
que  nous  laissons  constante;  pour  abréger,  nous  la  désigne- 
rons par  y  (x).  Si  Ton  en  prend  la  dérivée,  on  remarque  que 
les  termes  se  détruisent  deux  à  deux;  les  deux  derniers 
termes  subsistent  seuls,  et  Ton  a 

T'te)  — -(*'-*)"  /wft  {x)  +  fa-*)nR 
T*  î.a n  1.2 n 

ou9  plus  simplement, 

(4)  TXx)  =  ^ZJ^[R_/w(x)]. 

î.a n 

D'après  les  hypothèses  faites,  la  fonction  <p  (x)  et  sa  dérivée 
f(x)  restent  finies  et  continues,  quand  x  varie  de  x0  à  x,. 
Pour  £==*,,  la  fonction  f(x)  se  réduit  à  l'expression  (2),  qui 
est  égale  à  zéro;  pour  x  =  xi9  les  deux  premiers  termes  se 
détruisent*  les  suivants  deviennent  nuls,  et  la  fonction  est 
aussi  égale  i  zéro.  Ainsi,  quand  x  varie  de  x9  à  xi9  la  fonc- 
tion <p(x)  part  de  zéro  pour  revenir  à  zéro  ;  comme  elle  reste 
finie  et  continue,  elle  passe  par  un  maximum  en  valeur  ab- 
solue; la  dérivée  j'(x)  change  donc  de  signe,  et  comme  elle 
reste  elle-même  finie  et  continue,  elle  change  de  signe  en 
passant  par  zéro.  On  en  conclut  que  la  dérivée  s'annule  pour 
une  valeur  de  x  comprise  entre  xQ  et  xi}  c'est-à-dire  entre 
*0  et  xQ  -f  *  î  cette  valeur  de  x,  qui  annule  la  dérivée,  peut 
être  représentée  par  x0  -\-bh,  0  étant  une  fraction  plus  petite 
que  l'unité,  et  Ton  a  ?'  (x0  +0A)=  o.  On  en  déduit,  en  vertu 
de  l'équation  (4), 

R=/wi(*  +M). 

13 


192  LIVRE   V,   OHAP.   V. 

L'égalité  (1)  devient  ainsi 

(5)     f(x*+h)=f(x0)+r(*o)-<+r(**)^+ 

î  î.a 

h*  Ân+1 

+/*■(*•)— ^—+ rr/H(^+«)- 

i.a...n     i.a...n(n-|-i) 

Lorsque  le  terme  complémentaire  tend  vers  zéro,  quand  n 
augmente  indéfiniment,  la  formule  donne  naissance  à  une 
série  convergente  ;  c'est  la  série  de  Taylor. 

153.  On  peut  obtenir  le  terme  complémentaire  sous  une 
forme  plus  générale.  Si  Ton  représente  le  terme  complémen- 
taire par 

*»*'         R 

i. a... n (p-\- 1)    ' 

p  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  a,  comme  précé- 
demment, 

a«.)  -  n^)-^1  A*.)-(i^£r<*.)- 

i  î.  a 

-(^>^-1(aj,~y,aR=o. 

i.a...n  1.2.  ..n(p-\-i) 

La  fonction 

?(*)=A*,)  -  A*)-^A*)-^=^>(*)-  •  •  •  • 

i  î.a 

(a\  —  x)n  „  ,  ,         (ar, — x)^1     ^ 

—  — - f"(x) — — /  ,     XR 

1.2. ..n  \.2...n(p-j-i) 

s'annule  encore  pour  x=xQ  et  x=xt  ;  sa  dérivée 

t'(*)=rFf?[R"^»-"*),i^/ll*,wi 

i  •  a  .  •  •  fi 

s'annule  par  conséquent  pour  une  valeur  intermédiaire 
x0  +  •*  ;  on  en  déduit 

R==  A*-*  (i— t)+-pf**  «  (x#  -j-6A) , 


DEVELOPPEMENT   DES   FONCTIONS    EN    SÉRIES.       193 

et,  par  suite,  le  terme  complémentaire 

Le  nombre  entier  p  est  arbitraire.  Si  Ton  fait  p  =  n,  on 
retrouve  la  première  forme;  si  Ton  fait/>=o,  on  obtient  une 
seconde  forme 

(6)  7T— 7ï<1-6)"^,(x»+9*)' 

i  •  j»  •  •  •  1 1 

qui  est  souvent  utile  dans  les  applications*. 

154.  De  la  formule  (5),  dans  laquelle  on  remplace  x0  par  o 
et  h  par  xf  on  déduit 

(7)  f(x)=f{o)+ /»?+/»£!  + 

1  1.2 

+/»  — -+ — nnr  (ex). 

1.2 «        1.2 \n~Tl) 

On  peut  aussi  mettre  le  terme  complémentaire  sous  la  forme 

(8)  — — (i— Q)»f»*(Qx). 

Lorsque  le  terme  complémentaire  tend  vers  zéro,  quand  n 
augmente  indéfiniment,  la  fonction  est  développée  en  série  con- 
vergente, suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  x. 

155.  Appliquons  cette  formule  au  développement  de  la 
fonction  é*.  Toutes  les  dérivées  de  cette  fonction  sont  égales 
à  la  fonction  elle-même  e*,  et  se  réduisent  par  conséquent  à 

*  Le  principe  de  cette  ingénieuse  démonstration  de  la  série  de  Taylor 
est  dû  à  M.  Homersham  Cox  (VIe  volume  du  Journal  de  Cambridge); 
M.  Rouché,  professeur  à  l'École  centrale,  Ta  perfectionnée  d'une  manière 
notable  et  loi  a  donné  la  forme  simple  sous  laquelle  nous  l'avons  pré- 
sentée. 
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l'unité  pour  x  =  o;  on  a  donc 

X        X*  3f* 

**=»+-+—  + +■ 


i      î.a  1.2 n 

+».» («+ox   ' 

Supposons  d'abord  que  la  variable  x  ait  une  valeur  posi- 
tive. Soit  p  un  nombre  entier  plus  grand  que  x  ;  donnons  an 
une  valeur  plus  grande  qne  p.  Lé  terme  complémentaire 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

x*  «*  **"** 

xrx 


*•* p  (p+i)(p+*) (»+0' 

le  premier  facteur  reste  constant,  quand  n  augmente;  le  se- 
cond est  moindre  que  e*  ;  le  troisième,  qui  est  le  produit  de 
n— p-\-i  facteurs 


P+1   P"\~2  n-\-i 

plus  petits  que  - ,  est  plus  petit  que  (  -  J        ,  et  tend  vers  zéro 

ET  ar  ' 

quand  n  augmente  indéfiniment;  le  terme  complémentaire 
tend  donc  aussi  vers  zéro.  Considérons  la  série 

x  .   x*   .     x* 


l+T+77+ïï7T3+ 


d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  la  différence  entre  la 
somme  des  n  +  i  premiers  termes  de  cette  série  et  la  fonc- 
tion **,  différence  qui  est  égale  au  terme  complémentaire, 
tend  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment.  On  en  conclut 
que  la  série  est  convergente,  et  que  la  somme  de  ses  n + 1  pre- 
miers termes  tend  vers  une  limite  égale  à  é*.  On  écrira  donc 


x  .  x*   ,     x% 


(0)        ,=  .+  +_-  +  _+ 
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Supposons  maintenant  que  x  ait  une  valeur  négative— x'  ; 
Boit  p  un  nombre  entier  plus  grand  que  xf  et  donnons  à  n  une 
valeur  plus  grande  que  p.  La  valeur  absolue  du  terme  com- 
plémentaire est  égale  à 


i.a P  (P+*)(P  +  *) (»+»)' 

le  premier  facteur  conservant  une  valeur  constante  quand  n 
augmente,  le  second  étant  plus  petit  que  l'unité,  et  le  troi- 
sième tendant  vers  zéro,  on  en  conclut,  comme  précédem- 
ment, que  le  terme  complémentaire  tend  vers  zéro.  Ainsi,  la 
fonction  é*  est  développable  en  une  série  (9),  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  positives  ou  négatives. 

On  obtient  de  la  môme  manière  le  développementdes  fonc- 
tions sin  x  et  cos  x  en  séries  convergentes  pour  toutes  les 

valeurs  de  x, 

x        x%  x% 

(10)     sina?= -A „   ,   „  — 

*    '  1       i.a.3  '   1.2.3.4.5 


(11)      COStf=l f- 


X*     .  X* 


î.a       i.a.3.4 


Séries  logarithmiques*. 
156.  Considérons  encore  la  fonction  L(i  +  x).  On  a 

r(*)=i.>(i+*)-«, 

.      f"(x)  =  —  i.a.3(i  +  s)-\ 
et  la  formule  (1)  donne 
. ,    ,     x     x     x*      x3       x*   ,  x» .  £"** 


1        a         3         4    '         ^~»      (n+O^+te) 


*♦! 
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Le  terme  complémentaire  est 

i      /     x    y*1 
n -f-  i  Vi-f-e*/ 

Lorsque  la  valeur  de  x  est  positive  et  inférieure  ou  égale  à 
l'unité,  le  terme  complémentaire,  qui  est  plus  petit  que 

— ; — ,  tend  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment,  et 
n-|- 1 

la  fonction  se  développe  en  série  convergente. 

Supposons  maintenant  que  x  ait  une  valeur  négative  —  af9 

moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue.  Nous  prendrons  le 

terme  complémentaire  sous  sa  seconde  forme  (8) 

x'n+i(i—Q)n_       x'n+%    /  i— 0\» 

~"  (î  —  Ôtf')"+1  —  ~~i  —  to.'\i  -0x7  ' 

i  — 0     , 
La  fraction    ,  étant  plus  petite  que  l'unité  et  le  déno- 
minateur i  —  Qar'  plus  grand  que  i  — x'y  la  valeur  absolue 
du  terme  complémentaire  est  plus  petite  que 

x' 


-'n+t 


7» 


1  —  X 

elle  tend  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment.  La 
fonction  L(i  +ar)  se  développe  donc  en  une  série 


x     x*  .  x9     x1 


(12)      L(i  +  x)  =  ^--+--^-+ 

convergente  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  î  ex- 
clusivement et  + 1  inclusivement. 


Calcul  des  logarithmes  népériens.  • 
157.  De  la  série  précédente,  on  déduit  des  séries  qui  ser- 
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vent  an  calcul  des  tables  de  logarithmes.  Cherchons  la  diffé- 
rence entre  les  logarithmes  de  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs n  et  n  -|-  i .  Puisque 

^  +  i)-U=Li±i  =  L(i+i), 

si  dans  la  série  (12)  on  remplace  x  par  la  fraction  -,  on  a 

(13)      L(n  +  i)-Ln=i_-i-i+-î-5- 

Mais  cette  série  ne  converge  pas  assez  rapidement,  et  il  fau- 
drait prendre  un  très  grand  nombre  de  termes  pour  avoir  les 
logarithmes  avec  une  certaine  approximation. 

On  arrive  à  une  série  beaucoup  plus  rapidement  conver- 
gente de  la  manière  suivante  :  si  Ton  retranche  l'une  de 
l'autre  les  deux  séries 

x    x1  .  x9     xk 


L(i  4-  *)  =  —-+--  _  + 


•      •      .      • 


L(i— x)  = 


X     x%     x%      xk 


i      a       3       4 

les  termes  de  degrés  pairs  se  détruisent,  ceux  de  degrés  im- 
pairs s'ajoutent,  et  l'on  a 

\A-x        fx     x%     x*  .  \ 

L(1+*)-L(i-*)=LT±ï=a(T+-  +  -5+.  •  .  •  .). 

Posons  maintenant 


i  —  x         n 


d'où 

x= 


an-f  i' 
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et  remplaçons  x  par  sa  valeur,  nous  obtiendrons  la  série 
(14)  LÎ±i  =  L(n+i)-U 

qui  converge  d'autant  plus  rapidement  que  le  nombre  n  est 
plus  grand. 

158 .  C'est  au  moyen  de  la  série  (14)  que  Ton  calcule  les  lo- 
garithmes népériens. 

En  faisant  n=  i  dans  cette  série,  on  a 

2  2  2  2 

On  commencera  par  réduire  en  décimales  les    fractions 

2        2         2       2 

=  >  =j  >  =p  r^> y  en  divisant  successivement  par  9;  puis 

on  les  divisera  par  les  nombres  impairs  1,  3,  5,  7, 

Les  dix  premiers  termes    donnent,   avec   dix  décimales 

exactes, 

La =0,693 147 1806. 

Si  dans  la  série  (14)  on  fait  n  =  2,  on  a 


L5_La  =  ?  +  -lî+-^5  + 


5  '  3.53  '  5.51 

on  abrège  le  calcul  en  remarquant  que  diviser  par  25  revient 
à  diviser  par  100  et  à  multiplier  par  4*  Les  sept  premiers 
termes  donnent,  avec  dix  décimales  exactes, 

L3= 1,09861 22887. 

On  obtient  14  en  doublant  L2, 

14=1,3862943612. 
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On  calcule  ensuite  L5  par  la  série 


199 


a        a         3 

on  obtient  les  fractions-»  — >  —  » ,  endivi- 

9    98     95 

sant  par  3  les  fractions  déjà  calculées  -  »  —  ,  —, Les 

cinq  premiers  termes  donnent,  avec  dix  décimales  exactes, 

L5 = i  ,60943  79 1  »4- 

On  obtiendra  L6  en  ajoutant  L3  et  La.  On  calcule  L7  par 
la  série  en  faisant  n=6,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  * 

159.  Quand  on  veut  calculer  les  logarithmes  vulgaires,  il 
faut  d'abord  chercher  le  module.  Pour  cela,  on  calcule  le 
logarithme  népérien  de  a,  au  moyen  de  la  série 


comme  nous  l'avons  expliqué  dans  le  numéro  précédent,  ce 

qui  donne 

La =0,693 14  71806. 

En  doublant  ce  logarithme,  on  obtient  le  logarithme  népé* 

rien  de  4, 

I4=i,386a9436ia. 

On  détermine  ensuite  le  logarithme  népérien  de  5  au  moyen 
de  la  série 

L5— L4=-4-^--|-rA  J_ , 

9     3-9'     5-9V 
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en  remarquant  que  ces  nouvelles  fractions  se  déduisent  de 
celles  qui  ont  servi  au  calcul  de  La,  comme  nous  l'avons  ex- 
pliqué. Une  fois  qu'on  a  trouvé  La  etL5,  l'addition  de  ces 
deux  logarithmes  donne 

Lio  =  2,3oa585o93o. 
On  sait  que  le  module  M  des  logarithmes  vulgaires  est 
égal  à  - —  (n*107);  divisant  1  par  Lio,  on  aura  la  valeur  de 

Lio 

ce  module 

M =0,43429  448  !  9- 
En  le  doublant,  on  a 

»M=o,86858  89638. 

On  obtient  les  logarithmes  vulgaires  en  multipliant  par  le 
module  les  logarithmes  népériens.  La  série  (14)  devient  ainsi 

(15)  log(n+i)— log» 

=  aMLa7rpï  +  3(an  +  i)»  +  5(an  +  i)'+ J' 

C'est  cette  série  que  l'on  emploie  pour  calculer  les  loga- 
rithmes vulgaires,  en  séparant  les  termes  et  l'écrivant  sous 
la  forme 
i/ixi  aM     .        aM  aM 

On  obtiendra  le  logarithme  vulgaire  de  a,  en  multipliant 
par  M  le  logarithme  népérien  de  a  qui  a  servi  à  trouver  le 
module.  On  calculera  log  3  par  la  série 

■     si          aM.2M.2M, 
log3-loga=— +_+_+ # 
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on  calculera  d'abord  les  fractions  -=->  -— ,  -— , ,  en 

5       53      5B 

divisant  successivement  par  a5,  plus  simplement  en  multi- 
pliant par  4  et  divisant  par  100;  on  divisera  ces  fractions 

respectivement  par  1,  3,  5 ;  en  ajoutant  les  résultats,  on 

aura  log  3.  On  aura  log  4  en  doublant  log  a.  On  obtiendra 
log  5,  et  en  multipliant  par  M  le  logarithme  népérien  de  5 
qui  a  servi  à  trouver  le  module.  On  trouvera  log  6  en  ajou- 
tant log  a  et  log  3.  On  calculera  log  7  par  la  série 

.            .            aM       aM         aM 
log7-log6=_  +  _+_+ 

On  aura  log  8  en  ajoutant  log  4  et  log  a,  log  9  en  doublant 
log  3;  on  sait  d'ailleurs  que  log  10  =  1.  On  calculera  log  11 
par  la  série,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

La  série  (1 5)  convergeant  de  plus  en  plus  rapidement  à 
mesure  que  l'on  s'élève  dans  l'échelle  des  nombres  entiers, 
les  calculs  deviendront  bientôt  très  -simples.  On  aura,  par 
exemple,  le  logarithme  de  101  avec  huit  décimales  exactes  au 
moyen  de  deux  termes  seulement 

aM  ,      aM 
logioi-a=—  +  - 


aoi8 


On  calculera  d'abord  le  premier  terme  en  divisant  le  nombre 
connu  a  M  par  aoi  ;  puis  on  déduira  le  second  terme  du  pre- 
mier en  divisant  celui-ci  par  3.aoif  ou  par  iai£o3. 
Le  premier  terme  de  la  série  suffira  pour  le  logarithme  de 

1001, 

1                 *       aM 
log  1001—0= f 

9  aooi 

et  A  plus  forte  raison  au  delà. 
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160.  C'est  ainsi  que  l'on  procède  pour  calculer  les  tables 
des  logarithmes  des  nombres  entiers.  Les  petites  tables  de 
Lalande  contiennent  les  logarithmes  des  nombres  entiers  de 
i  à  10000,  avec  cinq  décimales;  celles  de  Callet,  les  loga- 
rithmes des  nombres  entiers  de  i  à  100  ooo,  avec  sept  déci- 
males. Pour  avoir  le  logarithme  d'un  nombre  fractionnaire 
n-f-A,  compris,  soit  entre  1000  et  10000,  soit  entre  10000  et 
100000,  on  cherche  dans  les  tables  le  logarithme  de  la  partie 
entière  n,  et  on  y  ajoute  la  différence  tabulaire 

A  =  log  (n+i)  —  log  n 

multipliée  par  la  fraction  A  (impartie,  n°  22!ty.  L'accroisse- 
ment vrai  du  logarithme  est 

*=log(n+A)  —  logn=log^i-=log  (i  +-)  ; 

la  proportion  donne  l'accroissement  approché 

AA=Alog^i^=Alog(i+-); 
Terreur  commise  est 

(16)        a-AA=log(i+*)-Alog(i+i). 

Nous  allons  démontrer  d'abord  que  cette  erreur  est  posi- 
tive. Si,  dans  le  développement  de  L  (i  -f  x),  on  s'arrête  au 
premier  terme,  on  a 

(»)  L(x+*)=-iL-, 

la  lettre  0  désignant  un  nombre  positif  plus  petit  que  l'unité; 
cette  expression  montre  que,  lorsque  la  variable  x  est  posi- 
tive, la  valeur  de  L  (i  -f  x)  est  plus  grande  que  — £-.  Cela 
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posé,  considérons  la  fonction     ^  ,  dont  la  dérivée  est 


x 
x 


1  +x 


-L(i+*) 


x* 


cette  dérivée  étant  négative,  la  valeur  de  la  fonction  dimi- 
nue, quand  la  variable  positive  x  augmente.  Si  donc  nous 

attribuons  à  x  les  deux  valeurs  -  et  -,  dont  la  seconde  est 

n      n 

plus  grande  que  la  première,  nous  aurons 


Kl  LK) 


h  i 

n  n 

on  plus  simplement 

et  par  suite 

8>ÀA. 

Cherchons  maintenant  une  limite  de  Terreur.  D'après  l'é- 
quation (1 7),  on  a 

\       n/     n-f-ô 

«=ML('+;)=;rfrv 

0  et  •*  désignant  des  nombres  positifs  plus  petits  que  l'unité; 
on  en  déduit 

*       n  +  6  ^.n-f  i  i 
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et,  par  suite , 

n 

et,  comme  l'accroissement  h  de  la  variable  est  plus  petit  que 
l'unité, 

(18)  8_aa<-. 

Avec  les  tables  de  Lalande,  le  nombre  n  étant  égal  ou  su- 

44 
périeur  à  io'  et  la  différence  tabulaire  moindre  que  — =, 

Terreur  commise  est  plus  petite  que  — r^ — i ,  et  par  consé- 

r         ^      io'  X  io"        r 

_5 

io"        *      a.io' 

demi-unité  du  sixième  ordre  décimal;  elle  n'affecte  donc  pas 

les  cinq  premiers  chiffres  décimaux  du  logarithme.  Avec  les 

tables  de  Callet,  le  nombre  n  étant  égal  ou  supérieur  à  io4 

435 
et  la  différence  tabulaire  moindre  que  -*-=■ ,  Terreur  commise 

^      io7 

435 
est  plus  petite  que  — ^ j,  et  par  conséquent  plus  petite 

5  î 

que  — j,  ou  que r,  c'est-à-dire  qu'une  demi-unité  du  hui- 

lième  ordre  décimal  ;  elle  n'affecte  donc  pas  les  sept  premiers 
chiffres  décimaux  du  logarithme. 


5                    î 
quent  plus  petite  que  — ^,  ou  que y,  c'est-à-dire  qu'une 


N 


\ 
^ 


LIVRE  VI 


THÉORIE    DES    ÉQUATION? 


CHAPITRE  PREMIER. 

CALCUL    DES    QUANTITÉS    IMAGINAIRES. 

Définition. 

161.  Nous  avons  explique,  dans  la  première  partie  de 
Y  Algèbre  (livre  III,  chap.  h),  comment  la  résolution  de 
l'équation  du  second  degré  conduit  à  des  expressions  de  là 

forme  a+Ay— 7 ,  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  quantités 
imaginaires.  Si  l'on  représente  par  la  lettre  i  le  symbole 

^ — 1,  les  quantités  imaginaires  s'écrivent  sous  la  forme 
a-\-bi,  les  lettres  a  et  *  désignant  des  quantités  réelles, 
positives  ou  négatives. 
Soit  r  un  nombre  positif,  *  un  angle,  on  peut  toujours 

poser 

«  =  rcos«,       i  =  rsin«. 
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En  ajoutant  les  carrés,  on  en  déduit 


0) 

et  par  suite 


r=\/a*  +  à\ 


a 
C0Sa  =  -, 

r 


sin«  =  -< 
r 


De  cette  manière  la  quantité  imaginaire  a+ôise  met  sous  la 

forme 

r(co8«-|-tsina). 

Le  nombre  positif  r  s'appelle  le  module,  l'angle  *  l'argument 
de  la  quantité  imaginaire.  Le  module  r  donné  par  l'équa- 
tion (1)  a  une  valeur  parfaitement  déterminée.  Mais  l'argu- 
ment a  peut  recevoir  une  infinité  de  valeurs.  L'angle  «  étant 
donné  par  son  sinus  et  son  cosinus,  d'après  les  équations  (2), 
a  une  valeur  et  une  seule  de  o  à  ait;  on  peut  ensuite  aug- 
menter ou  diminuer  cet  angle  d'un  multiple  quelconque  de 
a*  ;  de  sorte  que  si  l'on  représente  par  a,  la  première  valeur 
de  a,  et  par  k  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  néga- 
tif, toutes  les  valeurs  de  «  seront  comprises  dans  la  formule 

a=ot0-J-aArc. 

162.  Traçons  dans  un  plan  deux  droites  rectangulaires  OX 

et  OY.  On  peut  figurer  la  quan- 
tité imaginaire  par  une  longueur 
OA  égale  à  son  module  r  et  portée 
dans  une  direction  qui  fasse  avec 
la  droite  fixe  OX  un  angle  égala 
son  argument  a.  On  compte  l'an- 
gle  a  à  partir  de  OX,  en  tournant 
dans  un  sens  convenu,  par  exem- 
ple, de  OX  vers  OY.  Si  Ton  fait  varier  l'angle  «  de  o  à  ait, 
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la  droite  OA  tourne  autour  du  point  0,  à  partir  de  la  posi- 
tion OX ,  et  décrit  tout  le  plan. 

Les  quantités  réelles  sont  des  cas  particuliers  des  quan- 
tités imaginaires.  Quand  *  =  o,  la  quantité  imaginaire 
devient  une  quantité  réelle  positive  r,  elle  est  figurée 
par  une  longueur  égale  à  r  portée  -sur  l'axe  01  dans  le 
sens  OX.  Quanda=*,  la  quantité  imaginaire  devient  une 
quantité  réelle  négative  —  r;  elle  est  figurée  par  une  lon- 
gueur égale  à  son  module  r  portée  sur  Taxe  fixe,  dans  le  sens 
inverse  OX'. 


« 


Quand  a  =  -,  la  quantité  imaginaire,  qui  se  réduit  à  ri, 


a 


est  figurée  par  une  longueur  égale  à  r  portée  sur  la  per- 

3* 
pendiculaire  OT  à  l'axe  OX.  Quand  «= — ,  la  quantité 

imaginaire,  qui  se  réduit  à — ri,  est  figurée  par  une  lon- 
gueur égale  à  r  portée  sur  la  perpendiculaire,  mais  dans  le 
sens  inverse  0Y\ 

En  général,  quand  on  ajoute  *  à  l'argument,  cos  a  et  sin  a 
changeant  de  signes,  la  quantité  imaginaire  r(cos  «  + 1  sin  a) 
change  de  signe.  Ainsi,  deux  quantités  imaginaires  égales  et 
de  signes  contraires  sont  figurées  par  deux  longueurs  égales 
OA  et  OA'  portées  en  sens  inverse  l'une  de  l'autre. 

Si  du  point  A  on  abaisse  une  perpendiculaire  AP  sur 
Taxe  X'X,  on  a 

a  =  rcos«  =  OP>        i  =  rsin«  =  PA. 

On  voit  par  là  que  la  partie  réelle  a  de  la  quantité  imagi- 
naire est  égale  à  la  projection  OP  de  la  droite  OA  sur  l'axe 
fixe  OX  et  le  coefficient  6  de  s  à  la  projection  PA  de  la  même 
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droite  sur  J'axe  OYf  écrire  la  quantité  imaginaire  #>m  la 
forme  a  +  As  revient  à  remplacer  \&  ligw  droite  04  par  la 
ligne  brisée  OPAr 

163.  On  estime  la  grandeur  <Tupe  quantité  imaginaire par 
la  longueur  de  la  droite  04  qui  lp  représente!  c'est-à-dire 
par  le  mo4ule  de  la  quantité  imaginaire,  lorsque  le  module 
est  petit,  on  dit  quç  la  quantité  imaginairq  est  petite. 
Lorsque  le  module  devient  nul,  on  dit  QU©  la  quantité  ima- 
ginaire elle-même  devjept  nullQ.  Puisque  le  inodule  r  est 

égal  à  0*,+*,>  pour  que  le  module  soit  nul,  il  est  néces- 
saire et  il  suffit  que  les  deux  quantités  réelles  a  et  à  soient 
nulles  séparément. 

Deux  quantités  imaginaires  sont  dites  égales,  lorsqu'elles 
sont  représentées  par  la  même  droite  04  d*ns  là  même  di- 
rection, c'est-à-dire  lorsque  leurs  modules  sont  égaux  et  que 
leurs  arguments  sont  égaux  ou  diffèrent  d'un  nombre  entier 
de  cireonférences.  Il  est  clair  que  si  deux  quantités  imaginai- 
res a-\-bi,  a'-\-b'i  sont  égales,  on  a  séparément  a=ct,  *=*'. 

Addition. 

164 .  On  a  étendu  aux  quantités  imaginaires  les  règles  or- 
dinaires du  calcul  algébrique,  comme  si  la  lettre  i  dési- 
gnait une  quantité  réelle,  en  convenant  de  remplacer  ensuite 
dans  le  résultat  i*  par  —  1 . 

Proposons-nous  d  abord  d'additionner  deux  quantités  ima- 
ginaires a-j-ôi",  a'  +  b'i.  On  a,  en  groupant  les  parties  réelles 
et  les  parties  imaginaires, 
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Si  Ton  figure  les  deux  quantités  imaginaires  proposées 

par  des  grandeurs  géométriques 
OAf  OA',  comme  nous  l'avons  ex- 
pliqué, il  est  facile  de  voir  que  l'ad- 
dition consiste  à  porter  ces  deux 
longueurs  l'une  à  la  suite  de  l'autre, 
chacune  dans  sa  direction.  A  partir 
du  point  A,  extrémité  de  la  gran- 
deur OA,  menons  une  droite  AB  égale  et  parallèle  à  OA', 
et  joignons  OB;  la  droite  OB  représentera  la  somme  des 
deux  quantités  imaginaires.  Car,  la  projection  de  la  ligne 
droite  OB  sur  chacun  des  axes  OX  et  OT  étant  égale  à  la 
somme  des  projections  des  deux  parties  de  la  ligne  brisée 
OAB,  les  deux  projections  de  la  ligne  OB  sont  égales  à  a  -f-  <£ 
et  kb-\-b\  Cette  droite  figure  donc  la  quantité  imaginaire 

(a  +  a')  +  (b  +  by. 

Nous  remarquons  que  dans  le  triangle  OAB  la  longueur 
du  côte  OB  est  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres 
côtés  OA  et  AB,  et  plus  grande  que  leur  différence.  Il  en 
résulte  que  le  module  de  la  somme  des  deux  quantités  imagi- 
naires est  plus  petit  que  la  somme  des  modules  de  ces  deux  quart  <• 
tités  et  plus  grand  que  lew*  différence. 
Ce  que  nous  venons  de  dire  s'étend  à  l'addition  d'un 

nombre  quelconque  de  quantités  imagi- 
B  naires.  Soit  à  additionner  trois  quantités 
imaginaires  figurées  par  les  grandeurs 
géométriques  OA,  0  A',  OA*  ;  à  partir  du 
point  A  menons  une  droite  AB  égale  et 
parallèle  à  OA',  et,  à  partir  du  point  B»  une  (trotte  $G  égale 
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et  parallèle  à  OA"  ;  la  droite  OB  étant  la  somme  des  deux 
premières  quantités,  la  droite  OC  sera  la  somme  des  deux 
quantités  OB  et  OA*,  et  par  conséquent  la  somme  des  trois 
quantités  proposées.  La  droite  OC  étant  moindre  que  la 
ligne  brisée  OABC,  il  est  évident  que  le  module  de  la  somme 
de  plusieurs  quantités  imaginaires  est  plus  petit  que  la  somme  des 
modules  de  ces  quantités. 

Soustraction. 

165.  La  soustraction  n'offre  aucune  difficulté.  D'une  quan- 
tité imaginaire  a  +  ai  retrancher  une  quantité  imaginaire 
a'+AY,  c'est  trouver  une  troisième  quantité  imaginaire  qui, 
ajoutée  à  la  seconde,  reproduise  la  première.  La  différence 
cherchée  est 

(a  —  a^  +  ib-l^L 

Soient  01  et  OA'  les  deux  grandeurs  géométriques  qui 

figurent  les  quantités     imaginaires 

proposées.  A  la  droite  OA  ajoutons  une 

droite  AB  égale  et  parallèle  à  OA', 

B    mais  de  sens  contraire  ;  la  droite  OB 

figurera  la  différence  cherchée;  car  si  à  cette  quantité  OB 

on  ajoute  OA'  ou  BA,  on  reproduit  OA. 

Multiplication* 

166.  En  effectuant  le  produit  de  deux  quantités  imagi- 
naires a + Ai,  a'  +  Aï,  d'après  la  règle  ordinaire  de  la  multi- 
plication des  polynômes,  on  a 

(a  +  40  (a'  +  A't)  =  aa'  +  bb'i*  +  (ab'  +  baT)i; 


CALCUL   DES   QUANTITÉS   IMAGINAIRES.  2jJ 

si  l'on  remplace  ensuite  î1  par  —  i,  il  vient 

(a  +  bi)  (a'  +  Aï)  =  (aa'  ~  bV)  +  {ab'  +  *a')«. 

Le  produit  est  une  quantité  imaginaire  de  la  même  forme 
que  les  quantités  proposées. 

Si  l'on  a  à  effectuer  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de 
{acteurs  imaginaires,  on  calculera  le  produit  des  deux  pre- 
miers facteurs,  comme  nous  venons  de  l'indiquer  ;  on  multi- 
pliera ce  produit  par  le  troisième  facteur,  et  ainsi  de  suite  ; 
le  produit  final  sera  de  la  même  forme. 

Supposons  les  deux  facteurs  mis  sous  la  forme 

rfcosa  +  ^sina),         r'(cosa'+tsina);. 

le  produit  sera 

rr'Kcos  «  cos  *' — sin  «  sin  a)  -f-  i(sin  a  cos  a'  +  cos  «  sin  «*)] , 

ou  plus  simplement 

rr'  [COS  (ce  +  a*)  + 1  sin  (a  +  a')]. 

Ainsi,  le  produit  de  deux  quantités  imaginaires  est  une  quantité 
imaginaire  qui  a  pour  module  le  produit  des  modules  et  pour 
argument  la  somme  des  arguments. 

La  même  règle  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs, et  il  est  clair  que  le  produit  ne  change  pas  quand  on 
change  l'ordre  des  facteurs. 
Il  est  facile  de  donner  à  cette  opération  un  sens  géomé- 
trique. Multiplier  la  grandeur  géomé- 
trique OA  par  la  grandeur  géométrique 
OA'  revient  à  multiplier  la  longueur  0 A 
par  le  nombre  abstrait  qui  mesure  la 
longueur  OA',  puis  à  faire  tourner  la 
droite  OC  ainsi  obtenue  d'un  angle  COB 
égal  à  l'angle  XOA'.  On  voit,  en  effet,  que  la  grandeur  géo- 


V      D 
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métrique  OB  a  son  module  égal  au  produit  des  module»  et 
son  argument  égal  à  la  somme  des  arguments. 
Si  Ton  applique  cette  règle  au  produit  i  X  t,  on  remarque 
a  que  la  quantité  imaginaire  t  est 

figurée  par  une  longueur  OA  égale 

à  l'unité  portée  sur  la  perpendi- 

1  culaire  à  l'axe  fixe  XI;  il  faut 
multiplier  cette  longueur  par  l'unité,  puis  la  faire  tourner 
d'un  angle  droit  autour  du  point  0,  ce  qui  donne  une  lon- 
gueur OB  portée  sur  OX'  ;  ce  résultat  est  égal  à  —  î .  Ceci 
est  bien  d'accord  avec  la  convention  fondamentale  i*  =  —  i. 
Deux  quantités  imaginaires  a  +  W>  a  —  M,  qui  ne  diffè- 
rent que  par  le  signe  de  i",  sont  dites  conjuguées.  On  a 

(a  +  6i)(a  — 60  =  ûf  +  *f- 

Le  produit  de  ces  quantités  est  réel  et  égal  au  carré  du  mo- 
dule de  chacune  d'elles. 

Il  est  évident  que  le  produit  de  plusieurs  facteurs  réels  et 
positifs  ne  peut  devenir  nul  que  si  l'un  des  facteurs  au  moins 
devient  nul.  La  même  propriété  a  lieu  quand  les  facteurs 
sont  imaginaires  ;  car,  le  module  du  produit  étant  égai  au 
produit  des  modules  des  facteurs,  pour  que  ce  module  de- 
vienne nul,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  le  module  de 
l'un  des  facteurs  devienne  nul. 

Division. 

167.  Diviser  une  quantité  imaginaire  o-f-  Wpar  une  quan- 
tité imaginaire  d  -f-  Vi%  c'est  chercher  une  quantité  imagi- 
naire x  -f-  yi  qui,  multipliée  par  le  diviseur,  reproduise  le 
dividende.  On  doit  donc  avoir 
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ou,  eh  effectuant  le  produit, 

a  +  bi  =  («'*  -  b'y)  +  (b'x  +  «V)*\ 

et  par  suite,  en  égalant  séparément  les  parties  réelles  et  les 
parties  imaginaires, 

a'x — b'y  =  a9 

On  déduit  de  là 


Oïi&âiitil 


aa'  +  bb'  bo!  -  aV 

ci  +  £Y—  a'2  +  £'*  +  a'8-f  6,i,# 


168.  On  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  -,  formée 

de  quantités  imaginaires  A  et  B,  quand  on  multiplie  ses 
deux  termes  par  une  même  quantité  imaginaire  0;  cAr,  en 
désignant  par  Q  le  quotient  que  nous  venons  de  trouver, 

ona 

A  =  BxQ; 

si  l'on  multiplie  par  G  ces  deux  quantités  égales*  il  vient 

ACfaBXQXG«*BCxQ» 
dfoù  • 

Il  en  résulte  une  manière  commode  d'effectuer  le  calcul  du 
quotient  de  deux  quantités  imaginaires;  car,  si  Ton  multiplie 
les  deux  termes  de  la  fraction 

a-\-bi 
ùT+Fi 
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par  la  quantité  a'  —  V%\  conjuguée  du  dénominateur,  on  a 

a  +  bi  _(a  +  bi)(a'  —  b'i)m 
a'  +  à'i~        a'*  +  b'È 

le  dénominateur  devient  réel  et  la  question  est  ramenée  à 
une  multiplication  ;  on  retrouve  ainsi  le  résultat  obtenu  pré- 
cédemment 

a  +  bi  _  (aa'  +  bV)  +  (ba'  —  qftQi 

a'  +  6ï—  .  <P  +  b'* 

Quand  on  met  les  deux  quantités  imaginaires  sous  la 
forme  r(cos  a+i  sin  a),  r'(cos  a'  -f-  •  sin  «*),  on  peut  écrire 
immédiatement  le  quotient  de  ces  deux  quantités 

-[cos(«— «')  +  tsin(ot — J)]; 
r 

car,  en  multipliant  ce  quotient  par  le  diviseur,  on  retrouve 

le  dividende.  Ainsi,  le  quotient  a  pour  module  le  quotient  des 

modules  et  pour  argument  la  différence  des  arguments* 

Puissances. 

169.  Commençons  par  former  les  puissances  successives 
de  t.  On  a  d'abord  t*  =— i.  La  troisième  puissance  iJ  étant 
égale  à  la  deuxième  t*  multipliée  par  t,  il  vient 

t»  =  f*Xi=— iXi  =  -f. 

La  quatrième  étant  égale  à  la  troisième  multipliée  par  i,  on 
a  de  même 

f'»=i>xt=-fx '=—-*''=— (-0=+i, 

et  ainsi  de  suite, 

•i  =  i'Xt=t9 

•  •  =  i»  Xi  =  tXt  =  «,,=  — i. 


CALCUL   DBS   QUANTITÉS   IMAGINAIRES.  213 

On  obtient  de  la  sorte  la  série  des  puissances 

••  =  +  if    •'t  =  +  />    ff=-i,    t'=-i; 
•  *  =  +  i,    i*=.+  i,    f6  =  -i,    i7  =  -«, 

La  quatrième  puissance  t"4  étant  égale  à  t°,  il  est  clair  que 
les  mêmes  résultats  se  reproduisent  périodiquement  de 
quatre  en  quatre,  et  Ton  a  en  général 

Les  puissances  paires  sont  réelles,  les  puissances  impaires 

imaginaires. 

Ces  résultats  sont  évidents  géométriquement.  Les  Ion- 

T  gueurs  OA  et  OB,  égales  à  l'unité, 

portées  sur  OX  et  OY,  représentent 

la  première  +1  »  la  seconde + *•  Mat  ' 

tiplier  une  grandeur  géométrique 

A  x  par  t\  c'est  la  faire  tourner  d'un 
angle  droit  autour  du  point  0.  En 
multipliant  ainsi  plusieurs  fois  suc- 
cessivement la  grandeur  OA  par  ; , 
on  obtient  les  quatre  grandeurs  OB,  OC,  OD,  OA,  ou  -J-*>  —  1, 
—  t,  +  i,  qui  se  reproduisent  périodiquement. 

170.  Si,  d'après  la  convention  générale  sur  le  calcul  des 
quantités  imaginaires,  on  applique  la  formule  du  binôme  au 
développement  de  (a  +  bi )m,  on  a 

(a-\-bi)m=<*m-\ — a^bt-A — ^ la»-'*b'i*4- 

v       '         '  1  1.9 

En  remplaçant  les  puissances  successives  de  t  par  les  valeurs 


B 


0 
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trouvées  précédemment,  il  vient 

•     .  »  i    w*  .»•       twffîl  —  l)    _..- 


1.2 


m(m  - 1)  (m -;)  ^ 


1.2.3 


les  termes  sont  alternativement  réels  et  imaginaires.  Réu- 
nissons enfin  les  termes  réels  et  les  termes  imaginaires, 
nous  aurons 

T        mfm— i)       .,„    mfm—  i)(m— o){m— 3)       .f4         1 
L  1.3  1.2.3.4  J 

•  T     --11     m(m— i)(m— 2)       ...  ,  1. 

1  L  1.2.3  '         J 

Il  en  résulte  que  le  développement  de  (a  •+-  ài)m  est  une 
quantité  imaginaire  de  la  forme  ordinaire  A  +  Bi.  Les  ter- 
mes, qui  composent  chacune  des  parties,  sont  affectés  alter- 
nativement du  signe  4-  et  du  signe  — . 

Il  est  clair  que  le  développement  de  (a  —  bi)m  ne  diffère  de 

celui  de  (a + *0W  qu'en  ce  que  le  signe  de  t  est  changé.  Nous 

avons  trouvé 

(a-f  éi)«  =  À-f-Bi; 
on  aura  dono 

(a  —  «)*  =  A  —  Bt. 

Application*. 

l°    (1  -f  08 = l  +  5* — 1  ° — 101  +  5  4-  « = — 4 — 4*. 
2*    (i-i)*=-4+4i. 

3.    (3  +  a0e=36  +  6.3\2l— 15.3*.22—  ao^.a'i  +  iS.S2.*4 

-f  6.3.2BI  — 26=  -  2035—828ï. 

4#    (5  — 2i)e=-2o35-f-8a8*, 
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171.  Lorsque  la  quantité  a-f-W  est  mise  sous  la  forme 
r  (cos  a  -f~ *  s*û  a)>  on  P611*  écrire  immédiatement 

(a  -f-  bî)m = r^cos  ma  -f- 1  sin  ma)  ; 

car  la  m9  puissance  d'une  quantité  est  le  produit  de  m  fac- 
teurs égaux  à  cette  quantité,  et  l'on  sait  que  le  module  du 
produit  est  égal  au  produit  des  modules  des  facteurs  et  son 
argument  à  la  somme  des  arguments. 
Supposons  que  dans  un  polynôme  entier 

A0a"+A1x"'-,+ +A*, 

à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  on  donne  à  la  variable  x 
une  valeur  imaginaire  a  +  bi\  une  puissance  (a  +  àï)m, 
comme  nous  l'avons  expliqué,  prenant  une  valeur  de  la 
forme  A  +  Bi,  un  terme  quelconque  du  polynôme,  qui  est  le 
produit  d'une  puissance  de  x  par  un  coefficient  réel  ou  ima- 
ginaire, prend  une  valeur  de  la  même  forme;  en  réunissant 
les  parties  réelles  fournies  par  les  différents  termes  du  poly- 
nôme, ainsi  que  les  parties  imaginaires,  on  obtiendra  fina- 
lement un  résultat  de  la  forme  A  -f-  Bt. 

Racines. 

172.  Proposons-nous  d'abord  d'extraire  la  racine  carrée 
de  la  quantité  a  -f-  bi  ;  il  s'agit  de  trouver  une  quantité  de  la 
forme  x  +  yi  qui,  élevée  au  carré,  reproduise  la  quantité 
proposée.  On  doit  donc  avoir 

ou,  en  développant  le  carré, 

<*'  —  y*)  +  axyî  =  a + &, 
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et,  par  suite, 

x* — y'=a,    axy=*. 

On  remplacera  le  système  de  ces  deux  équations  par  le  sys- 
tème équivalent 

y=— ,    xt  —  ax* — 7=0- 

9       2X*  4 

L'inconnue  a?  devant  être  réelle,  on  déduit  de  la  dernière 
équation 


On  a  ainsi 


:^±^±£,,=±y/ 


V«" 

«  +  £*- 

-a 

a 

v 

iH-à*- 

—a 

Comme  les  valeurs  de  a?  et  de  y  sont  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires  suivant  que  b  est  positif  ou  négatif,  on 
devra  dans  cette  dernière  expression  donner  au  facteur 
de  1  le  même  signe  que  celui  de  b. 

On  a  par  exemple, 

173 .  Proposons-nous  maintenant  d'extraire  la  racine  m* 
de  a  +  bi,  c'est-à-dire  de  trouver  une  quantité  imaginaire 
de  la  même  forme,  qui,  élevée  à  la  m*  puissance,  reproduise 
la  quantité  proposée.  Posons 

a  +  bi  =  R  (cos  «  + 1  sin  a), . 

et  représentons  l'inconnue  par  r(cos  »  + 1*  sin  »),  on  doit 

avoir 

r^cos  m*>  +  «sin  tww)  =  R(cos  «  +  '  sin  a). 

Pour  que  ces  deux  quantités  imaginaires  soient  égales,  il 
est  nécessaire  que  leurs  modules  soient  égaux  et  que  leurs 
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argumente  soient  égaux  ou  diffèrent  d'un  multiple  quel- 
conque  de  a*.  On  aura  donc 

rm  =  R,     mct>  =  a-f-2fcry 
d'où 

iii               a-f-a/rir 
r=Rw,     0)  =  — L , 

m 

et  les  diverses  valeurs  de  l'inconnue  sont  données  par  la 
formule 

r*m  cos  — • U  i  sin  — ! ), 

\  m  m     ) 

dans  laquelle  la  lettre  *  désigne  un  nombre  entier  quelcon- 
que, positif  ou  négatif. 

174.  Il  est  aisé  de  voir,  d'après  cette  formule,  que  l'incon- 
nue admet  m  racines  distinctes.  En  effet,  si  l'on  donne  à  * 
les  m  valeurs  consécutives 

o,  1,  a,  3, ,  w  — i, 

J- 
on  obtient  m  valeurs  qui  ont  même  module  Rm  et  pour  ar- 
gumente les  arcs 

«       a       an       et         a*       a         air  a  ait 

m      m      m      mm      mm  m      K  'm 

Comme  ces  argumente  sont  plus  petits  que  aie  et  qu'ils  diffè- 
rent entre  eux,  les  m  quantités  qui  leur  correspondent  sont 
distinctes.  Si  Ton  donnait  à*  les  valeurs  m,  m-f- 1,  m-f-a,...., 
en  négligeant  un  multiple  de  a*,  on  retrouverait  les  argu- 
ments déjà  obtenus  et  les  mêmes  racines  se  reproduiraient 
dans  le  même  ordre.  Si  Ton  donnait  à  k  les  valeurs  néga- 
tives — i, — a, — 3....,  on  retrouverait  encore  les  mêmes ra- 
cines,  mais  dans  un  ordre  inverse.  Ainsi,  la  racine  m*  d'une 
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quantité  donnée  admet  m  valeurs  distinctes  et  n'en  admet 
que  m. 

Du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  R",  dé- 
crivons un  cercle;  prenons  l'an- 


*•/ 


oc 

gle  XOA#  égal  à  —  et,  à  partir 

m 


du  point  A0,  divisons  la  circon- 
férence en  m  parties  égales;  les 
m  valeurs  de  la   racine  seront 

figurées  par  les  rayons  OA0,  OAt,  OA, ,  qui  vont  du 

centre  aux  différents  points  de  division  de  la  circonférence. 
Ces  m  quantités  forment  une  étoile  régulière  à  m  rayons. 

L'extraction  de  la  racine  revient  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion binôme  «*= A.  Nous  étudierons  avec  plus  de  détails  en 
trigonométrie  les  propriétés  des  racines  de  cette  équation. 

CHAPITRE  IL 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES    ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

Étude  des  fonctions  entières. 

Nous  nous  sommes  déjà  occupé  des  fonctions  entières  au 
chapitre  des  dérivées  ;  nous  avons  dit  qu'une  fonction  entière 
de  x  varie  d'une  manière  continue  avec  x  (n"  112  et  116);  à 
cause  de  l'importance  du  sujet,  nous  allons  reprendre  en  dé- 
tail l'étude  des  fonctions  entières.  Nous  supposerons  pour  le 
moment  que  tous  les  coefficients  sont  réels,  et  que  l'on  n'at- 
tribue à  la  variable  x  que  des  valeurs  réelles* 

175.  Théorème  {.  Quand  un  polynôme  entier^  à  coefficients 
réels,  ne  contient  pas  de  terme  constant^  on  peut  assigner  un 
nombre  £  tel  que,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  corn- 
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prise*  entre — p  et-\-%la  valeur  du  polynôme  soit  comprise  en- 
tre—aef-J-*»  a  étant  un  nombre  donné \  si  petit  qu'il  soit. 
Soit 

y=ax  +  bx*-\-cx*-\- +  <7Xm 

un  polynôme  entier  en  x,  à  coefficients  réels,  ne  renfermant 
pas  de  terme  constant,  et  ordonné  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x.  Désignons  par  af  la  valeur  absolue  de  la 
variable  réelle  x,  par  xf  celle  du  polynôme,  et  soit  M  le  plus 
grand  coefficient  en  valeur  absolue  ;  on  a  évidemment 

/<M(x'  +  x'*  + +  s^  =  M*(l~f"). 

1  '    X 

Supposons  que  le  nombre  af  soit  inférieur  à  l'unité,  le 

Mx' 
second  membre  sera  plus  petit  que 7,  et  l'on  aura,  à 

X  ^~™ X 

plus  forte  raison, 


I  — X 


La  valeur  de  y'  sera  plus  petite  que  la  quantité  positive 

Mx' 
donnée  a,  si  la  quantité  • — -%  est  plus  petite  que  «;  en 

résolvant  l'inégalité 

Mx'   ^ 


on  trouve 


i — x 


M  +  a 


oc 

Appelons  0   cette  quantité  _.  ,     .  On  conclut  de  là  que, 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  comprises  entre  — p  et + ?» 
la  valeur  du  polynôme  y  est  comprise  entre  — *  et  +*, 
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Par  exemple,  on  est  certain  que  la  valeur  du  polynôme 

ax  —  3x*  -}-  yx%  -f-  gx*  — 4*1 
est  comprise  entre — 0, 1  et  +°>  1  quand  la  variable  x  est 

comprise  entre et  H ,  ou,  plus  simplement,  en- 

tre  —  0,01  et-}-o,oi. 

176.  Théorème  II.  Quand  un  polynôme  entier ,  à  coefficients 
réels,  est  ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x, 
on  peut  assigner  un  nombre  p  tel  que,  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  x  comprises  entre — p  et  +  P5  fe  polynôme  ait  le  signe 
de  son  premier  terme. 

Soit 

le  polynôme  proposé  ;  mettons-le  sous  la  forme 

jc"(a  +  àx  -f-  ex*  -f" +03m~*)- 

D'après  le  théorème  précédent,  on  peut  assigner  un  nombre  p 
tel  que,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  comprises  en- 
tre —  p  et  +  p,  la  va  eur  du  polynôme 

bx-\-cx*  -\-  .  .  .  .  .  -\~gaf*-* 
soit  comprise  entre  —  a  et  +  <*•  P°ur  <&*  valeurs  de  x,  la 
quantité  placée  entre  parenthèses  conservera  le  signe  de  a, 
et,  par  conséquent,  le  polynôme  proposé  aura  le  signe  de  son 
premier  terme  ax".  Lorsque  le  premier  exposant  n  est  pair, 
ce  signe  est  le  même  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  P  et  -f-  p  ;  mais  lorsque  n  est  impair,  la  valeur  da 
polynôme  a  le  signe  du  coefficient  a  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  o  et  +  p  et  le  signe  contraire  pour  les  va- 
leurs de  x  comprises  entre  o  et  —  p. 
Considérons,  par  exemple,  le  polynôme 

*x  —  Zx*  -f*  7a?3  +  9#*  —  4#*« 
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Le  polynôme  a  le  signe  de  son  premier  terme  pour  les 

valeurs  de  x  comprises  entre et  H ;  x  variant  de 

11  11 

à  o,  le  polynôme  a  une  valeur  négative;  x  variant  de 

o  à  A •  il  a  une  valeur  positive. 

ii 

'177.  Théorème  III.  Quand  un  polynôme  entier,  à  coefficients 
réels,  est  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x, 
on  peut  assigner  un  nombre  B  tel  que,  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  z  plus  grandes  que  B  en  valeur  absolue,  le  polynômt 
ait  le  signe  de  son  premier  terme. 

Soit  le  polynôme 

À.af+À^'+À  ,*■»-*  + -f  Aw. 

En  mettant  a"1  en  facteur,  on  récrit  sous  la  forme 

^(A,+A1i+Afi?+ +Am±). 

Le  polynôme  placé  entre  parenthèses  est  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  variable — ;  d'après 
le  théorème  précédent,  on  peut  assigner  un  nombre  p  tel 
que,  pour  les  valeurs  de  -  comprises  entre  —  p  et  +p,  ce 

polynôme  ait  le  signe  de  son  premier  terme  A0.  Soit  B— ^ 

r 

aux  valeurs  réelles  de  —  dont  la  valeur  absolue  est  plus  pe- 

x 

tite  que  p,  correspondent  les  valeurs  réelles  de  x  dont  la 
valeur  absolue  est  plus  grande  que  B;  pour  toutes  ces  va- 
leurs de  x,  le  polynôme  proposé  aura  le  signe  de  son  premier 
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terme  A0x"\  Ainsi,  quand  &  croft  de  -f~B  à  +«*,  on  décroît 
de  — B  à  — 00,  le  polynôme  conserve  le  signe  de  son  pre- 
mier terme.  Lorsque  le  degré  m  du  polynôme  est  pair,  le 
polynôme  a  le  même  signe  pour  ces  deux  séries  de  valeurs 
de  x\  mais  lorsque  m  est  impair,  il  a  le  signe  du  coefficient  À  # 
pour  les  valeurs  positives  de  x,  et  le  signe  contraire  pour 
les  valeurs  négatives. 
Considérons,  par  exemple,  le  polynôme 

ax*  —  i3x*  —  i8xs +90?*  —  mx+  7, 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

ar'fa  — 13-— 18-^+9-i;  — la— ,  +  7-îj). 
.  \  x         x*  '  *x*  x*  '  '  x*/ 

2'  '  1 

On    prendra  ici  8=-^-: — = — ,  d'où  B=io.  Quand  x 
r  18-f-a      io 

croit  de  -f  10  à-t-o°>  le  polynôme  reste  positif;  il  est  négatif 
quand  x  décroit  de  —  io  à  — 00. 

178.  Théorème  IV.  Étant  donné  un  polynôme  entier  en  x, 
à  coefficients  réels,  on  peut  assigner  un  nombre  B  tel  que,  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  x  dont  la  valeur  absolue  est  plus 
grande  que  B,  la  valeur  absolue  du  polynôme  soit  plus  grande 
qu'un  nombre  donné  A*  si  grand  qu'il  soit. 

Soit  le  polynôme 

y=A0xM+A1xm-1  + +AM, 

ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x.  Sup- 
posons que  le  premier  coefficient  A#  soit  positif;  donnons 
d'abord  à  x  des  valeurs  positives  ;  en  vertu  du  théorème 
précédent,  on  peut  assigner  un  nombre  B  tel  que,  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  x  plus  grandes  que  B,  le  polynôme 

y— A=A,xm+Ax,»-1-f +(Am— A) 
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ait  le  signe  de  son  premier  terme,  c'est-à-dire  soit  positif; 
pour  toutes  ces  valeurs  de  x9  la  valeur  du  polynôme  proposé  y 
sera  plus  grande  que  A.  La  même  démonstration  s'applique 
aux  valeurs  négatives  de  x,  lorsque  le  polynôme  est  de  degré 
pair;  mais,  s'il  est  de  degré  impair,  on  posera  x= — oi  et 
Ton  considérera  le  polynôme 

179.  Théorème  V.  Une  fonction  entière,  à  coefficients  réels, 
est  continue  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable. 

Une  fonction  réelle  f(x)  est  dite  continue  entre  les  limites 

x0  et  xl9  lorsque,  la  variable  x ayant  une  valeur  quelconque 

comprise  entre  ces  limites,  on  peut  assigner  un  nombre  p  tel 

que,  pour  toutes  les  valeurs  de  A  comprises  entre  — p  et  +  p, 
la  valeur  de  la  différence  f(x-\-h) — f(x)  soit  comprise 

entre — *  et  -{-a,  «  étant  un  nombre  donné,  si  petit  qu'il 

«oit.  S'il  s'agit  d'une  fonction  entière  du  degré  m, 

fl*)=Ai*"+A1*"-l+ +A., 

la  différence  k=f(x-{-h) — f(x)  se  développe  en  un  poly- 
nôme entier  et  du  degré  m  par  rapport  à  A  (n°  117),  savoir 

kssmk+m»+ +-£«-*.. 

i  i.a  i.a...m 

Quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  xf  on  peut,  en  vertu  du 
théorème  I,  assigner  un  nombre  p  tel  que,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  A  comprises  entre  — P  et  -f-  p,  la  valeur  de  ce  poly- 
nôme A,  qui  n'a  pas  de  terme  indépendant  de  A,  soit  com- 
prise entre  —  «  et  +  et,  a  étant  un  nombre  donné,  aussi 
petit  que  l'on  veut.  On  conclut  de  là  que  la  fonction  est  con- 
tinue pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x. 

180.  D'après  le  théorème  IV,  quand  la  valeur  absolue  de  la 
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variable  x  augmente  i  l'infini,  celle  de  la  fonction  entière 
augmente  aussi  à  l'infini.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que  le  premier  coefficient  A#  soit  positif,  et  faisons  croître  x 
d'une  manière  continue  de— oo  à  +  oo.  Lorsque  le  degré  m 
est  impair,  la  fonction  varie  d'une  manière  continue  de 
—  ooà  +  00;  mais  elle  ne  7a  pas  sans  cesse  en  croissant  ; 
elle  éprouve  en  général  des  alternatives  de  croissance  et  de 
décroissance.  Lorsque  m  est  pair,  la  fonction  part  de  +  00, 
décroit  d'abord,  puis,  après  diverses  alternatives  de  croissance 
et  de  décroissance,  revient  à  +00. 

Le  signe  de  la  première  dérivée  f(x)  indique  si  la  fonc- 
tion f(x)  croit  ou  décroît,  quand  la  variable  x  croit  Cette 
dérivée,  étant  un  polynôme  entier  en  x,  conserve  toujours  le 
signe  de  son  premier  terme,  quand  la  valeur  absolue  de  x 
dépasse  une  certaine  limite  V  (n°  177)  ;  x  croissant  de  —00 
à  "—  B*  ou  de  +  ff  à-foo,  la  fonction  ira  sans  cesse  en  crois- 
sant ou  sans  cesse  en  décroissant. 

Propriétés  des  équations. 

181 .  Théorème  VI.  Lorsque  deux  nombres  réels,  substitués 
dans  un  polynôme  entier y  à  coefficients  réels,  donnent  des  résul- 
tats de  signes  contraires,  le  polynôme  a  au  moms  une  racine 
réelle  comprise  entre  ces  deux  nombres. 

Ceci  résulte  de  la  continuité  de  la  fonction.  Soit  x0  plus 
petit  que  xx}  et  supposons,  par  exemple,  que  le  poJynôme  f(x) 
ait  une  valeur  négative  pour  x=xQJ  une  valeur  positive  pour 
a?=a?t.  Si  Ton  imagine  que  x  croisse  d'une  manière  continue 
de  x,ài„  la  fonction  variera  d'une  manière  continue,  al- 
lant d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive  ;  comme 
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elle  reste  finie,  elle  devra  nécessairement  dans  l'intervalle 
passer  par  la  valeur  intermédiaire  zéro.  Ainsi,  la  fonction  f(x) 
s'annule  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  x%  et  xt  ;  cette 
valeur  de  x  est  racine  de  l'équation  f{x)  =  o. 

Il  est  possible  que  la  fonction  passe  plusieurs  fois  par  zéro 
dans  l'intervalle  de  x0  àxt;  dans  ce  cas,  l'équation  admet 
plusieurs  racines  réelles  entre  x0  et  x,. 

Toute  fonction  finie  et  continue,  dans  l'intervalle  consi- 
déré, jouit  évidemment  de  la  même  propriété. 

182 .  Théorème  VIL  Une  équation  algébrique  de  degré  im- 
pair, à  coefficients  réels,  a  au  moins  une  racine  réelle. 

On  appelle  équation  algébrique  l'équation  que  l'on  obtient 
en  égalant  i  zéro  une  fonction  entière  f(x).  Nous  suppose- 
rons le  polynôme  ordonné  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes de  x\  nous  supposerons  aussi  que  le  premier 
coefficient  soit  positif  ;  autrement,  on  changerait  les  signes 
de  tous  les  termes.  Quand  on  donne  à  x  une  valeur  négative 
très-grande  en  valeur  absolue,  le  polynôme  prend  une  va- 
leur de  même  signe  que  celle  de  son  premier  terme,  c'est-à- 
dire  une  valeur  négative,  puisque  ce  premier  terme  est  de 
degré  impair  ;  au  contraire,  si  Ton  donne  à  x  une  valeur  po- 
sitive très-grande,  le  polynôme  prend  une  valeur  positive. 
Ainsi,  quand  x  varie  de  —  oo  à  +  °°>  Ie  polynôme  f(x) 
change  de  signe  et  s'annule  au  moins  une  fois;  donc  l'équa- 
tion f{x)  =  o  a  au  moins  une  racine  réelle. 

Cette  racine  réelle  a  un  signe  contraire  i  celui  du  dernier 
terme  de  l'équation.  Supposons  d'abord  que  le  dernier  terme, 
c'est-à-dire  le  terme  indépendant  de  x,  soit  négatif;  pour 
*=o,  le  polynôme,  se  réduisant  à  son  dernier  terme,  a  une 
valeur  négative  ;  pour  une  valeur  très-grande  positive,  il  a 
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une  valeur  positive  ;  donc  le  polynôme  change  de  signe, 
quand  x  varie  de  o  à  +  oo  et,  par  conséquent,  l'équation  ad- 
met une  racine  positive.  Supposons  maintenant  que  le  der- 
nier terme  soit  positif;  pour  x  =  —  oo,  le  polynôme  est  né- 
gatif; pourar=o,  il  est  positif  ;  il  change  donc  de  signe 
quand  x  varie  de  —  oo  à  o  et,  par  conséquent,  l'équation  ad- 
met une  racine  négative. 
On  peut  affirmer,  par  exemple,  que  l'équation 

x*  —  5ar*-|-4# — 7=0 
a  au  moins  une  racine  réelle  positive,  et  que  l'équation 

x*  —  5#f — 4JC+7=° 
a  au  moins  une  racine  réelle  négative. 

183.  Théorème  VIII.  Une  équation  algébrique  de  degré 
pair,  à  coefficients  réels,  dont  le  dernier  terme  est  négatif ',  a  au 
moins  deux  racines  réelles. 

Pour  x = o,  le  polynôme,  se  réduisant  à  son  dernier  terme, 
a  une  valeur  négative.  D'ailleurs,  une  valeur  de  x  très-grande 
en  valeur  absolue,  positive  ou  négative,  rend  le  polynôme  po- 
sitif, puisque  son  premier  terme,  qui  est  de  degré  pair,  reste 
toujours  positif.  Ainsi,  le  polynôme  change  de  signe  quand  x 
varie  de  o  à  -f-  oo,  et  aussi  quand  x  varie  de  o  à  —  oo  ;  donc 
l'équation  admet  au  moins  deux  racines  réelles,  l'une  posi- 
tive, l'autre  négative. 

Par  exemple,  l'équation 

xk — Sx*  —  yx*-\-Zx — a=o 

admet  au  moins  deux  racines  réelles,  l'une  positive,  l'autre 
négative. 

Il  est  un  cas  où  l'on  ne  sait  pas  si  l'équation  admet  des  ra- 
cines réelles  :  c'est  celui  où  l'équation!  étant  de  degré  pair, 
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a  son  dernier  terme  positif;  car,  dans  ce  cas,  le  polynôme  a 

des  valeurs  positives  pour  x = o  et  pour  des  valeurs  de  x 

très-grandes,  positives  ou  négatives.  Ainsi,  on  ne  sait  pas  si 

l'équation 

xK —  5x*  — 7Xf  +  3x-(-a=o 

admet  des  racines  réelles. 

184.  Théorème  IX,  Si  la  quantité  a  est  racine  (Tune  équa- 
tion algébrique,  le  premier  membre  est  divisible  par  x — a. 

Soit  f{x)  un  polynôme  entier  du  degré  m,  à  coefficients 
quelconques,  réels  ou  imaginaires,  et  ordonné  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  a?;  on  peut  diviser  ce  poly- 
nôme par  x— aet  pousser  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
à  un  reste  indépendant  de  x.  Si  l'on  appelle  fx  [x)  le  quotient 
qui  est  un  polynôme  entier  du  degré  m  —  1,  et  R  le  reste 
constant,  on  aura 

f(x)={x-a)  ft(x)  +  R. 

Cette  égalité  est  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Don- 
nons à  x  la  valeur  particulière  a,  le  premier  terme  du  second 
membre  s'évanouit,  puisque  le  facteur  x  —  a  devient  nul  et 
que  l'autre  facteur  ft  (a)  conserve  une  valeur  finie  ;  il  vient 

donc 

A<z)=R. 

Ainsi,  quand  on  divise  un  polynôme  entier  par  un  binôme  de  la 

forme  x — a,  fe  reste  de  la  division  est  le  résultat  que  ton  obtient 

en  remplaçant  x  par  a  dans  ce  polynôme. 

Supposons  maintenant  que  a  soit  racine  du  polynôme  f(x); 

cela  signifie  que,  si  l'on  remplace  x  par  a  dans  le  polynôme, 

on  obtient  un  résultat  f{a)  égal  à  zéro.  Donc  le  reste  R  «st 

nul,  et  Ton  a 

Ax)=(x-a)A(*). 
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Ainsi,  lorsque  a  est  racine  d'an  polynôme  entier,  ce  polyôme 
est  divisible  par  x — a. 

Réciproquement,  si  un  polynôme  est  divisible  par  un  binôme 
de  la  forme  x  -  •  a,  la  quantité  a  est  racine  du  polynôme.  En 
effet,  dire  que  le  polynôme  f(x)  est  divisible  par  x  —  a,  c'est 
dire  que  le  reste  constant  R,  auquel  on  arrive  en  effectuant 
la  division,  est  nul  ;  donc  la  quantité  f(a)  est  égale  à  zéro  et  a 
est  racine. 

185,  Nous  indiquerons  maintenant  une  règle  très- simple 
pour  calculer  le  quotient. 

Soit 

/•(*)= A0a"-f  A^1  +A,a^»  + +AW.1*+A1B 

le  polynôme  proposé.  Divisons  ce  polynôme  par  x — a  : 

x — a 


A0af+A1Jf|-1+A,af,-,+A,a*|-ï...+Am_1ar+Am 

(A^fA^^A^^-A,*™-3 +Am 

(B1a+Af)am-,+A,tfm-ï +Am 

(Bîfl+A3)x-3 +Am 


A0a^-14-B1a^-,+B,«w-,+...+HÉ 


Reste B^o+A,, 

Le  premier  terme  du  quotient  est  A0xm-Î  ;  multiplions  ce 
terme  par  le  diviseur  x  —  a,  et  retranchons  du  dividende  ;  le 
produit  par  x  détruit  le  premier  terme  du  dividende,  le  pro- 
duit par  —  a  donne  la  quantité  k^aaf^1  qui  s  ajoute  au  se- 
cond terme  ;  ainsi  le  premier  reste  ou  le  second  dividende  a 
pour  premier  terme  (Aêa-{- AJjc"*-1,  les  termes  suivants 
étant  les  mêmes  que  dans  le  dividende  proposé.  Si  l'on  divise 
ce  premier  terme  par  x,  on  aura  le  second  terme  BÈsT^  do 
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quotient,  en  représentant  pour  abréger  A0a+Aj  par  Bf; 
multiplions  ce  second  terme  par  x — a,  le  produit  par  x  dé- 
truit le  premier  terme  du  second  dividende,  le  produit  par— a 
donne  la  quantité  B1ajf|-S9  qui  s'ajoute  au  second  terme; 
ainsi  le  troisième  dividende  a  pour  premier  terme 
(Bta  +  A,)*!"-',  les  termes  suivants  restant  les  mêmes  que 
dans  le  dividende  proposé.  Si  Ton  divise  ce  premier  terme 
par^9  on  aura  le  troisième  terme  B,£m-8  du  quotient,  en  re- 
présentant Bta-f  A,  par  B„  et  ainsi  de  suite. 

Cette  loi  est  générale  :  on  obtient  un  coefficient  quelconque 
du  quotient  en  multipliant  le  coefficient  précédent  par  a  et  ajou- 
tant le  coefficient  du  terme  qui  dans  le  polynôme  proposé  occupe 
le  mime  rang  que  le  terme  cherché  du  quotient 

On  arrivera  ainsi  au  dernier  dividende 

qui  donnera  le  dernier  terme  B^  du  quotient,  B^  repré- 
sentant la  quantité  Bwr.%a^km^i  ;  en  multipliant  ce  dernier 
terme  par  x  —  a  et  retranchant  du  dernier  dividende,  on 
aura  le  reste  de  la  division  B^a  +  Am.  On  voit  par  là  que 
le  reste  de  la  division  se  forme  au  moyen  du  dernier  terme 
du  quotient  suivant  la  même  loi,  en  multipliant  le  dernier 
terme  du  quotient  par  a  et  ajoutant  le  dernier  terme  du  di- 
vidende. 
Les  coefficients  du  quotient,  formés  d'après  cette  loi,  ont 

pour  valeurs 

B1=A0a+A1, 

Bt=A0a,  +  A,a+A,, 


Bu  y=Aa(T-1+A1a«-f+ +  *„,.,; 
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le  reste  de  la  division  est 

R=B^1a+Am=Àûa«+À1fl«-«+  .  •     •  .  -J-A,,, 

Exemples. 

1°  Diviser  par  * — 3  le  polynôme 

aa?' — 8a?4 -j-?*8  —  ôa^-j-Sar-f-ia. 

L'application  de  la  règle  précédente  donne  le  quotient 

*xK — zx*-\-xf  —  Zx — 4- 

Après  avoir  écrit  le  premier  coefficient  a,  on  dira  :  a  mut* 
tiplié  par  3 6  et  —  8 —  a;  —  a  multiplié  par  3 

—  6  et  +  7 +  i  ;  +  l  multiplié  par  3 -}-  3  et  —  6.... 

—  3; — 3  multiplié  par  3 — 9  et-j-  5 — 4.  Si  lonmiil- 

tiplie  le  dernier  terme  du  quotient  par  3  et  que  l'on  ajoute  le 
dernier  terme  +  ia  du  dividende,  on  trouve  le  reste  0;  donc 
3  est  racine  du  polynôme* 

2#  Diviser  par  x~\-%  le  polynôme 

*x'-\-x*  —  io#f — aa?+5. 

En  opérant  de  la  même  manière,  on  trouve  le  quotient 

as* — Zx* — 4#+6. 

Ici  a=  —  a;  on  dira  donc  :  a  multiplié  par  —  a..,..  —4 
et  +  1 —  3;  —  3  multiplié  par  —  a +6  et  —  10 

—  4;  —  4  multiplié  par  —  a +  8  et  —  a +  é.  En 

multipliant  le  dernier  terme  du  quotient  par  —  a  et  ajou- 
tant +  5,  on  obtient  le  reste  —  7  de  la  division.  Donc  -  * 
n'est  pas  racine. 

3#  Diviser  par  x —  a  le  polynôme 

*■  —  i3ar*  4-  7a:4  +  i3x*  +  ax— 8. 
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Le  polynôme  n'est  pas  complet;  il  ne  contient  pas  de 
termes  en  x\  en  x%  et  en  x*  ;  on  imaginera  le  polynôme 
complété  au  moyen  de  coefficients  nuls  et  écrit  sous  la 
forme 

x'  +  os7 +  <>#•  —  i&x*  +  yx*  +  oxl  +  \5x%  -\-%x— -8; 

puis  on  appliquera  la  règle  ordinaire.  Le  quotient  est 

xJ  +  2X9+^x%—  5*4  —  3*'  —  6xf-far+4 

et  le  reste  nul.  Donc  2  est  racine. 

1 86.  Lemme.  Étant  donné  un  polynôme entier enx,  àcoefficients 
réels  ou  imaginaires,  on  peut  assigner  un  nombre  R,  tel  que,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  égal  ou  supérieur  à  R, 
le  polynôme  ait  un  module  plus  grand  qu'un  nombre  donné  A,  si 
grand  quil  soit. 

Soit 

f(x)=h0ar  +  Aia?»-*  +  ksx»-'+ +  Am 

le  polynôme  proposé.  Désignons  par  a0,  alf ,  am  les 

modules  des  coefficients  et  par  r  le  module  de  x.  Ou  sait 
(n°  164)  que  le  module  de  la  somme  de  deux  quantités  ima- 
ginaires est  plus  grand  que  la  différence  des  modules  de  ces 
deux  quantités.  Le  polynôme  proposé  pouvant  être  regardé 
comme  la  somme  des  quantités 

son  module  est  plus  grand  que  le  module  de  la  première 
quantité  diminué  du  module  de  la  seconde;  mais  le  module 
de  la  seconde  est  plus  petit  que  la  somme  des  modules  de  ses 
différents  termes;  le  module  du  polynôme  est  donc  plus 
grand  que  la  différence 
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Or,  on  peut  assigner  un  nombre  R,  tel  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  r  supérieures  à  R,  ce  dernier  polynôme  ait  une 
valeur  plus  grande  que  A  (n°  178). 

187.  Théorème  X.  Toute  équation  algébrique  et  entière  ad- 
met au  moins  une  racine,  réelle  ou  imaginaire. 

Supposons  que  pour  x=a\e  polynôme  entier  f{x)  ait  un 
module  A  différent  de  zéro;  nous  allons  démontrer  qu'il 
existe  une  autre  valeur  de  x  pour  laquelle  le  polynôme  a  un 
module  plus  petit  que  A.  Pour  x  =  a  +  h  on  a, 

A«+A)=Y(«)+^A  +  ^A'+  .  .  .  +_£M->. 

1  1.2  î.a  ...  m 

Posons 

/(a)  =  A  (cos  a  + 1  sin  a), 
'-±-  =  a,  (cos  a,  + 1  sm  «J, 

— —  =  a,  (cos  a,  -f- 1 8in  a,  ), 
1.2 


fia) 

=  À0  =  aw(cosal(l  +  tsin«w). 


i.2 m 

Parmi  les  coefficients  des  puissances  successives  de  A,  plu- 
sieurs peuvent  être  nuls;  mais  tous  ne  sont  pas  nuls;  car  le 
dernier  est  égal  au  coefficient  A  0  de  la  plus  haute  puissance 
de  x  dans  le  polynôme  proposé.  Soit  /*(a)  la  première  dé- 
rivée  qui  a  une  valeur  différente  de  zéro.  En  représentant 
la  variable  A  par  p(cos  6  -f-  '  s*n  *)>  on  a 

/(a+*)==A.(cosa4-tsina)+^pn[œs(nO+«(^+isin(nd-f-«>l)]+ 

•••+amPm[«»('w^+0+«sin(me+«m)]« 
Le  carré  du  module  A'  de  cette  quantité  est 
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A,'=[A.cosa+allpncos(nO-t-fltn)+ +ûmPmC08(me-(-«J], 

+[A.sin«+anpnsin(ne-(-«m)+ +a,■^msin(roe+<xJ],; 

en  développant  les  carrés  et  ordonnant  le  résultat  suivant 
les  puissances  croissantes  de  p ,  on  a 

A'f  =  A,  +  aAanp,lcos(nô-fan  —  <x)+  .....  +  aip»m, 
ou 

A'»  — A,  =  2Aanpwcos(ne  +  an— a)+ +  aip1,h. 

Si  Ton  attribue  à  0  une  valeur  telle  que  l'angle  nô  +  <*„  —  a 

soit  compris  entre  a**-}-  -  et  aAw  -| ,  *  étant  un  nombre 

a  a 

entier  quelconque,  et,  pour  préciser,  on  peut  supposer  que  cet 

angleest  égal  à  w,  car  il  suffit  pour  cela  de  faire  0  =  -^ -, 

n 

le  coefficient  du  premier  terme  dans  le  second  membre  de 
l'égalité  précédente  a  une  valeur  négative.  D'autre  part, 
on  peut  attribuer  à  p  une  valeur  assez  petite  pour  que  ce 
premier  terme  donne  son  signe  A  l'expression  (n°  176)  ;  on 
aura  alors  A'<A. 

Soit  B#  le  module  du  polynôme  f[x)  pour  une  valeur  par- 
ticulière x  =  x%  choisie  arbitrairement.  Déterminons , 
comme  nous  l'ayons  expliqué  dans  le  numéro  précédent,  un 
nombre  R  tel  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  mo- 
dule est  égal  ou  supérieur  à  R,  le  module  de  f(x)  soit  plus 
grand  qu'un  nombre  donné  B  plus  grand  que  B0.  Concevons 
que  l'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  dont  le  module  est  plus 
petit  que  R,  et  considérons  les  modules  des  valeurs  corres- 
pondantes de  la  fonction.  Je  dis  que  parmi  ces  modules  l'un 
au  moins  est  égal  à  zéro.  Supposons  que  cela  n'ait  pas  lieu; 
désignons  par  A  la  plus  petite  valeur  de  ces  modules  et  soit 
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a  la  valeur  correspondante  de  x,  ou  Tune  des  valeurs  cor* 
respondantes  de  x.  La  valeur  x0  ayant  son  module  inférieur 
à  R,  puisque  le  module  B0  de  f(x9)  est  plus  petit  que  B, 
l'un  des  modules  de  f(x)  est  B0  ;  il  en  résulte  que  le  mini- 
mum A  est  égal  ou  inférieur  à  B#  et  par  conséquent  plus 
petit  que  B.  Mais  nous  avons  vu  qu'il  existe  une  valeur 
a'  .=  a  +  A  de  x  telle  que  le  module  A'  de  f(a')  soit  moindre 
que  A  ;  le  module  de  a'  est  donc  aussi  plus  petit  que  R.  D'après 
cela,  parmi  les  râleurs  considérées  de  f(x)>  A  ne  serait  pas 
la  plus  petite  valeur  du  module,  ce  qui  est  contraire  à  l'hy- 
pothèse. Ainsi  il  est  impossible  de  supposer  que  la  plus  petite 
valeur  du  module  de  f(x)  est  différente  de  zéro.  On  en  con- 
clut que,  parmi  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  plus  petit 
que  R,  Tune  au  moins  annule  f[x)%  et  par  conséquent  est 
racine  de  l'équation  f(x)  =  o. 

188.  Théorème  XL  Toute  équation  algébrique  et  entière  du 
degré  m  admet  m  racines,  réelles  ou  imaginaires. 

Désignons  par  f(x)  un  polynôme  entier  du  degré  m; 
nous  avons  vu  que  ce  polynôme  admet  au  moins  une 
racine,  réelle  ou  imaginaire;  appelons  a  cette  racine;  le 
polynôme  est  divisible  par  x  —  a;  en  désignant  par  /i(x) 
le  quotient,  qui  est  un  polynôme  entier  du  degré  m  — 1> 
on  a 

f(x)  =  (*-a)fi(x)> 

De  même  lu  polynôme  ft(x)  admet  au  moins  une  racine  b\ 
il  est  divisible  par  x  —  bf  et  l'on  a 

ft(x)  =  (x-b)ft{x), 
le  quotient  ft(x)  étant  un  polynôme  entier  du  degré  m— 2. 
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De  même  le  polynôme  f%{x)  admet  au  moins  une  racine  c  ; 
il  est  divisible  par  x — c,  et  l'on  a 

ft{x)=(x— c)ft{x), 

le  quotient  ft  (x)  étant  un  polynôme  du  degré  m — 3.  En  con- 
tinuant de  la  même  manière,  on  arrivera  à  un  polynôme 
fm-t  {*)  du  premier  degré,  qui  admet  une  racine  /,  et  s'écrit 

/Li(*)=A(«— 0. 

le  dernier  quotient  A  étant  indépendant  de  x.  Si  Ton  multi- 
plie entre  elles  toutes  ces  égalités,  les  polynômes  intermé- 
diaires disparaissent,  et  Ton  a 

f(x)  —  k(x — a)(x — b)(x — c) (ar  —  /). 

Ainsi,  tout  polynôme  entier  du  degré  m  peut  être  décomposé 
en  un  produit  de  m  facteurs  du  premier  degré. 
Si,  dans  le  polynôme,  on  remplace  x  par  l'une  des  valeurs 

ayb,c, ,  /,  l'un  des  facteurs  du  produit  devenant  nul,  le 

produit  lui-même  devient  nul;  ainsi  l'équation  /*(#)  =  o,  du 

degré  m,  admet  les  m  racines  a,  b,  c, ,/.  Elle  n'en  admet 

pas  d'autres  ;  car,  si  l'on  attribue  à  x  une  valeur  différente 
de  chacune  des  quantités  a,  6,  c,. ...,/,  chacun  des  facteurs  du 
produit  étant  différent  de  zéro,  le  produit  lui-même  est  dif- 
férent de  zéro. 

189.  Remarque.  Il  peut  arriver  que,  parmi  les  m  quan- 
tités a,  4,  c, ,  /,  plusieurs  soient  égales  entre  elles;  dans 

ce  cas  on  dit  que  l'équation  admet  des  racines  égales.  Suppo- 
.  sons,  par  exemple,  que  les  deux  quantités  a  et  b  seient  égales 
entre  elles;  le  polynôme  contiendra  le  facteur  («—a)1,  et 
l'on  dira  que  la  racine  a  est  racine  double.  De  même  si  les 
trois  quantités  a,  b,  c  sont  égales  entre  elles,  le  polynôme 
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contiendra  le  facteur  (x  —  a)3  et  la  racine  a  sera  racine  tri- 
ple. En  général,  si  parmi  les  quantités  a,  bf  c, ,  /  il  y  en 

a  n  égales  entre  elles,  le  polynôme  contient  un  facteur  de  la 
forme  (x — a)H,  et  Ton  dit  que  la  racine  a  est  du  degré  n  de 
multiplicité. 

L'équation  peut  admettre  plusieurs  racines  multiples,  par 
exemple  une  racine  a  du  degré  n  de  multiplicité,  une  racine 
b  du  degré/),  une  racine  c  du  degré  y,  etc.,  et  Ton  a,  d'une 
manière  générale. 


f(x)=k(x—a)n(x  —  b)*(x— c)* 


Les  facteurs  x  — a,  x  —  6,.....,  qui  composent  le  polynôme 
proposé,  sont  les  facteurs  premiers  de  ce  polynôme;  la 
somme  »-(-;>+ ?+•••  ••  des  exposants  des  facteurs  premiers 
est  égale  au  degré  m  du  polynôme. 

190.  Théorème  XI.  Un  polynôme  entier  ne  peut  être  décom- 
posé qu'en  un  seul  système  de  facteurs  premiers. 

Supposons,  en  effet,  que  Ton  ait 

/(a?)=A(ar — a)n(x — b)*{x — c)« , 

f(x)=A!(x—ay{x—bY(x  -  cy , 

pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Donnons  à  x  la  valeur  particu- 
lière a  ;  le  premier  produit,  contenant  le  facteur  x  —  a,  s'an- 
nule ;  le  second,  qui  est  égal  au  premier,  doit  s'annuler 
aussi;  pour  cela  il  est  nécessaire  que  l'un  des  facteurs  s'an- 
nule, et  par  conséquent  soit  égal  kx  —  a.  Ainsi  les  facteurs 
premiers  sont  les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Je  dis  mainte- 
nant que  les  exposants  sont  respectivement  égaux.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  les  exposants  net  n'  du  facteur  x  —  a 
ne  soient  pas  égaux  et  que  n  soit  plus  grand  que  n'  ;  si  l'on 
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divise  les  deux  produits  égaux  par  (x  —  a)"',  on  aura  deux 
quotients  égaux 

A  (a?— a)*-"'(x— -b)p(x— c)* > 

k\x—by(x—cY , 

le  premier  contenant  le  facteur  x  —  a,  le  second  ne  le  conte' 
nant  pas,  ce  qui  est  impossible.  Enfin,  si  l'on  donne  à  x  une 
valeur  différente  des  racines,  les  deux  produits  devant  être 
égaux,  il  est  nécessaire  que  les  coefficients  A  et  A'  soient 
égaux. 

101 .  Théorème  XUl.Deux  nombres  réels  x0  et  x19  mis  à  la 
place  de  x  dans  un  polynôme  entier  f  (x),  à  coefficients  réels,  don- 
nent des  résultats  de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant 
que  ces  deux  nombres  comprennent  un  nombre  pair  ou  un  nombre 
impair  de  racines  réelles  du  polynôme. 

Désignons  par  a,  b, ,  e  les  racines  réelles  comprises 

entre  xf  et  x,  ;  le  polynôme  entier  f(x)  est  divisible  par 

le  produit  {x — a)  (x — b) (x — e)  des  facteurs  binômes 

qui  correspondent  i  ces  racines;  appelons  cp  (x)  le  polynôme 
quotient,  on  a 

f(x)=(x—a)(x—b) (x— e)X?(x). 

Le  dividende  et  le  diviseur  ayant  leurs  coefficients  réels, 
il  est  clair  que  le  polynôme  quotient  ?  (x)  a  aussi  ses  coeffi- 
cients réels.  Si  Ton  remplace  x  successivement  par  x0  et  xi} 
on  a 

f{xù)=(x9—a)(xQ—b) (x0— e)<p(x0), 

f{xi)  =  (xi^a){xl  —  b) (xt—e)?[xi). 

Nous  remarquerons  d'abord  que  ?(xê)  et  <p(xt)  sont  des 

quantités  de  même  signe;  autrement  les  deux  nombres 

*6 
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« 

x0  et  xt  comprendraient  encore  une  autre  racine  du  poly- 
nôme <p(x)  et  par  conséquent  du  polynôme  /(*),  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse.  Supposons  xê  plus  petit  que  x,  ;  le 
nombres,  étant  plus  grand  que  les  racines  a,  *, ,  e,  cha- 
cun des  facteurs  xt — a,  xt — i, xx  —  e,  est  positif;  donc 

f(x%)  a  le  signe  de  ?  (#*).  Le  nombre  xt  étant  plus  petit  que 

les  racines  a,  b9 ,e,  chacun  des  facteurs  a, — a,  x9  —*,...., 

xt — e,  est  négatif.  Si  le  nombre  de  ces  facteurs  est  pair, 
/T#ô)  aura  le  même  signe  que  ?  (xê),  et,  par  conséquent,  que 
f(xx)  ;  si  le  nombre  des  facteurs  est  impair,  f[x%)  aura  un 
signe  contraire  â  celui  de  <p  (x0),  et  par  conséquent  contraire 
à  celui  de  f{xx).  Ainsi,  les  deux  résultats  /(xê)  et  f(xt)  ont  le 
même  signe  ou  des  signes  contraires,  selon  que  le  nombre 
des  racines  réelles  comprises  entre  x0  et  xt  est  pair  ou  im- 
pair. 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  plusieurs  des  facteurs 
binômes  x — a,  x —  à,  x — c,....,  soient  égaux  entre  eux;  alors 
il  y  aura  des  racines  multiples  et  le  théorème  subsistera 
toujours,  pourvu  que,  dans  l'évaluation  du  nombre  des  ra- 
cines comprises  entre  x%  et  xi}  on  tienne  compte  du  degré 
de  multiplicité  de  chaque  racine. 

Les  réciproques  sont  vraies  :  r  lorsque  deux  nombres  x9 
et  xly  mis  à  la  place  de  x  dans  le  polynôme  f(x),  donnent 
des  résultats  de  même  signe,  ces  deux  nombres  ne  compren- 
nent aucune  racine  réelle  ou  en  comprennent  un  nombre 
pair  ;  car  si  elles  en  comprenaient  un  nombre  impair,  les 
résultats  seraient  de  signes  contraires.  2*  Lorsque  deux 
nombres  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  ces  deux 
nombres  comprennent  un  nombre  impair  de  racines  réelles; 
car  s'ils  n'en  comprenaient  pas,  ou  s'ils  en  comprenaient  un 
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nombre  pair,  les  résultats  seraient  de  même  signe.  Ceci  com- 
plète le  théorème  VI. 

192.  Corollaire.  Quand  xf  variant  d'une  manière  con- 
tinue, passe  par  une  racine  réelle  a,  le  polynôme  s'annule, 
mais  il  ne  change  pas  toujours  de  signe.  Nous  pouvons  sup- 
poser la  quantité  A  assez  petite  pour  que  l'intervalle  de 
a  —  A  à  a -|-  A  ne  comprenne  aucune  racine  autre  que  a.  En 
vertu  du  théorème  précédent,  les  deux  résultats  f(a  —  A)  et 
f(a  -f-  A)  seront  de  même  signe,  si  la  racine  a  est  d'un  degré 
pair  de  multiplicité,  de  signes  contraires  si  la  racine  est  de 
degré  impair.  Ainsi,  le  polynôme  change  de  signe  quand  x 
passe  par  une  racine  simple  ou  d'un  degré  impair  de  multiplicité; 
il  ne  change  pas  de  signe  quand  X  passe  par  une  racine  d'un 
degré  pair  de  multiplicité. 

Il  est  facile  de  démontrer  directement  cette  proposition. 
Soit  n  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  a  ;  on  a 

si  l'on  remplace  x  successivement  par  a  —  A  et  par  a  -f-  A,  il 

vient 

Aa-A)=(-A)M«-A), 

/(fl+A=A»<p(a+A). 

Les  quantités  y  (a—  A)  et  ?  (a  -f-  A)  ayant  le  même  signe,  les 
quantités  f{a  —  h)etf(a-\-  h)  auront  le  même  signe  si  n  est 
pair,  des  signes  contraires  si  n  est  impair. 

Relations  entre  les  coefficients  (tune  équation  algébrique 

et  les  racines. 

193.  Supposons  que  l'on  ait  divisé  touà  les  termes  de  l'équa- 
tion par  le  premier  coefficient,  afin  de  la  ramener  à  la  formo 
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Cette  équation  a  m  racines  a,  à,  c, ,  /,  et  nous  ayons 

démontré  (n°  188)  que  le  premier  membre  peut  être  décom- 
posé en  un  produit  de  m  facteurs  premiers 

(x—a)(x — b)(x — c) (x — /)• 

Si  l'on  effectue  ce  produit,  il  est  clair  que  Ton  reproduira 
identiquement  le  polynôme  proposé.  Or,  si  Ton  appelle  S,  la 
somme  des  racines,  S,  la  somme  des  produits  des  racines 
deux  à  deux,  8,  la  somme  des  produits  trois  i  trois,....,  le 
produit  des  m  facteurs  premiers,  d'après  la  formule  établie 
au  n*  33,  se  développera  de  la  manière  suivante  : 

a**— S1tfm-|  +  S1a,■,-,  —  SjO^-'H- ±SW. 

En  égalant  les  coefficients  des  deux  polynômes,  on  a  donc 

On  en  conclut  : 

Théorème  XIV.  Quand  le  premier  coefficient  de  V équation 
est  T unité,  1°  la  somme  des  racines  égale  le  second  coefficient 
changé  de  signe;  2°  la  somme  des  produits  des  racines  deux  à 
deux  égale  le  troisième  coefficient;  3°  la  somme  des  produits  des 
racines  trois  à  trois  égale  le  quatrième  coefficient  changé  de 
signe ,  et  ainsi  de  suite.  Enfin  le  produit  des  racines  égale  le  der- 
nier terme  pris  avec  son  signe  ou  un  signe  contraire t  suivant  que 
meJpair  ouùnpair. 

Exemples» 

1»  Nous  avons  déjà  reconnu  ces  relations  dans  l'équation 
du  second  degré  (ln  partie,  n*  149).  Si  l'on  appelle  a,  à,  c  les 
trois  racines  d'une  équation  du  troisième  degré 
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on  a 

«+*  +  <?'=— A„    ab+ac+bc=kt,    abc=—Ai. 

2°  Résoudre  une  équation  du  troisième  degré,  sachant  que 
l'une  des  racines  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 
Supposons  que  la  racine  a  soit  égale  à  la  somme  b  +  c  des 
deux  autres.  De  la  première  relation  a+ft  +  c  =  —  A, 

on  tire  aa=  —  Atf  d'où  a= i.  La  seconde  relation 

a 

a(b-\-c)  +  bc  =  At  donne  *c  =  Af  —  a*  =  Af  —  -*;  donc 

4 

les  deux  autres  racines  sont  fournies  par  l'équation  du  se- 
cond degré 

«.+^+(a,-£)=„. 

La  troisième  relation  donne  bc = !=L_ï.  pour  q^e 

les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  jouissent  de  la 
propriété  énoncée,  il  faut  donc  que  les  coefficients  de  l'équa- 
tion satisfassent  à  la  relation 

* 

aA»_»    aî 

"ÂT-A,~4" 

194.  Théorème  XV.  Une  équation  algébrique,  à  coefficients 
réeb,  a  ses  racines  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux. 

Nous  ayons  dit  (n°  171  )  que,  lorsque  dans  le  polynôme  f(x) 
on  remplace  x  par  a-\-bt\  le  polynôme  acquiert  une  valeur 
de  la  forme  A+B*.  Remplaçons  maintenants  par  la  quan- 
tité imaginaire  conjuguée  a — bi;  si  tous  les  coefficients  sont 
réels,  il  est  clair  que  la  valeur  du  polynôme  ne  différera  de 
la  précédente  qu'en  ce  que  i  aura  été  changé  en  —  t  ;  on  ob- 
tiendra donc  la  quantité  conjuguée  A— Bi. 
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Si  a  -f-  it  est  racine  de  l'équation  f{x)  =  o,  le  premier  ré- 
sultat est  nul,  et  l'on  a  séparément  A  =  o,  B  ==  o  ;  donc  le 
second  résultat  est  également  nul,  et  la  quantité  a  —  bt est 
aussi  racine  de  l'équation. 

Cette  proposition  n'est  vraie  que  si  tous  les  coefficients  da 
l'équation  sont  réels  ;  car  s'il  y  a  des  coefficients  imaginaires, 
quand  on  remplace  a  -f-  bi  par  a  —  bi,  on  change  le  signe  de  i 
dans  la  valeur  de  x,  mais  non  dans  les  coefficients  qui  res- 
tent constants  ;  on  ne  peut  plus  dire  alors  que  le  second  ré- 
sultat soit  conjugué  du  premier. 

195.  Corollaire.  Les  racines  imaginaires  conjuguées  tune 

équation  algébrique^  à  coefficients  réels ,  sont  du  même  ordre  de 

multiplicité. 

Le  produit 

{x — a — bi)(x—a-\-bi) 

des  facteurs  premiers,  qui  correspondent  à  deux  racines  ima- 
ginaires conjuguées,  est  un  polynôme  du  second  degré 

(x-a)*  +  b* 

à  coefficients  réels.  Le  polynôme  proposé  f(x)  du  degré  m 

est  divisible  par  ce  polynôme  du  second  degré,  et  le  quotient 

ft  (x)  est  un  polynôme  du  degré  m  —  a  à  coefficients  réels.  Si 

l'équation  /i  (x) = o  admet  encore  la  racine  imaginaire  a + bi, 

elle  admettra  aussi  la  racine  conjuguée  a  -•-  ftt;  le  polynôme 

fx  (x)  sera  divisible  par  {x — a)1  +  *f  >  et  le  nouveau  quotient 

ft(x)  sera  un  polynôme  du  degré  m  —  4  à  coefficients  réels, 

et  ainsi  de  suite.  On  en  conclut  que  l'équation  proposée 

f(x)  =  o  admet  les  deux  racines  conjuguées  a-\-bt\  a  —  bt\ 

au  môme  ordre  de  multiplicité  ;  si  n  est  cet  ordre,  le  po-» 

lynôme  f(x)  sera  divisible  par 

[{x— a)*  +  b*]\ 
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Diviseurs  d'un  polynàm* 

•196.  Considérons  un  polynôme  entier,  que  nous  supposerons 
décgmposé  en  ses  (acteurs  premiers 

/>(#)=3À(*— a)*{x—-b)>{x-rc)* 

Pour  qu'un  polynôme  entier  le  divise  exactement,  il  est  né- 
cessaire et  il  suffît  que  ce  second  polynôme  soit  formé  des 
mêmes  facteurs  premiers,  avec  des  exposants  $m  plus  égaux. 
Un  polynôme  diviseur  sera  donc  de  la  forme 

k\x  —  a)*(x  —  b)*(x  —  c)i , 

les  exposants  a,  p,  y, étant  au  plus  égaux  respectivement 

à»,  />,  qy |  et  Ton  obtiendra  tous  les  diviseurs  en  donnant 

à  *  les  valeurs  o,  1,  $,.  ,..,,*,  àples  valeurs  0,1,  a, ,  frète., 

de  sorte  que  le  nombre  des  diviseurs  algébriques  est 

Noua  •  regardons  comme  un  même  diviseur  algébrique  les 
polynômes  qui  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant 

Plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

197 .  Étant  donnés  deux  polynômes  entiers,  on  appelle  plus 
grand  commun  diviseur  algébrique  de  ces  deux  polynômes  le 
polynôme  entier  du  plus  haut  degré  qui  divise  exactement 
les  deux  polynômes  proposés.  Si  Ton  suppose  ces  deux  poly- 
nômes décomposés  en  facteurs  premiers,  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  sera  le  produit  des  facteurs  premiers  communs 
affectés  chacun  du  plus  petit  exposant.  Mais  on  peut  trouver 
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le  plus  grand  commun  diviseur  par  une  série  de  divisions, 
comme  en  arithmétique. 

Appelons  X  et  X,  les  deux  polynômes  proposés,  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x,  et  supposons 
que  X  soit  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  Xt.  Divisons  X 
par  Xt  ;  appelons  Q  le  quotient  et  Xt  le  reste,  ce  qui  donne 

X=XtQ  +  Xt. 

Je  dis  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  X  et  X,  est 
le  même  qu'entre  Xt  et  Xt.  En  effet,  soit  (x —  a)*  un  facteur 
commune  X  et  à  Xt  ;  sironposeXM«^-«),,X',X1==(a:— a)aX't, 
on  a 

Xf = X — XtQ  =  (x  —  a)*(X'  —  X;Q)  ; 

le  polynôme  Xt,  étant  égal  au  produit  de  (x — a)n  par  un  po- 
lynôme entier,  admet  aussi  le  facteur  [x  —  a)\  Ainsi  tout 
facteur  binôme  (jt— a)w  commun  à  X  et  X,  est  aussi  commun 
àXt  etàXt.  On  démontrerait  de  même  que,  réciproquement, 
tout  facteur  binôme  commun  à  X,  et  à  X,  est  aussi  commun 
à  X  et  Xft.  Les  facteurs  premiers  communs  étant  les  mfemes 
de  part  et  d'autre,  les  produits  de  ces  facteurs  communs,  ou 
les  plus  grands  communs  diviseurs,  sont  les  mêmes. 

Ainsi,  la  question  est  ramenée  à  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  X,  et'  Xt.  On  procédera  de  la 
même  manière  :  en  divisant  X,  par  Xt,  et  appelant  X,  le 
reste,  on  aura 

X^X.Q.+X,. 

Le  plus,  grand  commun  diviseur  entre  X,  et  Xt  est  le  même 
qu'entre  X,  et  X,. 
Divisons  X,  par  X„  et  supposons  que  l'on  trouve  un  reste 
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nul;  il  est  clair  que  X„  divisant  exactement  X„  est  le  pro- 
duit des  facteurs  premiers  communs  à  Xt  et  à  X,  ;  c'est  donc 
le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Ainsi,  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes,  après  avoir  ordonné  ces  deux  polynômes  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  x,  on  divise  celui  qui  est  du  de* 
gré  le  plus  élevé  par  l 'autre,  celui-ci  par  le  reste  de  la  division, 
et  atnsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  nul.  Le  dernier 
diviseur  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Dans  ces  opérations,  les  degrés  des  restes,  et  par  suite  des 
diviseurs  successifs,  vont  en  diminuant  ;  on  arrivera  donc  à 
un  reste  nul  ou  à  un  reste  indépendant  de  x.  Dans  le  pre- 
mier cas,  les  deux  polynômes  admettent  un  plus  grand  com- 
mun diviseur  algébrique  d'un  certain  degré.  Dans  le  second 
cas,  ils  n'en  admettent  pas,  et  sont  dits  premiers  entre 
eux. 

1 98 .  Remarque.  Dans  la  pratique,  afin  d'éviter  les  coeffi- 
cients  fractionnaires,  on  peut  multiplier  tous  les  termes  de 
l'un  quelconque  des  polynômes  par  une  quantité  indépen- 
dante de  z,  pourvu  que  cette  quantité  soit  finie  et  différente 
île  zéro.  De  même,  si  l'on  aperçoit  un  facteur  commun  aux 
coefficients  de  tous  les  termes  d'un  certain  reste,  on  peut  le 
supprimer.  Je  suppose,  par  exemple,  que  pour  effectuer  la 
première  division  on  ait  multiplié  le  dividende  par  un 
nombre  constant  A,  et  qu'ensuite  on  ait  divisé  tous  les 
termes  du  reste  par  le  nombre  constant  B,  on  aura 

AX=XIQ  +  BX1. 
On  démontrera, .  comme  précédemment,  que  tout  facteur 
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binôme  {x — a)n  commun  à X  et  à X,  est  aussi  commun  à  Xt  et 
à  Xf,  et  réciproquement  Ainsi  rien  n'est  changé  dans  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

Roemes  communes  à  deux  équations. 

199.  Si  les  deux  équations 

X  =  0  XjrrrO 

ont  n  racines  communes,  les  deux  polynômes  X  et  X,  ad- 
mettent n  facteurs  du  premier  degré  communs,  et,  par  con- 
séquent, ont  un  plus  grand  commun  diviseur  du  degré  n. 
Pour  trouver  les  racines  communes  à  deux  équations,  on 
cherchera  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
premiers  membres  de  ces  équations  ;  soit  D  ce  plus  grand 
commun  diviseur,  l'équation 

D  =  o 

donnera  les  racines  communes  aux  deux  équations. 

Si  les  deux  polynômes  n'ont  pas  de  plus  grand  commun 
diviseur  algébrique,  les  deux  équations  n'ont  pas  de  racine 
commune.  Si  le  plus  grand  commun  diviseur  est  du  premier 
degré,  il  y  a  une  racine  commune;  s'il  est  du  second  degré, 
il  y  a  deux  racines  communes,  etc. 

Exemples 

1°  Trouver  les  racines  communes  aux  deux  équations 

xK  —  5x*  +  Sx J  —  3ar  +  a  =  o , 

*x* — 5xi-j-x-{-a  =  o. 
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Voici  le  détail  des  opérations  : 
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xk— 3a;9  +  Sa?'—  3ar+  a 
*xK-6x'+  6x*  —  6x+  4 
2X4  +  5x8—    a?*—  aa: 


a:  —i 
aa?1  —  5x*+  a?-fa 


—  aa^+ôx1  —  4# 


#•— 3a?+a 
o 


aa?+i 
a;*— 3a: -fa 


-  a?3  +  5x'-  8x+  4 
— aar'  +  ioa?*—  i6a?+  8 
■faar3—  5a:1  +     #+  a 

5xs— i5ar+  10 
a?*—  3x-f  a 

On  a  multiplié  deux  fois  le  premier  dividende  par  a,  afin 
d'éviter  les  fractions,  et  on  a  simplifié  le  reste  en  le  divisant 
par  5.  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynôme* 
est  z*  —  3x  +  a.  Il  y  a  donc  deux  racines  communes  qui  se- 
ront données  par  l'équation 

x7  —  3a?  +  a  =  o  ; 


ces  deux  racines  communes  sont  i  et  a. 
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CHAPITRE  III. 

THÉORIE  DES  RACINES  EGALES. 

Les  racines  multiples  jouissent  de  propriétés  particu- 
lières dont  nous  allons  nous  occuper  « 

200,  Théorème  I.  Un  facteur  premier  £  ordre  n  d'un  poly- 
nôme entier  est  facteur  (Tordre  n  —  1  de  sa  dérivée. 

Soit 

f(z)  =  (z  —  a)»X<i{x), 

<p(x)  étant  un  polynôme  entier  qui  ne  contient  plus  le  fac- 
teur x — a.  En  prenant  la  dérivée  du  produit,  on  a 

f(x)  =  n(x—a)»-i  <p(x)  +  (x  —  <*)"?'(*), 
ou 

f{x)  =  {x—  a)^[n9(x)  +  {x  —  a)f{x)]. 

La  quantité  placée  entre  parenthèses  n'est  pas  divisible 
par  x  —  a;  car,  si  Ton  y  fait  x=a,  elle  se  réduit  à  n?(a), 
quantité  qui  n'est  pas  nulle.  Ainsi  la  dérivée  f[x)  admet  le 
facteur  premier  x — a  au  degré  n—  i. 

201  b  Théorème  II.  Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  un 
polynôme  et  sa  dérivée  est  le  produit  des  facteurs  premiers  qui 
composent  le  polynôme  proposé,  F  exposant  de  chacun  (feux  étant 
diminué  d'une  unité. 

Supposons  le  polynôme  proposé  décomposé  en  ses  facteurs 
premiers,  et  soit 

f(x)  =  A(x — a)n(x — 6)*{x— c)«.  .  .  .  # 

En  vertu  du  théorème  précédent,  la  dérivée  f  (x)  admet  les 
facteurs  (a?—  a)*-1,  (x—  4)*-1,  {x  —  c)*-1, ;  le  produit  des 
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facteurs  premiers  communs  aux  deux  polynômes  f(x),  f(x), 
ou  le  plus  grand  commun  diviseur  algébrique,  est  donc 


(x— a)»-1  (a:— *)*-*  (x—c)*-1, 


Si  k  désigne  le  nombre  des  facteurs  premiers  différents 
qui  composent  le  polynôme  proposé,  comme  l'exposant  de 
chacun  d'eux  est  diminué  d'une  unité,  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  sera  du  degré  m — k. 

202.  Corollaire.  Il  résulte  du  théorème  I  qu'une  racine 
simple  du  polynôme  f(x)  n'annule  pas  la  dérivée;  qu'une 
racine  double  du  polynôme  est  racine  simple  de  la  première 
dérivée,  mais  n'annule  pas  la  seconde  dérivée  ;  qu'une  racine 
triple  du  polynôme  est  racine  double  de  la  première  dérivée, 
et  par  conséquent  racine  simple  de  la  seconde  dérivée,  mais 
n'annule  pas  la  troisième,  et  ainsi  de  suite.  En  général,  une 
racine  d'ordre  n  du  polynôme  f(x)  annule  les  n  —  1  pre- 
mières dérivées,  et  n'annule  pas  la  n*  dérivée. 

La  réciproque  est  vraie;  si  la  quantité  a  annule  le  poly- 
nôme f{x)  et  ses  n  —  1  premières  dérivées,  mais  n'annule 
pas  la  n*  dérivée,  c'est  une  racine  d'ordre  n  du  polynôme 
proposé.  Car  si  la  racine  était  d'un  ordre  ri  inférieur  à  n, 
elle  n'annulerait  pas  la  ri*  dérivée  ;  si  elle  était  d'un  ordre 
supérieur  à  n,  elle  annulerait  la  n*  dérivée,  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

203.  On  a  souvent  besoin  de  chercher  la  relation  qui  doit 
exister  entre  les  coefficients  d'une  équation  algébrique  en- 
tière pour  que  cette  équation  ait  deux  racines  égales.  Il  est 
nécessaire  et  il  suffit  que  les  deux  équations  f{x) = o,  f[x) = o 
aient  une  racine  commune;  on  cherchera  donc  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  f(x),  f'(x)}  et 
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quand  on  sera  arrivé  à  un  diviseur  du  premier  degré,  on 
écrira  que  le  reste  est  nul. 

Mais  remploi  des  fonctions  homogènes  simplifie  beaucoup 
l'opération.  Soit 

f(x)  =  À0a?w  +  À^1  +  kixm-i  -| 1-  Am 

x 
le  polynôme  proposé;  si  Ton  remplace  x  par  -,  on  a 

en  multipliant  ensuite  par  y"1,  on  obtient  une  fonction  en- 
tière, homogène,  et  du  degré  ro,  des  deux  variables  a  et  y; 
nous  la  désignerons  par  f{x,  y), 

f(x,  y)  =  Àaxw  +  A1arm-,y  +  À^V  + +  À,^*. 

D'après  une  propriété  des  fonctions  homogènes  (n°  146),  on 
a  l'identité 

*C(^y)+y/J(*ty)=«A*i»)- 

Si  dans  la  fonction  f(xf  y)  on  fait  y  =  i,  on  reproduit  évi- 
demment la  fonction  proposée  f(a)  ;  de  même  f£x,  y)  ^pro- 
duit la  dérivée  f{x).  Appelons  a  la  racine  double  et  conce- 
vons que  dans  l'égalité  précédente  on  remplace  x  par  et  et  y 
par  i  ;  puisque  les  deux  polynômes  f{x,  y)  et  f'(x>  y)  s'an- 
nulent, le  polynôme  f'{x>  y)  s'annulera  aussi.  Réciproque- 
ment, si  pour  x=a  et  y=i,  les  deux  polynômes  fc(x,y), 
/*JX>  y)  s'annulent,  le  polynôme  f(x,  y)  s'annulera  aussi. 
Ainsi,  la  condition  pour  que  l'équation  f{x)=o  ait  une  racine 
double,  est  que  les  deux  équations 
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dans  lesquelles  on  feit  y=  1,  aient  une  racine  commune. 

Comme  application,  cherchons  la  condition  pour  que  l'e- 
quation  du  troisième  degré 

ait  deux  racines  égales.  On  a  ici 

f(x,  y)  =  x%  +pxy*  +  qy>, 
rx{x>y)  =  *x*+py\ 

En  égalant  à  zéro  les  deux  dérivées  partielles,  dans  les- 
quelles on  fait  y=i,  on  a  les  deux  équations 

qui  doivent  avoir  une  racine  commune.  De  la  seconde  on 
tire 

—a. 

ap 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  la  première,  on  obtient  la 
condition 

La  racine  double  est  x= -;  la  somme  des  racines  étant 

nulle,  la  racine  simple  est  — . 

P 
Ainsi  l'équation 

x%  —  5a*x  ±  2  a8  =  o, 

dont  les  coefficients  satisfont  à  la  condition  précédente, 
admet  la  raôine  double  x  =  ±a}  et  la  racine  simple 
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L'équation  x*  —  Ax*  -f-  5x  —  a  =  o  admet  la  racine  dou- 
ble x=x. 

204.  La  méthode  précédente  peut  être  généralisée.  Noos 
savons  que  pour  qu'une  équation  f(x)  =  o  ait  trois  racines 

égales,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  trois  équations 

o)      .  /(*)=<>,  n*)=o,  rw=o 

aient  une  racine  commune.  Considérons,  comme  précé- 
demment, la  fonction  homogène  ffay),  que  Ton  forme  en 

x 
remplaçant  dans  la  fonction  proposée  x  par  —  et  multipliant 

par  y*.  Les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
fj&y  y)  y  fi*)  y)  sont  des  fonctions  homogènes  du  degré 

m  —  i  ;  en  leur  appliquant  aussi  le  théorème  des  fonctions 
.homogènes,  on  a  les  identités 

Appelons  a  la  racine  triple;  faisons  x=a  et  y=  i  ;  puisqu'on 
à  f(x)=o,  f  =o,  f  =o,  on  déduit  de  la  première  rela- 
tion f  =o  et  des  deux  suivantes/^  =o,  f  =o.  Récipro- 
quement, supposons  que  pour  x=a  et  y  =  i  on  ait 

V     /  I  bx  5  I  xy  >  I  yy  » 

les  deux  dernières  relations  donnent  f  =o,  f  =o  et  la 

première  /*(#)= o.  Ainsi,  toute  valeur  de  x  qui  satisfait  aux 
équations  (1)  satisfait  aux  équations  (2)  et  réciproquement. 
On  en  conclut  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
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pour  que  l'équation  f(x)=o  ait  trois  racines  égales,  sont  que 
les  équations  (2)  aient  une  racine  commune.  Ces  conditions 
sont  au  nombre  de  deux.  Les  deux  équations  /î,=o, 

f*  =  o  doivent  avoir  une  racine  commune  ;  première  condi- 
tion ;  cette  racine  doit  annuler  f  ;  seconde  condition. 

Cherchons  par  exemple  les  conditions  pour  que  l'équation 
du  quatrième  degré 

x*  -\-px*  +  9X  +  r  =  o 

ait  trois  racines  égales.  On  a 

f(xty)  =  **  +pxY  +  q*y%  i-  ry*, 
f'm—bx*  +  zpxy*  +  qy* , 

f9  =  2/wr*y  +  Zqxy*  -f  4ry% 

%g  =  $pxy  +  3qy*9 

rn  —  *px%  +  Gqxy  +  iaryf . 

En  égalant  à  zéro  les  trois  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  dans  lesquelles  on  fait  y  =  1,  on  a  les  trois  équa- 
tions 

i2#*  -|-a/>  =  o, 

*px%  +  6çx  +  i2r=o. 

De  la  seconde  on  déduit  x= — -£;  en  portant  cette  va- 
leur  dans  les  deux  autres,  on  a  les  deux  conditions 

—  ^=12/)r=:—  p*. 

205.  L  application  du  théorème  II  permet,  non-seulement 

17 
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de  reconnaître  si  une  équation  a  des  racines  égales,  mais  en- 
core de  décomposer  le  polynôme  en  plusieurs  autres,  formés 
chacun  du  produit  des  facteurs  premiers  du  même  degré  de 
multiplicité.  Soit  X  le  polynôme  proposé;  appelons  X,  le  pro- 
duit des  facteurs  premiers  simples,  X,  le  produit  des  facteurs 
doubles,  chaque  facteur  étant  pris  seulement  au  premier 
degré,  X,  le  produit  des  facteurs  triples,  et  ainsi  de  suite  ; 
on  écrira  le  polynôme  X  sous  la  forme 


A.  —  A..  A..A.,A.4 


Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  le  poly- 
nôme X  et  sa  dérivée.  S'il  n'y  a  pas  de  commun  diviseur 
algébrique,  on  en  conclura  que  le  polynôme  n'admet  que 
des  racines  simples,  etl,onauraX=X1.  S'ily  aunplus  grand 
commun  diviseur  algébrique  Dt,  ce  plus  grand  commun  di- 
viseur étant  égal  au  produit  des  facteurs  multiples  dont  on 
diminue  les  exposants  d'une  unité,  sera  de  la  forme 

D,=X1X1X4 .  .  •  #  •» 

et  l'on  conclura  que  le  polynôme  X  admet  dés  itocines  mul- 
tiples. 

Cherchons  de  même  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
le  polynôme  Dt  et  sa  dérivée;  s'il  n'y  a  pas  de  commun  di-> 
viseur  algébrique,  on  en  conclura  que  le  polynôme  D,  n'ad- 
met que  des  racines  simples  et  l'on  aura  Dâ  =  Xt  ;  dans  ce 
cas,  le  polynôme  proposé  X  admet  des  racines  doubles,  mais 
n'admet  pas  de  racines  d'un  degré  plus  élevé  de  multipli- 
cité. S'il  y  a  un  plus  grand  commun  diviseur  Df ,  ce  plus 
grand  commun  diviseur  sera  de  la  forme 

D.^X.XÎ , 
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on  en  conclura  que  le  polynôme  Dt  admet  des  racines  multi- 
ples, et,  par  conséquent,  que  le  polynôme  X  admet  des  ra- 
cines multiples  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  3. 

On  cherchera  ensuite  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  le  polynôme  Dt  et  sa  dérivée.  S'il  n'y  a  pas  de  commun 
diviseur  algébrique,  on  en  conclura  que  le  polynôme  D, 
n'admet  que  des  racines  simples  et  l'on  aura  D,  =  X,  ;  le  po- 
lynôme proposé  admet  des  racines  triples,  mais  n'admet  pas 
de  racines  d'un  ordre  plus  élevé.  S'il  y  a  un  plus  grand 
commun  diviseur  D„  ce  plus  grand  commun  diviseur  sera 
de  la  forme 


D3  =  X4 


on  en  conclura  que  le  polynôme  D,  admet  des  racines  mul- 
tiples, et,  par  conséquent,  que  le  polynôme  X  admet  des 
racines  multiplet  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  4. 

On  continuera  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
un  polynôme  premier -avec  sa  dérivée.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  le  polynôme  D3  soit  premier  avec  sa  dérivée  ; 
on  aura  DS=X4,  et  l'on  en  conclura  que  le  polynôme  X  n'ad- 
met pas  de  racines  multiples  d'un  ordre  supérieur  à  4.  On  a, 
dans  ce  cas,  la  suite  des  polynômes 

X  =  X1X1XJX4 , 
Dt—  XtX,X4, 
Dt=  X.XÎ, 
D,=  X4. 

En  divisant  chacun  de  ces  polynômes  par  le  suivant,  on 
obtient  une  nouvelle  suite  de  polynômes  entiers  que  nous 
désignerons  par  Qf,  Q„  Q„  savoir: 
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Oi = JT~=X1X2X3X4, 

Qs  =  y--=      XjX3X4, 

D3=  X4. 

Divisant  chacun  de  ces  nouveaux  polynômes  par  le  sui- 
vant» on  a  enfin 

5î-X 
°'-y 

d,      •' 

D,  =  X4. 

TJne  fois  trouvés  ces  polynômes  Xn  X,,  X„  X4,  la  résolu- 
tion de  l'équation  proposée  X  =  o  est  ramenée  à  celle  des 
équations 

X|=o,     Xs  =  o,     X3=o,     Xt  =  o, 

qui  ji'ont  plus  de  racines  égales  ;  la  première  donne  les  ra- 
cines simples  de  l'équation  proposée,  la  seconde  les  racines 
doubles,  la  troisième  les  racines  triples,  etc. 

Ainsi,  pour  ramener  la  résolution  d'une  équation  qui  a  des 
racines  égales  à  celles  d autres  équations  de  degrés  moindres  ayant 
leurs  racines  inégales,  on  cherche  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  le  premier  membre  de  V équation  et  sa  dérivée,  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  ce  premier  plus  grand  commun 
diviseur  et  sa  dérivée,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
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à  un  polynôme  premier  avec  sa  dérivée;  on  divise  ensuite  le  po- 
lynôme proposé  par  le  premier  plus  grand  commun  diviseur,  le 
premier  par  le  second,  et  ainsi  de  suite;  on  divise  enfin  chacun 
de  ces  quotients  par  le  suivant,  et  ron  égale  à  zéro  ces  nouveaux 
quotients.  On  obtient  de  la  sorte  des  équations  donnant,  la  pre- 
mière les  racines  simples,  la  seconde  les  racines  doubles,  la  troi- 
sième les  racines  triples....,  de  F  équation  proposée. 

Exemple, 
Soit  l'équation  du  septième  degré 

X  =  X1  —  2X5  —  XK  +  X*  -f-  2#* —  1  =  0. 

En  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  le  poly- 
nôme X  et  sa  dérivée,  on  trouve 

D,=#î  —  x*  —  #  +  i; 

eh  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  le  poly- 
nôme Dt  et  sa  dérivée,  on  trouve 

Di  =  x — 1. 

Ce  dernier  polynôme  étant  premier  avec  sa  dérivée,  on  en 
conclut  que  Téquatioxi  proposée  n'admet  pas  de  racines  mul- 
tiples d'un  ordre  supérieur  au  troisième  et  l'on  peut  poser 
X=XtXiXÎ.  Divisant  ces  polynômes  l'un  par  l'autre,  on  a 
les  quotients 

X 

Dt  =  x —  i. 
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De  nouvelles  divisions  donnent 

gi  =  X.=.  +  ., 
Dt  =  X3=*  —  i. 

La  résolution  de  l'équation  proposée  se  trouve  ainsi  rame- 
née à  celle  des  trois  équations     • 

X*-j"^  +  1==05        5?4"1  =  0»        X 1==0. 

La  première  donne  deux  racines  simples  imaginaires,  la  se- 
conde une  racine  double  —  1 ,  la  troisième  une  racine 
triple  + 1. 

Exercices. 

1°  Appliquer  la  méthode  des  racines  égales  aux  é<iua. 
tions 

ar8— 7#7— a*  6-f  i  î&r5— 259s4— 83x5+6i  2*»— îo&r— 402=0, 
x9+2X%+x1+exB+yxB—2X^Zx%-\-iixt—iax—S=o1 
XK — te'+a^1 — 3aar+i6=o. 
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CHAPITRE  IY. 

NOMBRE  DES  RACINES  RÉ  ELLES. 

Il  importe  de  trouver  le  nombre  des  racines  réelles  com- 
prises entre  deux  nombres  donnés.  Nous  considérerons  suc- 
cessivement les  divers  théorèmes  qui  se  rapportent  à,  cette 

question. 

Théorème  4e  Desçartes, 

206.  Lorsqu'un  polynôme,  àcoefflcients  réels,  est  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x,  deux  termes 
consécutifs  affectés  de  signes  contraires  présentent  ce  qu'on 
nomme  une  variation  ;  deux  termes  consécutifs  affectés  du 
même  signe  présentent  une  permanence.  Par  exemple,  le  po- 
lynôme 

x% — 5ar*  —  ax8  -f-  mt*  -f-  7# — 8 

a  trois  variations  :  une  du  premier  au  second  terme,  une  du 
troisième  au  quatrième,  une  du  cinquième  au  sixième  ;  il  a 
deux  permanences  :  une  du  second  au  troisième  terme,  une 
du  quatrième  au  cinquième.  Nous  Remontrerons  d'abord  le 
lemme  suivant  : 

Lemme,  Lorsqu'on  multiplie  uq  polynôme  par  x  —  a, 
a  étant  un  nombre  poçitif,  (m  introduit  pu  moins  une  variation 
nouvelle  dans  le  polynôme. 

Un  polynôme  quelconque,  à  coefficients  réels,  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de?,  peut  être  éprit 
sous  la  forme 
À^ +  AnH+»—Aj!> -AH..«^I+Af^+ 

±ÀrH*'+,=FA.*' q=A0. 
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Le  polynôme  commence  par  un  groupe  de  termes  positifs, 
puis  vient  un  groupe  de  termes  négatifs,  puis  un  groupe  de 
termes  positifs,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  groupe  qui 
commence  au  terme  qp  A,r%  à  partir  duquel  il  n'y  a  plus  de 
changement  de  signes.  Chaque  groupe  contient  un  nombre 
quelconque  de  termes  et  même  un  seul  terme.  Les  variations 
se  présentent  quand  on  passe  du  dernier  terme  d'un  groupe 
au  premier  du  groupe  suivant. 
En  multipliant  ce  polynôme  par  x — a,  nous  aurons 


— A^a 


35"+' 


x»% 


=FA. 
A*fta 


x»[ 


=fcA,c. 


La  multiplication  par  x  conserve  à  chaque  terme  son  signe 

et  donne  la  première  ligne;  la  multiplication  par — achango 

tous  les  signes  et  donne  la  seconde  ligne.  Le  premier  terme 

A^s"*1  du  produit  a  le  signe  +;  1®  terme  du  degré  n  +  h 

provenant  de  l'addition  de  deux  termes  négatifs,  a  le  signe — ; 

quels  que  soient  les  signes  des  termes  intermédiaires,  il  est 

certain  qu'entre  ces  deux  termes  de  signes  contraires  il  y  a 

au  moins  une  variation  ;  on  retrouve  ainsi  au  produit  la 

première  variation  du  multiplicande,  celle  qui  a  lieu  de  x" 

à  x*.  De  même  le  terme  du  degré p+i,  provenant  de  l'addition 

de  deux  termes  positifs,  a  le  signe + ;  antre  les  deux  termes  en 

g**1  et  en  x**1 ,  qui  sont  de  signes  contraires,  il  y  a  au  moins  une 

variation,  et  l'on  retrouve  ainsi  au  produit  la  seconde  variation 
du  multiplicande,  celle  qui  a  lieu  de  **  à  s*.  Pour  simplifier 

le  raisonnement,  nous  pouvons  maintenant  réduire  le 
multiplicande  aux  premiers  termes  des  différents  groupes, 
et  ne  considérer  dans  le  produit  que  les  termes  correspon- 
dants» c'est-à-dire  ceux  dont  le  degré  est  supérieur  d'une 
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unité  ;  ces  termes  du  produit  étant  affectés  des  mêmes  signes 
.que  les  termes  correspondants  du  multiplicande,  il  est  clair 
que  l'on  retrouve  au  produit  toutes  les  variations  du  multi- 
plicande. Ainsi,  quand  on  sera  arrivé  au  terme  en  x*+1,  on 
aura  retrouvé  au  produit  toutes  les  variations  du  multipli- 
cande. A  partir  du  terme  en  x*9  le  multiplicande  ne  présente 
plus  aucune  variation;  mais  le  terme  constant  q=Ad  du 
multiplicande,  multiplié  par  —  a,  donne  le  dernier  terme 
±  A0a  du  produit;  ce  dernier  terme  ayant  un  signe  con- 
traire à  celui  du  terme  en  x9*1,  le  dernier  groupe  du  produit 
contiendra  encore  au  moins  une  variation.  On  en  conclut 
que  le  produit  contient  au  moins  une  variation  de  plus  que 
le  multiplicande. 

11  peut  arriver  que  la  multiplication  par  x  —  a  introduise 
plus  d'une  variation  nouvelle;  dans  ce  cas  elle  en  introduit 
ou  5,  ou  5,....,  en  général  un  nombre  impair.  En  effet,  dans 
chacun  des  groupes  du  produit,  nous  avons  retrouvé  la  varia- 
tion correspondante  du  multiplicande  ;  mais,  dans  ce  groupe, 
il  peut  y  avoir  plus  d'une  variation;  car  les  termes  intermé- 
diaires, provenant  de  l'addition  de  deux  termes  de  signes 
contraires,  ont  des  signes  quelconques;  mais,  lorsqu'il  y  en 
a  plus  d'une,  il  y  a  un  nombre  impair,  c'est-à-dire  une,  plus 
un  nombre  pair,  parce  que,  entre  deux  termes  de  signes  con- 
traires, il  y  a  nécessairement  un  nombre  impair  de  change- 
ments de  signes;  ainsi  chaque  groupe  du  produit  pourra  in- 
troduire un  nombre  pair  de  variations  nouvelles.  Le  d&mier 
groupe  en  introduit  un  nombre  impair;  on  a  donc  en  tout 
un  nombre  impair  de  variations  nouvelles. 

207.  ThÉOBÉme.  Dans  une  équation  algébrique,  à  coeffi- 
cients réels %  le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  surpasser  le 
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nombre  des  variations,  et%  s'il  en  diffère,  il  en  diffère  d'un 
nombre  pair. 

lft  Soit  f(x)  =  o  une  équation,  à  coefficients  réels,  ayant 
un  certain  nombre  de  racines  positives  a,  bt  c, ....,  g\  on  a 

f(x)={x— a)(x— b) (*—*)?(*), 

le  quotient  ?(x)  ayant  aussi  ses  coefficients  réels.  Or,  si  nous 
multiplions  ce  polynôme  cp(#)  successivement  par  chacun  des 

facteurs  binômes  x — a,  x — b, ,  x — g,  qui  correspondent 

aux  racines  positives,  chaque  multiplication  introduisant 
au  moins  une  variation  nouvelle,  le  produit  final  f[x)  con- 
tiendra au  moins  autant  de  variations  qu'il  y  a  de  racines 
positives. 

2ft  Nous  remarquons  que  le  polynôme  ?  {x)  a  son  dernier 
terme  positif,  sans  quoi  il  aurait  une  racine  positive,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse  ;  ce  polynôme  contient  donc  un 
nombre  pair  de  variations,  s'il  en  contient.  D'autre  part, 
nous  avons  vu  que  la  multiplication  par  chacun  des  facteurs 
tels  que  x — a  introduit  un  nombre  impair  de  variations, 
c'est-à-dire  une,  plus  un  nombre  pair;  on  aura  ainsi  finale- 
ment dans  le  polynôme  f(x)  autant  de  variations  qu'il  y  a  de 
racines  positives,  plus  une  somme  de  nombres  pairs,  c'est-à- 
dire  plus  un  nombre  pair  de  variations. 

Par  exemple,  l'équation 

x1 — Zx*  —  a^'+ar'-f-r* — 8  =  0 

présente  trois  variations.  Elle  ne  peut  admettre  plus  de  trois 
racines  positives;  elle  en  aura  trois,  ou  une. 
L'équation 

x1— 5x%-{-$x*—  4x+6=o 

présente  quatre  variations;  elje  ne  peut  admettre  plus  fr 
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quatre  racines  positives;  elle  en  aura  quatre,  ou  deux,  ou 
pas  du  tout. 
L'équation 

présente  une  seule  variation.  Elle  ne  peut  avoir  plus  d'une 
racine  positive,  et  elle  en  a  certainement  une. 

208.  Corollaire.  Si  dans  l'équation  f[x)  =  o  on  change 
x  en — x7  on  obtient  une  nouvelle  équation  qui  a  évidemment 
pour  racines  celles  de  l'équation  proposée  changées  de  signes  ; 
ainsi,  les  racines  négatives  de  la  première  deviennent  posi- 
tives dans  la  seconde.  Si  donc  on  applique  le  théorème  pré- 
cédent à  l'équation  transformée,  on  aura  une  limite  supé- 
rieure du  nombre  des  racines  négatives  de  l'équation  pro- 
posée. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

xl — 3a?4  —  ax3  +  x,-|-7X — 8=0; 
en  remplaçant  x  par  —  x9  on  obtient  la  transformée 
—  x* — S^  +  ax'-f-jr1 — Ix — 8=0, 

qui  présente  deux  variations.  Cette  dernière  équation  admet 
au  plus  deux  racines  positives,  et  par  conséquent  la  proposée 
au  plus  deux  racines  négatives.  Si  elle  n'en  a  pas  deux,  elle 
n'en  a  pas  du  tout. 
De  même  l'équation 

ar7  —  5x*  +  Sx* — ^x  -f  C = o, 

ayant  pour  transformée  l'équation 

— x'!-\-5x*  +  &x*-\-/iX+G=ù, 
qui  présente  une  seule  variation,  a  une  racine  négative  et 
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une  seule.  Nous  avons  vu  déjà  que  cette  équation  a  au  plus 
quatre  racines  positives;  elle  admet  donc  au  plus  cinq  ra- 
cines réelles;  comme  elle  a  sept  racines,  puisqu'elle  est  du 
septième  degré,  on  en  conclut  qu'elle  a  au  moins  deux  ra- 
cines imaginaires. 
L'équation 

x*+4#8  —  5=o 

ayant  pour  transformée 

x6 — 4#s  —  5=o, 

a  une  racine  négative,  et  une  seule.  Nous  avons  vu  déjà 
qu'elle  a  une  racine  positive  ;  donc,  elle  a  en  tout  deux  ra- 
cines réelles,  et,  par  conséquent,  quatre  racines  imagi- 
naires. 

20'J.  Remarques.  Un  polynôme  complet  du  degré  m  est 
formé  dem-(-i  termes;  le  nombre  des  variations  augmenté 
du  nombre  des  permanences  est  égal  à  m.  Quand  on  rem- 
placer  par  —  x9  deux  termes  consécutifs  étant  l'un  de  degré 
pair,  l'autre  de  degré  impair,  l'un  ne  change  pas  de  signe, 
l'autre  en  change;  par  conséquent,  les  variations  de  jjoly- 
nôme  proposé  se  changent  en  permanences  dans  le  polynôme 
transformé  et  les  permanences  en  variations  ;  il  en  résulte 
que  le  nombre  des  variations  du  polynôme  transformé  est 
égal  au  nombre  des  permanences  du  polynôme  proposé.  Si 
donc  on  désigne  par  v  et  v'  les  nombres  de  variations  que 
présentent  une  équation  complète  du  degré  met  sa  transfor- 
mée, on  aura  v-\-v'=m. 

Considérons  maintenant  une  équation  incomplète,  et  sup- 
posons qu'entre  deux  termes  consécutifs  on  introduise  un 
terme  affecté  d'un  signe  quelconque  ;  si  ces  deux  termes  ont 
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des  signes  contraires,  le  nombre  des  variations  ne  change 
pas;  s'ils  ont  le  même  signe»  le  nombre  des  variations  ne 
change  pas  ou  augmente  de  deux  unités,  suivant  quB  le 
terme  introduit  est  atrecté  de  ce  môme  signe  ou  d'un  signe 
contraire.  Si  dans  le  nouveau  polynôme  on  introduit  encore 
un  terme,  le  nombre  des  variations  sera  de  même  augmenté 
de  o  ou  a  variations,  et  ainsi  de  suite.  On  conclut  de  là  que, 
lorsque  dans  un  polynôme  incomplet  on  introduit  des  termes 
affectés  de  signes  quelconques,  de  manière  à  le  compléter, 
le  nombre  des  variations  ne  change  pas  ou  augmente  d'un 
nombre  pair.  Pour  la  même  raison,  le  nombre  des  variations 
du  polynôme  transformé  ne  change  pas  ou  augmente  d'un 
nombre  pair.  Si  donc  on  désigne  par  v  et  t/  les  nombres  de 
variations  de  l'équation  proposée  et  de  sa  transformée, 
par  v%  et  v\  les  nombres  de  variations  de  l'équation  complé- 
tée, d'une  façon  quelconque  et  de  sa  transformée,  la  somme 
vx-\-v\  surpassera  v-\-v'  d'un  nombre  pair  nki9  qui  peut  être 
nul.  Mais  on  sait  que  vi-\-v\  =  ro;  on  a  donc  d'une  manière 
générale  v-{-v'=m —  2*,. 

Le  théorème  de  Descartes  donne  une  limite  supérieure  v 
du  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  proposée,  et 
une  limite  supérieure  t/  du  nombre  des  racines  négatives  ;  il 
y  a  donc  au  plus  v-\-v'  racines  réelles  et,  par  conséquent, 
au  moins  m — (v+v')  ou  akt  racines  imaginaires;  on  obtient 
ainsi  une  limite  inférieure  du  nombre  des  racines  imagi- 
naires, et  cette  limite  est  un  nombre  pair. 

Lorsqu'on  sait,  par  la  nature  de  la  question,  que  l'équa- 
tion a  toutes  ses  racines  réelles,  le  nombre  p  des  racines  po- 
sitives est  égal  au  nombre  v  des  variations  de  l'équation  pro- 
posée, le  nombre  n  des  racines  négatives  au  nombre  v'  des  va- 
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nations  de  la  transformée.  En  effet,  puisque  le  nombre  des 
racines  positives  et  celui  des  racines  négatives  diffèrent  des 
nombres  de  variations  v  et  v'  de  nombres  pairs  a  *  et  a  #,  on  a 
p  =  «  —  a  A,  n  =  v' —  aA',  et  par  suite 

p-f"n  =  t,  +  |/  —  a*  —  aA'  =  m  —  aA, —  a*  —  aA'; 

pour  que  le  nombre  p  -j-  n  des  racines  réelles  soit  égal  à  m, 
il  est  nécessaire  que  les  trois  nombres  pairs  aAt,  a  A,  a  A' 
soient  nuls  séparément,  d'où  Ton  déduit  />  =  *»,  n  =  t/. 

On  peut  observer  que  toutes  les  fois  qu'entre  deux  termes 
de  même  signe  manquent  un  ou  plusieurs  termes,  l'équation 
admet  des  racines  imaginaires.  Car,  si  l'on  comble  l'inter- 
valle en  introduisant  des  termes  qui  avec  le  premier  présen- 
tent une  suite  de  variations,  on  augmente  le  nombre  des 
Variations  de  l'équation  proposée,  sans  changer  celui  de  la 
transformée;  par  conséquent  la  limite  inférieure  aAt  du 
nombre  des  racines  imaginaires  n'est  pas  nulle.  Remarquons 
encore  que,  de  quelque  manière  que  l'on  complète  l'équa- 
tion, ce  nombre  2  A,  reste  le  même. 

Théorème  de  Rolle. 

210.  Théorème.  Deux  racines  réelles  consécutives  d'un  po- 
lynôme entier  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  la  dé- 
rivée. 

Soient  a  et  *  deux  racines  réelles  consécutives  d'un  po- 
lynôme entier  f{x)}  àcoeffients  téels;  dans  l'intervalle,  le 
polynôme  conserve  toujours  le  même  signe,  par  exemple  le 
signe +1  sans  quoi  il  y  aurait  une  aufre  racine  entre  a  et  *. 
Supposons  a  plus  petit  que  b  et  faisons  croître  x  de  a  et  b 
d'une  manière  continue;  la  fonction  f{x)  part  de  zéro  et 
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devient  positive,  c'est-à-dire  plus  grande  que  zéro;  donc 
elle  commence  par  croître,  et  la  dérivée  est  positive  pour 
des  valeurs  de  x  voisines  de  a;  la  fonction  /*(#),  qui  reste 
constamment  positive,  arrive  ensuite  à  zéro  en  décroissant, 
et  par  conséquent  la  dérivée  est  négative  pour  des  valeurs 
de  x  voisines  de  b.  Ainsi,  quand  x  varie  de  a  à  b,  la  dérivée 
a  des  valeurs,  de  signes  contraires  dans  le  voisinage  de  a  et 
dans  le  voisinage  de  b\  comme  elle  est  elle-même  finie  et 
continue,  elle  s'annule  au  moins  une  fois  dans  l'intervalle 
de  a  à  b.  En  général,  cet  intervalle  comprendra  un  nombre 
impair  de  racines  réelles  de  la  dérivée  (n°  191). 

Ce  théorème  est  vrai  pour  les  fonctions  continues  quelcon- 
ques, pourvu  que  la  dérivée  soit  elle-même  finie  et  continue, 
dans  l'intervalle  considéré.  Nous  nous  sommes  servi  de  cette 
propriété  pour  la  démonstration  de  la  série  de  Taylor  (n°  1  o2). 

211.  Corollaire.  Deux  racines  réelles  consécutives  de  la 
.  dérivée  ne  comprennent  pas  plus  d'une  racine  réelle  du  polynôme 
proposé.  Car  si  deux  racines  réelles  consécutives  d  et  V  de 
la  dérivée  comprenaient  deux  racines  réelles  a  et  *  du  po- 
lynôme proposé,  ces  deux  racines  réelles  a  et  b  compren- 
draient elles-mêmes  une  racine  de  la  dérivée,  ce  qui  est  im- 
possible. 

Mais  il  n'est  pas  certain  qu'entre  les  deux  racines  consé- 
cutives d  et  V  de  la  dérivée,  il  y  ait  une  racine  du  poly- 
nôme proposé.  Pour  décider  la  question,  il  suffira  de  sub- 
stituer d  et  V  à  la  place  de  x  dans  le  polynôme;  si  Ton 
obtient  deux  résultats  de  même  signe,  il  n'y  a  aucune  ra- 
cine dans  l'intervalle  ;  si  l'on  obtient  deux  résultats  de  signes 
contraires,  il  y  a  une  racine.  Soient  d}  b\  c',. . . .,  h'  les  ra- 
cines réelles  de  la  dérivée  /"(x),  rangées  par  ordre  de  gran- 
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deur  croissante.  Dans  le  polynôme  f(x)  substituons  la  suite 
des  quantités 

— oo,  a\  b\  c\ ,  A',+00, 

et  examinons  les  signes  des  résultais.  Chacun  des  inter- 
valles comprendra  zéro  ou  une  racine  du  polynôme  f[x), 
suivant  que  les  résultats  seront  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires.  Ainsi,  quand  on  sait  résoudre  la  dérivée^  on  peut 
trouver  le  nombre  des  racines  réelles  de  ï  équation  proposée. 

Si  n  est  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  dérivée,  le 
nombre  des  intervalles  étant  n+  1»  on  en  conclut  que  l'é- 
quation proposée  admet  au  plus  n  + 1  racines  réelles. 

Équations  du  troisième  degré* 
212.  Considérons  l'équation  du  troisième  degré 

Si  Ton  égale  à  zéro  la  dérivée,  on  obtient  une  équation  du 
second  degré 

3a:,+aA!a:+Af=o. 

Pour  que  l'équation  proposée  ait  ses  trois  racines  réelles,  il 
faut  d'abord  que  la  dérivée  ait  ses  racines  réelles.  Appelons 
a'  la  plus  petite  racine  de  la  dérivée,  V  la  plus  grande,  et 
substituons  dans  le  polynôme  du  troisième  degré  la  suite 
des  quantités 

— 00,  a',  b\  +00. 

Pour  x  =  — 00,  on  a  un  résultat  négatif,  pour  s=+ooun 
résultat  positif;  si  a!  donne  un  résultat  positif,  b'  un  résultat 
négatif,  chacun  des  intervalles,  présentant  un  changement 
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désigne,  comprendra  une  racine  réelle  et  l'équation  du 
troisième  degré  aura  ses  trois  racines  réelles. 

213.  Mais  nous  réduirons  d'abord  l'équation  à  une  forme 
plus  simple.  On  peut  toujours,  par  une  transformation  fa- 
cile, faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation.  Soit 
l'équation 

ar+kiaf^i+A9ar-  *+ +Am=o. 

Posons  x=y+k;  l'équation  devient 

(y+*)m+A,(y +*)-'  + =o. 

ou 

jr+(m*+A1)jr-f+ =0. 

Si  Ton  fait  *= -,  le  coefficient  du  second  terme  s'éva- 

m 

* 

nouit,  et  l'équation  prend  la  forme 

r+B,jr-,+B,îr-»+ +Bm=o. 

Il  était  aisé  de  prévoir  ce  résultat.  La  relation  y  =  x  —  k 
signifie  que  les  racines  de  la  nouvelle  équation  sont  égalés 
aux  racines  de  l'équation  proposée  diminuées  chacune  de  la 
quantité  constante  k  ;  la  somme  des  racines  de  la  seconde 
équation  est  égale  i  la  somme  des  racines  de  la  pre- 
mière! c'est-à-dire  à  — Àfl,   moins  mk;  si  donc  on  fait 

A 
k= i9  cette  somme  est  nulle,  et  par  conséquent  le 

coefficient  du  second  terme  est  nul. 
Pour  réduire  l'équation  du  troisième  degré,  on  posera 

plus  simple 

18 
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Par  cette  transformation,  quand  les  coefficients  sont  réels, 
les  racines  réelles  restent  réelles,  ^  racines  imaginaires 
restent  imaginaires* 
214  %  Cherchons  maintenant  la  condition  pour  que  l'équation 

ait  ses  trois  racines  réelles.  L'équation 

3x*-\-p=?o 

devant  avoir  ses  deux  racines  réelles,  il  faut  que  le  coeffi- 
cient p  soit  négatif;  supposons  cette  condition  remplie;  nous 
aurons 


•=-4  /-'    *'= 


v-* 


On  doit'avoir  en  outre  f(a')>o,  c'est-à-dire 


ou 


*+?><>. 


JLa  condition  /W  <  o  se  déduira  de  la  précédente  en  chan- 
geant le  signe  du  radical  et  le  sens  de  l'inégalité,  ce  qui 
donne 

P 

3 


0? 

(2) 


V/-S<-!- 
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Le  coefficient  p  étant  négatif,  les  premiers  membres  des  inéga- 
lités (1)  et  (2)  sont  des  quantités  positives.  Supposons  j>o; 
Tinégalité  (1),  ayant  son  second  membre  négatif,  sera  tou- 
jours satisfaite  ;  l'inégalité  (2)  ayant  ses  deux  membres  po- 
sitifs, on  peut  les  élever  au  carré,  et  l'on  en  déduit 

-(!)■>  (!)"■ 

OTt 

Supposons  maintenant  ?<o;  c'est  l'inégalité (2)  qui  est  tou- 
jours vérifiée,  et  l'inégalité  (1)  conduit  à  la  même  inéga- 
lité (3).  D'ailleurs  Tinégalité  (3)  ne  peut  être  satisfaite  que  si 
le  coefficient  p  est  négatif. 
Ainsi»  pour  que  Féquation 

xn-^-px-\-q=o 

ait  ses  trois  racines  réelles,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  ses 
coefficients  satisfassent  à  Fmégalitë 


©'+©'<«• 


Quand  le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  une  quan- 
tité positive,  l'équation  n'a  qu'une  racine  réelle.  Quand 
cette  quantité  est  nulle,  l'équation  a  deux  racines  égales 
comme  nous  l'avons  vu  au  n°  203. 

Exemptes* 

!•  L'équation 
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dans  laquelle  le  coefficient  du  second  terme  est  positif,  n'a 
qu'une  racine  réelle;  cette  racine  est  positive. 
2°  L'équation 

x* — 6ar+4=e 

a  ses  trois  racines  réelles.  La  transformée  en  —  x  n'ayant 

qu'une  variation,  une  seule  racine  est  négative,  les  deux 

autres  sont  positives. 

3#  L'équation 

x*— 6x+6=o 

n'a  qu'une  racine  réelle.  Cette  racine  est  négative. 

4*  Déterminer  les  dimensions  d'un  cylindre  circulaire 
droit,  dont  on  connaît  la  surface  totale  et  le  volume. 

Désignons  la  surface  par  4ita"  et  le  volume  par  -^— ; 

appelons*  le  rayon  de  la  base  et  y  la  hauteur.  Oq  a  les  deux 
équations 

o    *=b'     (2)   *'-^+V+0- 

L'équation  (2)  admet  toujours  une  racine  négative,  qui  ne 
convient  pas  à  la  question.  Pour  que  le  problème  soit  pos- 
sible, il  faut  que  l'équation  ait  une  racine  positive,  et  par 
conséquent  ses  trois  racines  réelles  ;  la  condition  est 

•     "<-,\/t. 

Quand  cette  condition  est  remplie,  l'équation  a  deux  racines 
positives,  auxquelles  correspondent  des  valeurs  positives 
de   y,    et   le   problème  admet    deux    solutions.    Quand 

b*  =  a%  y  £,  ces  deux  solutions  se  confondent  en  une  seule. 
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Équations  du  quatrième  degré. 

?15.  Si  Ton  fait  disparaître  le  second  terme  (n°  213),  l'é- 
quation du  quatrième  degré  se  ramène  à  la  forme 

(1)  x4+Axi+Bar+G=o. 
Posons  x  =  -;  l'équation  devient 

(2)  Cy*+By'+Ay«+i=o. 

En  égalant  à  zéro  la  dérivée,  on  obtient  1  équation 

4Cys+3Byf+aAy=o, 
ou 

y(4Cy»+3By+aA)=o, 

que  Ton  peut  résoudre.  On  saura  donc  reconnaître  combien 
l'équation  (2),  et  par  suite  combien  l'équation  proposée,  ad- 
met de  racines  réelles. 

246.  On  peut  ramener  la  résolution  d'une  équation  du  qua- 
trième degré  à  celle  d'une  équation  du  troisième  degré. 

Un  polynôme  du  quatrième  degré  est  le  produit  de  quatre 
facteurs  du  premier  degré  (x — a)  (x — b)(x — c)(x — d).  Le 
produit  (x — a)  [x  —  b)  de  deux  facteurs  quelconques  du  pre- 
mier degré  donne  un  facteur  du  second  degré  a^+^wr+y;  le 
polynôme  du  quatrième  degré  admet  donc  six  facteurs  du 
second  degré;  mais,  comme  on  peut  les  associer  deux  h 
deux,  il  n'est  décomposable  que  de  trois  manières  en  un 
produit  de  deux  facteurs  du  second  degré. 

Soit 
(3)  f(x)  =  x>  +  aA*8  +  B**  +  a&r  +  D  =  o 


! 
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l'équation  proposée.  On  a  identiquement 

(4)  rtx)=(*'  +  A*+X)» 

— [(2X+A*  —  B)x-1  +  a(AX—  C)x-f(X*  —  D)], 

X  étant  une  quantité  arbitraire.  On  peut  disposer  de  cette 
quantité  de  manière  que  le  polynone  du  second  degré 

(aX+À*  —  B)xf  +  a(AX  —  C)x  +  {\*  —  D) 
soit  carré  parfait;  il  suffît  pour  cela  de  poser 

(5)  .         (Xf  — D)(2X  +  Af  —  B)  —  (AX  —  C)*  =  o; 

on  obtient  ainsi,  pour  déterminer  X,une  équation  du  troi- 
sième degré.  A  chaque  valeur  de  X  correspond  une  ma- 
nière de  mettre  le  polynone  du  quatrième  degré  sous  la 
forme  d'une  différence  de  deux  carrés 

(6)  f[x)  =  (x*  +  Ajx  +  \)È 

-(W*x+a»-b+  ax-c  y, 

\  nAx+a1— b/ 

et  par  conséquent  de  le  décomposer  en  un  produit  de  deux 
facteurs  du  second  degré;  ces  deux  facteurs  sont 

(?)    s>4-As+X±fxV/2X  +  A8-B+    ,-^LZ^rA 

\  V^X  +  A*  —  B/ 

Pour  résoudre  l'équation  du  quatrième  degré  (3),  il  suffit 
de  calculer  Tune  des  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  (5);  en  égalant  à  zéro  les  deux  facteurs  correspon- 
dants (7),  on  obtient  deux  équations  du  second  degré  d'où 
l'on  déduira  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée. 

Lorsque  l'équation  (3)  a  ses  coefficients  réels,  l'équa- 
tion (5)  a  aussi  ses  coefficients  réels.  Il  est  à  remarquer  que 
l'une  au  moins  des  valeurs  réelles  de  X  rend  positive  la 
quantité  aX  +  A1  —  B;  car  l'équation  (5),  dont  le  premier 
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membre  acquiert  une  valeur  négative  quand  on  y  rem- 

place  X  par 1  admet  un  nombre  impair  de  racines 

B  —  À* 
réelles  et  supérieures  à .  A  une  valeur  de  Xjouissant 

de  cette  propriété  correspond  un  couple  de  facteurs  du 
second  degré  à  coefficients  réels.  Une  valeur  réelle  de  X 

B  — A* 

inférieure  à donnerait  deux  facteurs  ayant  leurs 

coefficients  imaginaires  et  conjugués.  Une  valeur  imagw 
naire  de  X  donnerait  deux  facteurs  ayant  aussi  leurs  coef- 
ficients imaginaires,  mais  non  conjugués;  car,  dans  ce  cas, 

le  radical  y/aX-f-A*— B  ayant  une  valeur  imaginaire  a -f- (tf, 
dont  la  partie  réelle  a  est  différente  de  zéro,  les  coeffi- 
cients A  ±:  a  =b  pi  de  la  première  puissance  de  x,  dans  les  fac- 
teurs du  second  degré,  sont  imaginaires  et  non  conjugués. 
Il  résulte  de  là  que,  si  l'équation  (3)  a  ses  quatre  racines 
réelles,  tous  les  facteurs  du  second  degré  ayant  leurs  coef- 
ficients réels,  les  trois  valeurs  de  X  sont  réelles  et  supé- 

rieures  à ;  si  l'équation  a  ses  quatre  racines  ima- 
ginaires, un  couple  de  facteurs  ayant  ses  coefficients 
réels  et  chacun  des  deux  autres  des  coefficients  imagi- 
naires conjugués,  les  trois  valeurs  de  X  sont  encore  réelles, 

g A* 

mais  une  seule  est  supérieure  à  — ;  enfin,  si  Téqua- . 

tion  a  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires,  un  couple 
de  facteurs  ayant  ses  coefficients  réels  et  chacun  des  au- 
tres des  coefficients  imaginaires  non  conjugués,  deux  va- 
leurs de  X  sont  frii&gittalté*.  Les  réciproques  sont  vraies. 
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Équations  trinômes. 

217.  La  méthode,  dont  nous  avons  fait  usage  pour  trouver 
le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  du  troisième  de- 
gré, s'applique  à  l'équation  trinôme 

(1)  tfm-J-Atf,,+B=o. 

Si  l'on  prend  la  dérivée,  on  obtient  l'équation 

ma*"-1  -f-  n  As"-1 = o , 
ou 

(2)  xn-,(mj*M+nA)=o, 

dont  on  sait  trouver  les  racines  réelles. 
On  peut  aussi  rappliquer  à  1  équation 

(3)  af,+A«m-»-J-Ba*,-f,l+G=o; 
car  si  l'on  prend  la  dérivée,  on  obtient  l'équation 

ou 

(4)  a?m-tn-,[mj:t,?4-("1— n)  Aa"  +  (tn  —  an)  B]=o, 

que  Ton  peut  résoudre. 
On  ramène  l'équation 

à  la  forme  précédente,  en  posant  a?  =  -. 

Théorème  de  Sturm. 

21B.  Quand  on  sait  résoudre  la  dérivée,  le  théorème  de 
Rolle  suffît  pour  trouver  le  nombre  des  racines  réelles  d'une 
équation.  Mais,  quand  on  ne  sait  pas  résoudre  la  dérivée,  ce 
théorème  est  insuffisant.  On  peut  recourir  alors  au  théorème 
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de  Sturm  qui  donne,  dans  tous  les  cas,  le  moyen  de  trouver 
exactement  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation 
algébrique  comprises  entre  deux  nombres  donnés. 

Soit  f(x)  un  polynôme  entier  à  coefficients  réels,  a  une 
racine  réelle  de  ce  polynôme;  on  peut  déterminer  un  nom- 
bre positif  A  assez  petit  pour  que  l'intervalle  de  a  — A  à 
a-j-A  ne  comprenne  aucune  racine  du  polynôme  et  de  sa 
dérivée,  autre  que  a.  Nous  démontrerons  d'abord  que,  si 
l'on  fait  varier  x  de  a— A  à  a-\-k,  le  polynôme  et  sa  dérivée 
ont  des  valeurs  de  signes  contraires  avant  la  racine  et  des  va- 
leurs de  même  signe  après  la  racine. 

En  effet,  faisons  varier  x  de  a  à  a-\-h.  Si  la  dérivée  f(x) 
est  positive  dans  cet  intervalle,  la  fonction  f(x)  va  en  crois- 
sant; comme  elle  part  de  zéro,  elle  devient  positive.  Si  la  dé- 
rivée est  négative,  la  fonction  va  en  décroissant;  comme  elle 
part  de  zéro,  elle  devient  négative.  Ainsi,  quand  x  varie  de 
a  à  a+ A,  la  fonction  et  sa  dérivée  ont  le  même  signe.  Faisons 
maintenant  varier  *  de  a — A  à  a.  Si  la  dérivée  f{x)  est  posi- 
tive dans  cet  intervalle,  la  fonction  f(x)  va  en  croissant; 
comme  elle  arrive  à  zéro,  elle  était  négative.  Si  la  dérivée 
est  négative,  la  fonction  va  en  décroissant;  comme  elle  ar- 
rive à  zéro,  elle  était  positive.  Ainsi,  quand  x  varie  de  a —  A 
à  a,  la  fonction  et  sa  dérivée  ont  des  signes  contraires. 

219.  Cas  oh  V équation  n'a  pas  de  racines  égales.  Considé- 
rons d'abord  le  cas  où  le  polynôme  f(x)  n'a  que  des  racines 
simples.  Désignons  par  X  ce  polynôme,  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x  et  par  Xt  sa  dérivée.  Divisons 
Xpar  Xt  ;  appelons  Qt  le  quotient  et  Xt  ïe  reste  changé  de 
signe.  Divisons  X,  par  X,  ;  appelons  Qt  le  quotient  et  X,  le 
reste  changé  de  signe,  et  ainsi  de  suite.  Cette  série  d'opé- 
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rations  est  celle  que  Ton  effectue  pour  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  les  polynômes  X  et  X,  ;  ces  polynômes 
étant  premiers  entre  eux  (n°  201),  après  un  certain  nombre  de 
divisions  on  arrivera  à  un  reste  indépendant  de  x  ;  appelons 
X,  ce  dernier  reste  changé  de  signe.  On  a  ainsi 

X  =X1Q1-Xi, 
X,=XjQ, — X„ 


•  • 


•  • 


Xp_3    -Xp^jQ^,     Xp. 
Considérons  la  suite  des  polynômes 

X,  X„  Xf, ,  Xp. 

Nous  allons  démontrer  que  si  dans  cette  suite  on  donne  à  x 
successivement  de.  valeurs  réelles  particulières  x0  etx,, 
x%  étant  inférieure  à  xu  et  que  Ton  compte  les  variations 
que  présentent  les  deux  suites  de  quantités,  le  nombre  des  va- 
riations perdues,  quand  on  passe  de  x0  à  xt,  indique  exactement 
le  nombre  des  racines  réelles  comprises  dans  cet  intervalle. 

Faisons  croître  x  d'une  manière  continue  de  x0  et  xt  ; 
une  modification  dans  le  nombre  des  variations  ne  pourra 
s'opérer  que  si  l'un  des  polynômes  change  de  signe,  et,  par 
conséquent,  passe  par  zéro.  Nous  remarquons  d'abord  que 
deux  polynômes  consécutifs  X»_ft  et  X»  ne  peuvent  s'annuler 
pour  une  même  valeur  de  x;  car  si  cela  avait  lieu,  en  vertu 
de  la  relation 

X|*_i =XHQII     X^u 

le  polynôme  suivant  X„+t  s'annulerait  aussi,  et  de  même 
%n+t>  X*+»v*">  X*  °*  ÇuLest  impossible,  puisque  X,  est  in- 
dépendant de  Xk 
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Supposons  qu'un  polynôme  intermédiaire  X*  change  de 
signe,  quand  x  passe  par  la  valeur  a,  les  deux  polynômes 
X^,  et  X1l+i  ont  des  valeurs  différentes  de  zéro,  et  ces  va- 
leurs sont  de  signes  contraires;  car,  pour  x=a9  l'égalité  pré- 
cédente se  réduit  à 

Xn_i  =       ^n+f 

Or,  on  peut  prendre  h  assez  petit  pour  que,  x  variant  de  a — h 
à*a+A,  chacun  des  polynômes  X^,  et  Xn+i  conserve  le 
même  signe;  ces  deux  polynômes  auront  donc  des  signes 
contraires  dans  tout  cet  intervalle.  Quels  que  soient  les 
signes  du  polynôme  ï^  pour  x=a — h  et  pour  ar=a-{-A,  la 
suite  des  trois  polynôme*  ' 

présentera  évidemment,  pour  chacune  de  ces  deux  valeur* 
de  ar,  une  variation  et  une  saule;  seulement  cette  variation 
se  sera  déplacée  d'un  côté  ou  de  l'autre.  Ainsi,  le  nombre 
des  variations  que  présente  la  suite  des  polynômes  n'est 
pas  modifié,  quand  l'un  des  polynômes  intermédiaires 
change  de  signe.  D'ailleurs  la  dernière  quantité  X^,  qui  est 
indépendante  de  x9  conserve  toujours  le  même  signe;  Le 
nombre  des  variations  de  la  suite  ne  changera  donc  que  si  le 
premier  polynôme  X  change  de  signe. 

Mais  nous  avons  vu  que  si  x  passe  par  une  racine  a  du 
polynôme  X,  ce  polynôme  et  sa  dérivée  Xt  ont  des  signes 
contraires  un  peu  avant  la  racine,  et  le  même  signe  un  peu 
après;  il  y  a  donc  une  variation  perdue  en  tête  de  la  suite 
des  polynômes.  Il  en  est  de  même  chaque  fois  que  x  passe 
par  une  des  racines  du  polynôme.  Ainsi,  le  nombre  des  va- 
riations perdues  dans  la  suite  <Jes  polynômes,  quand  on 
passe  de  la  Valeur  x%  à  la  valeur  plus  grande  xl9  est  égal 
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au  nombre  des  racines  réelles  comprises  dans  cet  intervalle. 

220.  Si  l'on  veut  avoir  le  nombre  total  des  racines  réelles 
du  polynôme  X,  il  faudra  dans  la  suite  des  polynômes  Taire 
d'abord  x=  —  oo,  et  compter  le  nombre  des  variations,  faire 
ensuite  #=-|-oo,  et  compter  le  nombre  des  variations;  le 
nombre  des  variations  perdues  est  égal  au  nombre  des 
racines  réelles.  Mais  nous  savons  que  pour  une  valeur  de  z 
très-grande  en  valeur  absolue,  le  signe  de  chaque  polynôme 
est  celui  de  son  premier  terme;  on  pourra  donc,  dans  l'ap- 
plication de  la  méthode,  remplacer  chaque  polynôme  par  son 
premier  terme. 

Cherchons  les  conditions  pour  qu'un  polynôme  entier  X 
du  degré  m  ait  toutes  ses  racines  réelles.  Les  degrés  des  po- 
lynômes successifs  allant  en  diminuant  depuis  m  à  zéro,  le 
nombre  des  polynômes  de  la  suite  est  au  plus  égal  àw+i, 
et  par  conséquent  le  nombre  des  variations  que  présente  la 
suite  des  polynômes  pour  une  valeur  particulière  de  x  est 
au  plus  égal  à  m.  Pour  que  le  polynôme  X  ait  ses  m  racines 
réelles,  il  faut  que,  pour  x= — oo,  la  suite  des  polynômes 
présente  m  variations,  ce  qui  exige  d'abord  que  la  suite  des 
polynômes  soit  complète,  c'est-à-dire  que  le  degré  de  cha- 
que polynôme  soit  inférieur  d'une  unité  au  degré  du  poly- 
nôme précédent,  et  ensuite  que  les  premiers  termes  soient 
tous  précédés  du  même  signe,  par  exemple  du  signe  -j-,  afin 
que,  pour  x= — oo,  deux  polynômes  consécutifs  présentent 
une  variation.  Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes;  car, 
si  elles  sont  remplies,  la  suite  des  polynômes  ne  présente  plus 
aucune  variation  pour  j?=-j-oo,  et  le  nombre  des  variations 
perdues  est  bien  m. 

Considérons,  par  exemple,,  l'équation  du  troisième  degré 
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r*  -\-px-[-q—o.  On  a  la  suite  des  polynômes 

X  =x*-\-px  -\-q, 

L'équation  aura  ses  trois  racines  réelles  si  la  suite  présente 
trois  variations  pour  x=— oo,  et  n'en  présente  plus  aucune 
pour  ar=-|-oo;  ceci  exige  que  Ton  ait/><o  et  4/>3+37?*<o, 
et  l'on  retrouve  ainsi  la  condition  que  nous  avons  déjà  obte- 
nue-par  le  théorème  de  Rolle  (n°  214). 

221.  Remarque  I.  Pour  éviter  les  coefficients  fraction- 
naires, on  peut  multiplier  chaque  dividende  par  un  nombre 
constant,  comme  nous  l'avons  expliqué  lors  de  la  recherche 
du  plus  grand  commun  diviseur  (n°  198);  mais  ici  il  faut 
avoir  soin  que  le  multiplicateur  soit  positif,  afin  de  ne  pas 
changer  les  signes  des  polynômes  que  l'on  a  à  considérer.  On 
peut  de  même  diviser  tous  les  termes  d'un  polynôme  par  un 
nombre  positif. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

X=x8 — Sx'-J-iox* — i5x+i6=o. 
En  divisant  par  5  la  dérivée 

5x4  —  i5xf-f-ao« — 15, 
on  la  remplacera  par  le  polynôme  plus  simple 

X1=ari— 3x*  4.4*— 3. 
Le  reste  de  la  première  division  est  divisible  para  ;  en  chan- 
geant les  signes,  on  a 

Xt=x3  —  Zx*-\-6x— 8. 
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La  seconde  division  donne  un  reste  du  premier  degré  qui, 
changé  de  signe,  est 

X3  =  2X  —  7. 

Dans  la  dernière  division,  pour  éviter  les  coefficients  frac- 
tionnaires, on  multipliera  le  dividende  trois  fois  successive- 
ment par  a;  le  reste,  changé  de  signe,  est 

X4=— 153. 

La  suite  des  polynômes  présente  deux  variations  pour 
x= — 00,  et  une  seule  pour  a?=-|-oo.  Donc  l'équation  pro- 
posée n'a  qu'une  racine  réelle,  et  cette  racine  est  négative. 

222.  Remarque  IL  Lorsqu'après  un  certain  nombre  de 
divisions  successives  on  arrive  à  un  polynôme  X$,  qui  con- 
serve le  même  signe  quand  x  varie  de  x9  à  xt,  il  est  inutile 
de  pousser  plus  loin  le  calcul  ;  pour  trouver  le  nombre  des 
racines  réelles  comprises  entre  x0  et  xi9  on  appliquera  la  règle 
énoncée  à  la  suite  des  polynômes 

A,    Aj,    Ag, ,    Xçî 

tar  le  raisonnement  suppose  simplement  que  le  dernier  poly- 
nôme ne  change  pas  de  signe  dans  l'intervalle  considéré. 
Considérons,  par  exemple,  l'équation 

X=tf*  —  Zx*-\-x*— 8ar— 10=0, 

on  a 

X,=5a?4 — 9a?*+aa: — 8. 

Les  deux  premières  divisions  donnent 

X1=ftrt— 3a?f+3ax+5o. 
X,=4ifcrf+63&r+546. 

On  reconnaît  immédiatement  que  ce  dernier  polynôme,  qui 
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est  du  second  degré,  &  ses  racines  imaginaires,  et  par  consé- 
quent conserve  toujours  le  signe  de  son  premier  terme.  On 
s'arrêtera  là.  La  suite  des  polynômes  X,  Xtl  Xf,  X,  pré- 
sente trois  variations  pour  x=— oo,  une  pour  a?=o,  et  n'en 
présente  plus  aucune  pour  x=  +00;  on  en  conclut  que  Pé- 
quation  proposée  admet  trois  racines  réelles,  deux  négatives 
et  une  positive. 

223.  Cas  où  réqwtion  a  des  racines  égales.  Nous  avons  sup- 
posé jusqu'à  présent  que  l'équation  n'a  pas  de  racines  égales; 
si  elle  en  avait,  l'opération  conduirait,  non  plus  à  un  reste 
indépendant  de  x,  mais  à  un  reste  nul  ;  le  dernier  diviseur  Xp 
serait  le  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  entre  le 
polynôme  X  et  sa  dérivée  X,.  Ce  dernier  potynôme  X,  divise 
chacun  des  polynômes 

si  Ton  conçoit  ces  divisions  effectuées,  les  quotients  forment 
une  nouvelle  suite  de  polynômes 

Y,    *i*  Y,, y  *i»-i»   l* 

sur  lesquels  nous  pouvons  répéter  les  raisonnements  faits 
précédemment.  Nous  remarquons  d'abord  que  deux  poly- 
nômes consécutifs  Yn_p  Yp  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois; 
car  de  l'égalité 

en  divisant  par  Xp,  on  déduit 

Yl^.t=YnQn  — Y,^  J 

si  les  deux  polynômes  Y^t,  Y,,  s'annulaient  pour  une  même 
valeur  de  x,  le  suivant  Y^j  s'annulerait  aussi,  et  de  même 
Y*n,  Y^,, ,  et  enfin  Yf  ou  1,  ce  qui  est  impossible.  Nous 
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remarquons  ensuite  que  si  un  polynôme  intermédiaire  Y. 
change  de  signe  quand  x  passe  par  la  valeur  a,  comme  on  a 
pour  cette  valeur 

Y      — Y 

les  deux  polynômes  Y^,  X^x  ont  des  valeurs  différentes  de 
zéro  et  de  signes  contraires  dans  l'intervalle  de  a —  A  à  û-f-  *  1 
il  en  résulte  que,  quels  que  soient  les  signes  du  polynôme  Y„ 
pour  x=a— A  et  ar=a+  A,  la  suite  des  trois  polynômes 

**_n    *m  Y^i 

présentera,  pour  chacune  de  ces  valeurs  de  x,  une  variation 
et  une  seule  ;  seulement  cette  variation  se  sera  déplacée  d'un 
côté  ou  de  l'autre. 

On  en  conclut,  comme  précédemment,  que  le  nombre  des 
variations  de  la  seconde  suite  n'est  pas  modifié  quand  un 
polynôme  intermédiaire  change  de  signe  ;  le  dernier  Y,  ou  i 
conservant  toujours  le  même  signe,  le  nombre  des  varia- 
tions ne  changera  donc  que  si  le  premier  polynôme  Y  change 
de  signe. 

Nous  savons  que  le  plus  grand  commun  diviseur  X,  entre 
un  polynôme  X  et  sa  dérivée  Xfl  est  égal  au  produit  des 
facteurs  premiers  du  polynôme  X,  l'exposant  de  chacun 
d'eux  étant  diminué  d'une  unité  ;  si  donc  on  divise  le  poly- 
nôme X  par  ce  plus  grand  commun  diviseur  X,,  on  obtien- 
dra pour  quotient  un  polynôme  Y  égal  au  produit  de  tous 
les  facteurs  premiers  qui  composent' le  polynôme  X,  l'expo- 
sant de  chacun  d'eux  étant  réduit  à  l'unité.  Soit,  par 
exemple, 

X=(ar— a)n(x— b)'.  .  .  .  .; 


THÉORÈME   DE   S  TU  RU.  287 

on  aura 

Xp=±{x— a)»-!(ff— by-1 f 

Y  =  *=±(x—a)(x-b) 

L'équation  Y  =  o  admet  toutes  les  racines  de  l'équation 
X  =  o,  et  n'en  admet  pas  d'autres,  mais  chacune  en  qualité 
de  racine  simple. 

Le  polynôme  Y„  quotient  de  Xt  par  X„  n'est  pas  la  déri- 
vée de  T;  cependant  les  deux  polynômes  Y,  Y19  placés  en 
tête  de  la  seconde  suite  de  polynômes,  jouissent  de  la  même 
propriété  que  les  deux  polynômes  X,  X„  placés  en  tête  de  la 
première;  quand  x  passe  par  une  racine  a,  ces  deux  poly- 
nômes ont  des  signes  contraires  un  peu  avant  la  racine,  et 
le  même  signe  un  peu  après.  En  effet,  pour  x  =  a  —  A,  les 
deux  polynômes  X  et  Xt  ayant  des  valeurs  de  signes  con- 
traires, leurs  quotients  Y  et  Yft  par  une  même  quantité  X, 
différente  de  zéro,  ont  aussi  des  valeurs  de  signes  contraires; 
pour  x=  a  -J-  À,  les  polynômes  X  et  Xt  ayant  des  valeurs  de 
même  signe,  les  quotients  Y  et  Yt  ont  aussi  des  valeurs  de 
même  signe.  Ainsi,  quand  x  passe  par  une  racine  a,  il  y  a 
une  variation  perdue  en  tête  de  la  seconde  suite  de  poly- 
nômes, et  comme  la  même  chose  a  lieu  pour  chaque  racine, 
on  en  conclut  que  le  nombre  des  variations  perdues,  quand  x 
passe  d'une  valeur  x0  aune  valeur  plus  grande  xi9  est  égal 
au  nombre  des  racines  réelles  comprises  dans  cet  intervalle. 

Mais  on  peut  se  dispenser  de  former  la  seconde  suite  de 
polynômes  et  appliquer  la  règle  énoncée  à  la  première  suite 
elle-même.  Car,  si  l'on  considère  les  deux  suites 

X,  Xt,  X1? ,  'v-i*  X-p* 

Y,  Yâ,  Y4,  ......  i^_t>  1, 

19 
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et  que  Ton  attribue  à  x  une  valeur  particulière  xt  dillérente 
de  chacune  des  racines,  on  obtiendra  les  valeurs  des  poly- 
nômes de  la  seconde  suite  en  divisant  celles  des  polynômes 
de  la  première  par  un  même  nombre  différent  de  zéro,  savoir 
la  valeur  du  polynôme  X,.  Si  ce  diviseur  est  positif,  tous  les 
signes  sont  conservés;  s'il  est  négatif,  tous  les  signes  sont 
changes;  dans  tous  les  cas,  le  nombre  des  variations  que 
présentent  les  deux  suites  de  valeurs,  est  le  même.  Par  con- 
séquent, le  nombre  des  variations  perdues,  quand  x  passe 
de  £»  à  xif  est  le  même  de  part  et  d'autre. 

Ainsi,  Je  théorème  de  Sturm  peut  être  appliqué  à  la  suite 
des  polynômes 

dans  tous  les  cas,  que  l'équation  X— o  ait  ou  non  des  racines 
égales;  le  nombre  des  variations  perdues,  quand  x  passe 
de  x%  à  x(,  indique  le  nombre  des  racines  réelles  différentes 
comprises  dans  cet  intervalle.  S'il  y  a  des  racines  égales, 
chaque  racine  multiple  n'est  comptée  qu'une  fois  ;  en  d'autres 
termes,  on  ne  tieut  pas  compte  du  degré  de  multiplicité  des 
racines. 

Toutefois,  dans  la  pratique)  lorsque  l'opération  révèle 
l'existence  d'un  plus  grand  commun  diviseur  algébrique 
entre  le  polynôme  X  et  sa  dérivée,  on  a  soin,  comme  nous 
l'avons  expliqué  au  n°  205,  de  ramener  la  résolution  de  l'é- 
quation proposée  Xs=  o  à  celle  d'équations  de  degrés  moindres 
qui  n'ont  plus  de  racines  égales,  et  l'on  applique  le  théo- 
rème de  Sturm  à  celles-ci,  si  cela  est  nécessaire. 
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1*  Partager  un  hémisphère  en  deux  parties  équivalentes 
par  un  plan  parallèle  à  la  base. 

2*  Déterminer  le*  dinlôtttioÉà  d'un  prisme  droit  à  base 
carrée,  connaissant  la  surface  totale  et  le  volume. 

3*  Dans  une  sphère  inscrire  un  cône  d'un  volume  donné. 

4*  Déterminer  un  triangle  connaissant  les  distances  du 
centre  du  cercle  inscrit  aux  trois  sommets,  ou  les  distances 
du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  trois  côtés. 

$•  Mener  par  les  sommets  d'un  triangle  trois  droites  pas- 
sant par  un  même  point  et  déterminant  sûr  les  côtés  trois 
segments  non  eonfcécutâfs  égaux  entre  etix. 

6*  Construire  un  segment  de  sphère  ayant  un  volume 
donné  et  pour  base  un  cercle  donné, 

7*  Dans  un  cercle  donné,  inscrire  un  triangle  Isocèle 
d'une  surface  donnée. 

8°  Déterminer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant 
la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle  droit,  et  le  volume 
qu'engendre  le  triangle  tournant  autour  dé  l'hypoténuse. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

LIMITES  DES  RACINES. 

224.  Quand  on  vent  calculer  les  racines  réelles  d'une  équa- 
tion f(x)=o,  il  importe  de  déterminer  d'abord  des  quantités 
entre  lesquelles  soient  comprises  toutes  ces  racines.  Tout 
nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  racine  positive  est  une 
limite  supérieure  des  racines  de  l'équation.  En  cherchant  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  transformée 
/(— -x)=o,  on  obtiendra  une  limite  inférieure  des  racines 
de  l'équation  proposée,  de  sorte  que  toutes  les  racines  réelles 
de  cette  équation  seront  comprises  entre  ces  deux  limites. 

Les  premières  méthodes  que  nous  allons  donner  pour  dé- 
terminer une  limite  supérieure  des  racines  positives  reposent 
sur  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  Lorsqu'un  polynôme  entier,  ordonné  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  x  et  ayant  son  premier 
coefficient  positif f  n'a  qu'une  variation,  si  un  nombre  positif  &mis 
à  la  place  de  x  rend  le  polynôme  positif  le  polynôme  prend  des 
valeurs  constamment  croissantes^  quand  x  croit  àpcwtir  de  a. 

Soit    -1 

/'(x)=A0arm+A1a^-1  -f- —  Artxm"n— An+iaf^'t  — 

un  pareil  polynôme.  Nous  pouvons  le  mettre  sous  la  forme 
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Posons 

Jl    -■■'■  A  a5»      "T"  A  aST  "*p*  •  •  •  •  •  f 


V A»  T"  k^i  -  +  An+8  Zi  "T 


nous  aurons 

/è(ar)  =  a-n-»(P  — Q). 

Quand  on  attribue  i  x  des  valeurs  positives  de  plus  en  plus 
grandes,  les  deux  quantités  positives  P  et  Q  vont,  la  pre- 
mière en  augmentant,  la  seconde  en  diminuant  ;  leur  diffé- 
rence P  —  Q  va  donc  en  augmentant,  et,  par  conséquent,  si 
elle  est  positive  pour  x=a,  elle  acquerra  des  valeurs  posi- 
tives de  plus  en  plus  grandes  pour  les  valeurs  de  x  crois- 
santes à  partir  de  a.  Le  facteur  positif  a*-"  va  d'ailleurs  en 
augmentant  ;  donc  le  produit  a*-"  (P —  Q)  prend  des  valeurs 
positives  de  plus  en  plus  grandes. 
2?5.  Première  méthode.  Soit 

/(*)=x"  +  Ala»-1  +  Ata»-,+ +Am  =  o 

une  équation,  à  coefficients  réels,  et  ayant  son  premier  coeffi- 
cient égal  à  l'unité.  Désignons  par—  N  celui  des  coefficients 
négatifs  qui  a  la  plus  grande  valeur  absolue.  Nous  pouvons 
mettre  le  premier  membre  de  l'équation  sous  la  forme 

f(x)=ar  —  Ntf*-1—  Ntf"-1— — N 

+  (N  +  A1)^+(N  +  AI)^  + +(N  +  AJ. 

Posons 

y(x)=xm  —  Ns"1-1  —  Na^-1— — N, 

♦(x)  =  (N  +  A1)^«  +  (N  +  Af)^»+ -HN  +  AJ, 

nous  aurons 

A*)  =  ?(*)  +  +(*)• 
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i^e  polynôme  +  (s),  ayant  tons  ses  coefficients  positifs,  prend 
des  valeurs  positives  croissantes  pour  des  valeurs  positives 
croissantes  de  x.  En  vertu  du  théorème  précédent,  le  poly- 
nôme ?  (x)9  ayant  son  premier  coefficient  positif  et  ne  présen- 
tant qu'une  variation,  prendra  des  valeurs  positives  de  plus 
en  plus  grandes,  quand  x  croîtra  i  partir  d'un  nombre  posi- 
tif a  rendant  ce  polynôme  positif.  Le  polynôme  f(x),  qui  est 
la  somjne  des  deux  précédents,  jouira  évidemment  de  la  même 
propriété^  et  par  conséquent  le  nombre  a  sera  une  limite  su- 
périeure des  racines  positives  de  l'équation  proposée.  On  ob- 
tiendra donc  une  limite  supérieure  en  cherchant  un  nombre 
positif  a  qui  rende  positif  le  polynôme  9  [x).  Mais  on  a 

^«^—Nf*—1  +**-*+ +  1) 

x — 1  v^x 

il  suffira  de  prendre  a = N  -f- 1 . 

226.  Deuxième  méthode.  Lorsque  le  terme  du  degré  m— 1 
a  6on  coefficient  positif  ou  nul,  on  peut  en  général  trouver 
une  limite  beaucoup  plus  petite  que  la  précédente.  Soit  m— n 
le  degré  du  premier  terme  négatif;  nous  mettrons  le  premier 
membre  de  l'équation  sous  la  forme 

f(x)  =  xm  —  Nx"1-* — Nx"*"*-1  —  t  •  •  •  •  -—N 
+  À1*"-1+. +(N+AJ*— + +  (N+A„). 

Si  Ton  pose 

y(x)  =  af*  —  Nam~*— Nxm^1-1  — —  N, 

ï{x)  =  At^  + +(N+A>--+ +(N  +  AJf 

on  a 
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Gommé  précédemment,  le  polynôme  proposé  f{x)  est  la 
somme  de  deux  polynôme»,  l'un  +(*)  qni  a  tous  ses  coeffi- 
cients positifs,  l'antre  ?  (x)  qui  a  son  premier  coefficient  po- 
sitif et  une  seule  variation  ;  il  suffira  donc  de  chercher  un 
nombre  positif  a  qni  rende  poeitif  le  polynôme  ?(x).  Mais 
on  a 

<p  (x)  =  x"«  —  N(xm~n  +  x"*-*-1  + +i) 

Nfx"*-»1  —1)      **-"+■  [3*-1  (ar— i)  — N]  +N 


a:  —  1  x  —  1 


Supposons  la  variable  xplus  grande  que  l'unité;  la  quan- 
tité s"-1  (a? — 1) — N  est  plus  grande  que  (x— x)n  —  N;  le 

polynôme  9(0)  sera  donc  positif  pour  la  valeur  a**  1  +  \/n. 
Considérons,  par  exemple»  l'équation 

x7-{-4#e —  iox1  —  îSx'-f-yx*  -f-  iaxÉ — 9  =  0. 

Le  coefficient  négatif,  dont  la  valeur  absolue  est  la  plus 
grande,  est  — 13;  le  premier  coefficient  négatif  est  celui  du 

terme  en  x*;  ici  n  =  a;  la  formule  a  =  1  +  V  N    donne 

1  -f-\/T3  ;  donc  5  est  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives. 
Dans  la  transformée 

x* — tyc* — lox^iSx'-^x* —  iax,-f-9=o, 

le  coefficient  négatif  le  plus  grand  en  valeur  absolue  est— ia; 
la  formule  o  =  1  +  N  donne  la  limite  supérieure  i3  des  ra- 
cines positives  de  cette  équation.  Ainsi  les  racines  réelles  de 
l'équation  proposée  sont  comprises  entre  — - 13  et  +  5. 

327 .Troisième  méthode.  Lorsque  le  premier  membre  de 
l'équation,  dont  nous  supposons  toujours  positif  le  premier 
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coefficient,  ne  présente  qu'une  variation,  l'équation  n'a 
qu'une  racine  positive  ;  quand  x  varie  de  zéro  à  cette  racine, 
le  polynôme  est  négatif  ;  à  partir  de  la  racine,  le  polynôme 
prend  des  valeurs  positives  de  plus  en  plus  grandes.  Ainsi, 
tout  nombre  positif  a  qui  rend  le  polynôme  positif  est  une 
limite  supérieure. 

Dans  le  cas  général,  après  avoir  partagé  le  polynôme  en 
plusieurs  groupes  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x  et  tels  que  chaque  groupe  ait  son  premier 
coefficient  positif  et  ne  présente  qu'une  variation  au  plus,  on 
cherchera  un  nombre  positif  a  qui  rende  positif  chacun  des 
groupes;  quand  x  croit  à  partir  de  a,  chaque  groupe  prend 
des  valeurs  positives  croissantes,  et  leur,  somme  jouit  de  la 
même  propriété  ;  ce  nombre  a  est  donc  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation  proposée. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

a?6  —  a#5  -f"  (\xK  —  i  ox*  -f"  5xf  —  îox — 6  =  0; 

nous  partagerons  le  premier  membre  en  trois  groupes  ^ 

(x*  —  aarB)  +  (4#*  —  îox*)  +  (5xf  —  10a? — 6)  =  0, 
ou 

x*(x  —  a)  +  aa?*(aar  —  5)  +  (5x*  —  iox  —  6)  =  0. 

Le  premier  groupe  est  positif  pour  les  valeurs  de  x  supé- 
rieures à  a  ;  le  second  groupe  pour  les  valeurs  de  x  supérieu- 

5  5 

res  à  -;  ce  nombre  -,  rendant  aussi  positif  le  troisième 
-    a  a 

groupe,  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives.  La 

première  méthode  aurait  donné  une  limite  1 1  beaucoup  plus 

élevée. 
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Reprenons  l'équation 

x1  +4^6  — l0X*  —  l$x*  +  7X%  +  iaa?t  —  9=0 

que  nous  ayons  déjà  considérée.  Nous  la  partagerons  en  deux 
groupes 

x'(xz  -j-  fa*  —  îoar  — 13)  -\-  (yx*  +  îax*  —  9)  =  o  ; 

en  substituant  des  nombres  entiers  de  plus  en  plus  grands, 

« 

on  reconnaît  que  i  rend  positif  le  second  groupe  et  3  le  pre- 
mier groupe;  donc  3  est  une  limite  supérieure  des  racines 
positives.  En  partageant  la  transformée  en  trois  groupes 

x*[x* — 4# — io)-\-x*(i3x*-\-yz — ia)  +  9=°> 

on  reconnaît'  que  1  rend  positif  ie  second  groupe  et  6  le  pre- 
mier ;  donc  6  est  une  limite  supérieure  dés  racines  positives 
de  la  transformée,  et,  par  conséquent,  les  racines  réelles  de 
l'équation  proposée  sont  comprises  entre  —  6  et  +  3.  La  se- 
conde méthode  nous  avait  donné  les  limites  —  i3  et  +  5. 
Considérons  encore  l'équation 

xK —  6#'  -\-*x*  —  20X —  i5  =  o. 
Partageons  d'abord  les  termes  en  deux  groupes 

x*(x —  6)  +  (2#*  —  2oa? — 15)  =o, 

dans  l'ordre  où  ils  se  présentent.  Le  premier  groupe  est  po- 
sitif pour  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  6  ;  le  polynôme 
du  second  degré  qui  constitue  le  second  groupe,  ayant  sa -ra- 
cine positive  inférieure  à  ii,  est  positif  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x  supérieures  à  n;  on  en  conclut  que  n  est  une 
limite  supérieure  des  racines  positives.  Mais  on  peut  abais- 
ser cette  limite,  en  partageant  le  terme  négatif  —  aox  en 
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ieux  parties,  et  joignant  Tune  des  parties  au  premier  groupe, 
ce  qui  lait 

x(x* — 6arf  — 10)  -f  (a*1  — 10X —  l5)  =  u- 
Les  deux  groupes  étant  positifs  pour  x  =  7,  ce  nombre  est 
une  limite  supérieure. 

J28.  Méthode  de  Newton.  Cette  méthode  résulte  du 
théorème  suivant  ; 

ThÉÔremb  II.  Lorsqu'un  nombre  a.  rend  positifs  un  polynôme 
entier  et  ses  dérivées  successives,  ce  polynôme  et  ses  dérivé* 
prennent  des  valeurs  positives  croissantes,  quand  x  croit  à  partir 
de  a. 

Donnons  à  x  la  valeur  a-\-h\  le  polynôme  f(x)f  du  degré  m, 
ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  À,  devient 

f(a+h)=f(a)+r(a)^+r(a)^+ +/*«■      *" 


1  i.a  1.9. ....m 

si  les  quantités  f(a),  /"(a),  /*(<*),., ...,  /**(<»)  sont  positives,  il 
est  clair  que  le  polynôme  prend  des  valeurs  positivas  crois* 
santés  pour  des  valeurs  positives  croissantes  de  A,  c'est-à-dire 
quand  x  croît  à  partir  de  a.  Les  dérivées  successives  /'(x). 

f(x) ,  jouissent  évidemment  de  la  môme  propriété. 

D'après  cela,  supposons  qu'on  ait  formé  les  dérivées  suc- 
cessives du  polynôme  proposé.  La  dérivée  d'ordre  m  est  une 
constante  positive,  puisque  le  premier  coefficient  est  positif. 
La  dérivée  d'ordre  m — 1  est  un  polynôme  du  premier  degré; 
soit  a'  sa  racine;  tous  les  nombres  plus  grands  que  al  ren- 
dent positif  ce  polynôme.  La  dérivée  d'ordre  m  —  a  est  un 
polynôme  du  second  degré  ;  si  le  nombre  a'  rend  ce  polynôme 
positif,  en  vertu  du  théorème  précédent,  tous  les  nombres 
plus  grands  que  a9  le  rendront  aussi  positif;  si  ce  polynôme 
du  second  degréest  négatif  pour  x=a',  ses  deux  racines  sont 
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réelles  et  la  plus  grande  a"  est  supérieure  a  d  ;  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  supérieures  à  a",  la  dérivée  d'ordre  m  —  2  et 
les  deux  suivantes  sont  positives.  La  dérivée  d'ordre  m  —  3 
est  un  polynôme  du  troisième  degré;  on  verra  si  le  nombre  a* 
le  rend  positif,  et,  pour  simplifier  les  calculs,  on  substituera 
à  a"  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur;  si  ce  nom- 
bre rend  le  polynôme  positif,  tous  les  nombres  plus  grands  le 
rendront  aussi  positif;  s'il  le  rend  négatif,  on  essaiera  des 
nombres  entiers  de  plus  en  plus  grands,  jusqu'à  ce  qu'on  en 
trouve  un  cT  qui  rende  le  polynôme  positif;  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  supérieures  à  a",  la  dérivée  d'ordre  m— 3  et  les 
trois  suivantes  sont  positives.  On  substituera  ce  nombre  a* 
dans  la  dérivée  d'ordre  m  —  4»  qui  est  du  quatrième  degré,- 
et  ainsi  de  suite  en  remontant  de  proche  en  proche,  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive  au  polynôme  proposé;  on  obtiendra  de  la 
sorte  un  nombre  entier  a  rendant  positifs  le  polynôme  pro- 
posé et  toutes  ses  dérivées;  c'est  une  limite  supérieure,  non- 
seulement  des  racines  du  polynôme  proposé,  mais  encore 
de  celles  de  toutes  ses  dérivées  ;  et,  d'après  la  manière  dont 
on  l'a  trouvé,  c'est  le  plus  petit  nombre  entier  satisfaisant  k 
ces  conditions. 

Les  limites  trouvées  par  les  premières  méthodes  satisfont 
aux  mêmes  conditions  ;  car,  dans  toutes  ces  méthodes,  on 
considère  le  polynôme  proposé  f(x)  comme  la  somme  de  plu- 
sieurs polynômes  y  (x),  ty(x)9 ,  ayant  chacun  son  premier 

coefficient  positif  et  présentant  une  variation  au  plus,  et  on 
cherche  un  nombre  a  qui  rende  positifs  ces  polynômes 

y(x),  <J/(x), Quand  x  croit  à  partir  de  a,  ces  polynômes 

croissent,  et  par  conséquent  leurs  dérivées  premières 
?'(*)»  +'(*)> s011'  positives  pour  x=a;  mais  œs  dérivéei 
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premières  ont  aussi  leurs  premiers  coefficients  positifs  et  ne 
présentent  chacune  qu'une  variation  au  plus;  par  conséquent, 
elles  vont  en  croissant,  quand  x  croit  à  partir  de  a.  Les  déri- 
vées secondes  sont  donc  positives  pour  x=a,  et  ainsi  de  suite. 
Appliquons  la  méthode  de  Newton  à  l'équation 

f(x)=z*  —  îox* — 3ax*  +  7^* —  5oo#  — 120  =  o. 
Formons  les  dérivées  successives 

f{x)  =  5ar*  —  4ox8  —  96a?*  +  *4*  —  *>oo, 

f(x) 

^- •  =  1  ox*  —  60a:8  —  q6x  -4-  7 
i.a 

r(x) 

i — ^  ==  ioxf  —  box  —  3a, 
1.2.0 

fiy  (x) 


1.2.3. 4 

f*(x) 


=  Sx —  iof 


i. 


1.  a.  3.4.5 

La  racine  de  la  quatrième  dérivée  est  a  ;  le  premier  nombre 
entier  égal  ou  supérieur  à  a  qui  rend  positive  la  troisième 
dérivée  est  5;  le  premier  nombre  entier  égal  ou  supérieur  à  5 
qui  rend  positive  la  seconde  dérivée  est  8;  le  premier  nombre 
entier  égal  ou  supérieur  à  8  qui  rend  positive  la  première 
dérivée  est  10;  enfin  le  premier  nombre  entier  égal  ou  su- 
périeur à  10  qui  rend  positif  le  polynôme  proposé  est  i3  ;  on 
en  conclut  que  i3  est  une  limite  supérieure  des  racines  de 
l'équation  proposée.  Cet  exemple  montre  bien  la  supériorité 
de  la  méthode  de  Newton  ;  la  première  méthode  donnerait 
la  limite  5oi;  la  troisième,  si  Ton  partageait  le  polynôme  en 
deux  groupes 

x*(x*  —  îox  —  3a)  -f-  fox*  —  5oo*  —  1  ao)  =  o , 
donnerait  7a. 
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229.  Jl  est  facile  de  trouver  une  limite  inférieure  des  ra- 
cines positives;  car,  en  posant  x  =  -,  on  transforme  l'équa- 
tion en  une  autre  dont  les  racines  sont  les  inverses  de  celles 
de  la  première.  Si  a  est  une  limite  supérieure  des  racines 

positives  de  la  seconde  équation,  -  est  une  limite  inférieure 

de  celles  de  la  première. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  x*  +  3#*  —  \yx-\-5  =  o,  qui 
a  ses  trois  racines  réelles,  dont  deux  positives  et  plus  petites 
que  3.  Le  nombre  4  étant  une  limite  supérieure  des  racines 

positives  de  la  transformée  5y*—  i7yt  +  5y+l  =  o,  7  esi 

.  4 

une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  la  proposée, 

qui  sont  ainsi  compris  entre  -  et  3. 

CHAPITRE  IL 

RACINES  COMMENSURABLES. 

Recherche  des  racines  entières. 

230.  Soit 

^)=A0*~+A1^  +  A>^-»  + +Am_1*+Am=o 

l'équation  proposée,  dont  nous  supposons  tous  les  coefficients 
commensurables  et  même  entiers  ;  car  s'ils  n'étaient  pas  en- 
tiers, on  les  rendrait  tels  en  multipliant  tous  les  termes  de 
l'équation  par  un  nombre  convenable.  Nous  avons  expliqué 
(n#  185)  comment  on  effectue  la  division  par  x  —  a  du  poly- 
nôme f{x),  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
de  x;  le  premier  coefficient  du  quotient  est  égal  au  premier 
coefficient  du  dividende,  et  Ton  forme  chacun  des  autres 
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coefficients  en  multipliant  le  coefficient  précédent  par  a  et 
ajoutant  le  coefficient  correspondant  du  dividende.  Si  tous 
les  coefficients  du  dividende  sont  entiers,  si,  de  plus,  a  est  un 
nombre  entier,  positif  ou  négatif,  il  est  clair  que  le  quotient 
ainsi  formé  aura  aussi  tous  ses  coefficients  entiers,  puisqu'on 
les  obtient  en  combinant  des  nombres  entier»  par  multiplica- 
tion et  par  addition. 

Imaginons  maintenant  qu'ayant  ordonné  le  polynôme  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  de  £, 

on  le  divise  par  a  —  x;  le  diviseur  étant  seulement  changé 
de  signe,  le  quotient  changera  simplement  de  signe,  et  par 
conséquent  aura  toujours  ses  coefficients  entiers.  Effectuons 
cette  division 

Am+Am_tar4-Am,aar>+Alw,,a?\...4-A0^m|a— x 

(Cw.l+Alw-1)^Am_ïx*+ABt.ax3....4-A0^rm 
(Cm-»+Allt_8)ars-eAm„,a?3....+A0^ 

(COT_g+Am-3)^  ...é+A^^* 


C^1+CIIl_ax+Cl^3x1...+C1x'«-â4Cax- 


(C1+Aî)a?n-,+A02m 
(Co+A0)^ 


A 

Le  premier  coefficient  du  quotient  est  —  ;  ce  nombre  doit 

être  entier  ;  ainsi,  une  première  condition  à  laquelle  doit 
satisfaire  une  racine  entière,  c'est  de  diviser  exactement  le 
dernier  terme  A»  de  l'équation.  Pour  abréger,  représentons 
par  C^f  le  premier  terme  du  quotient;  multiplions-le  par  le 
diviseur  a  —  x  et  retranchons  du  dividende  ;  le  produit  par 
a  détruira  le  premier  terme  À*  du  ditktende,  le  produit  par 
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—  *  s'ajoutera  au  second  terme  ;  de  sorte  que  le  second 
dividende  aura  pour  premier  terme  (C^  -f*  A^)*,  les 
termes  suivants  restant  les  mêmes  que  dans  le  dividende 
proposé.  Si  l'on  divise  ce  premier  terme  par  a,  on  aura  le 

C  -+-  A 
second  terme  ^  W>T>  x  du  quotient;  le  seooûd  coeffi- 
cient _a=LX_jfci  doit  être  entier;  appelons-le  CTO_,.  Multi- 
plions le  second  terme  Gm_%x  du  quotient  par  le  diviseur  a— x 
et  retranchons  du  dividende  ;  le  produit  par  a  détruit  le 
premier  terme  du  second  dividende,  le  produit  par  —  x 
s'ajoute  au  second  terme;  de  sorte  que  le  troisième  divi- 
dende aura  pour  premier  terme  (CM.S  +  A^_t)x%  les  termes 
suivants  restant  les  mêmes  que  dans  le  dividende  proposé. 
Si  l'on  divise  ce  premier  terme  par  a,  on  aura  le  troisième 

terme    m~*  '     m~*x*  du  quotient;  le  troisième  coefficient 

■"'•"*  '     m~*y  que  nous  représenterons  par  C^j,  doit  être 

entier,  et  ainsi  de  suite. 

La  loi  est  générale  :  on  obtient  un  coefficient  quelconque 
du  quotient  en  ajoutant  au  précédent  le  coefficient  du  terme 
qui  occupe  dans  le  dividende  le  même  rang  que  le  terme  que 
l'on  veut  former,  et  divisant  la  somme  par  a. 

On  arrivera  ainsi  au  dernier  dividende 

(Ct  +  AJx—i  +  kt**, 

C  4-A 
qui  donnera  le  dernier  terme  — * La?*-*  du  quotient;  le 

C  4-A 
dernier  coefficient  f ,  que  nous  représenterons  par  Ce» 
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doit  aussi  être  entier.  En  multipliant  le  diviseur  par  le  der- 
nier terme  C^af^1  du  quotient  et  retranchant  du  dividende, 
on  obtient  le  reste  de  la  division  (C§  -f-  A0)x*.  Si  a  est  racine 
de  l'équation,  le  reste  est  nul,  et  l'on  a  C0  +  A0  =  o. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  Ton  veut  trouver  les 
racines  entières  d'une  équation  à  coefficients  entiers,  ordon- 
née suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  on  n'essayera 
que  les  diviseurs  du  dernier  terme,  et  Ton  procédera  de  la 
manière  suivante  : 

Règle.  Pour  voir  si  un  nombre  entier  a  est  racine  de  r équa- 
tion, on  divisera  le  detmier  terme  par  ce  nombre;  on  ajoutera  au 
quotient  le  coefficient  de  l avant-dernier  terme,  et  l'on  divisera  la 
somme  par  a;  on  ajoutera  au  quotient  le  coefficient  du  terme 
•précèdent,  et  Von  divisera  la  somme  par  a,  et  ainsi  de  suite. 
Toutes  ces  divisions  doivent  se  faire  exactement,  et  quand  on  aura 
ajouté  le  coefficient  du  premier  terme  de  réquation,  ou  devra 
trouver  un  résultat  égal  à  zéro. 

Lorsqu'un  nombre  entier  a  satisfait  à  toutes  ces  conditions, 
il  est  évidemment  racine  de  l'équation  ;  c'est  ce  qu'indique 
spécialement  la  dernière  condition,  qui  exprime  que  le  reste 
de  la  division  du  premier  membre  de  l'équation  par  a — x  ou 
par  x  —  a  est  nul.  On  abaissera  alors  le  degré  de  l'équation 
proposée  en  divisant  son  premier  membre  par  x  —  a;  mais  il 
est  à  remarquer  que  le  quotient  est  tout  calculé  ;  les  coeffi- 
cients de  ce  quotient  sont  précisément  les  quotients*  entiers 
obtenus  dans  les  opérations  précédentes,  changés  de  signes. 
On  continuera  les  essais,  non  plus  sur  l'équation  proposée, 
mais  sur  l'équation  simplifiée. 
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Exemples. 

!•  Trouver  les  racines  entières  de  l'équation 

x* — x* — te4 — ap*+âP-f-6=o. 

On  commencera  par  essayer  1  ;  pour  que  1  soit  racine»  il  faut 
que  la  somme  des  coefficients  positifs  égale  celle  des  coeffi- 
cients négatifs;  c'est  ce  qui  a  lieu  ici  :  donc  1  est  racine.  On 
divisera  le  premier  membre  de  l'équation  par  x—  i,  d'après 
la  règle  du  n°  185,  et  l'on  aura  à  considérer  l'équation 

*s  —  fcc3 — Or1  —  yx  —  6=0. 

Cette  équation  n'admet  plus  la  racine  1;  on  essayera  —  1  : 
si  l'on  remplace  x  par  —  1,  on  a  un  résultat  nul 

—  i+6  —  6  +  7 — 6  =  o; 

donc  —  î  est  racine.  On  divisera  l'équation  par  x  +  i,  d'a- 
près la  même  règle,  et  l'on  aura  l'équation 

s4 — x%  —  5a?1 — x — 6=o. 

Après  s'être  assuré  que  cette  équation  n'admet  plus  la  ra- 
cine —  î ,  on  essayera  les  diviseurs  du  dernier  terme  6,  pris 
avec  le  signe  +  on  le  signe  — .  Essayons  d'abord  le  diviseur 
le  plus  simple  +  *>  et  pour  cela  procédons  d'après  la  règle 
formulée  plus  haut;  parcourant  le  polynôme  de  droite  à 
gauche,  nous  dirons  :  le  dernier  terme  —  6  divisé  par  a 
donne  — 5;  ajoutant  le  coefficient  suivant —  i,  on  a  — 4  qui, 
divisé  par  a,  donne —  a  ;  ajoutant  le  coefficient  suivant —  5, 
on  a  —  7,  qui  n'est  pas  divisible  par  a;  ainsi  a  n'est  pas 

racine. 

Essayons  maintenant  — »  a,  et  écrivons  les  quotients  suo 

*0 


ajoutant 
ajoutant 
ajoutant 
ajoutant 
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cessifs  de  droite  à  gauche, 

—  i,     +3,     —i,     +3. 

Le  dernier  terme  —  6  divisé  par  —  a  donne  +  3 
— - 1,  on  a  -j-  a  qui,  divisé  par  —  a,  donne  —  i 

—  5,  on  a  —  6  qui,  divisé  par  —  a,  donne  +  3 

—  i,  on  a  +  a  qui,  divisé  par —  a,  donne —  i 
le  premier  coefficient  +  l*  on  obtient  pour  résultat  zéro. 
Ainsi  —  a  est  racine.  Les  nombres  écrits  plus  haut,  changés 
de  signes,  sont  les  coefficients  du  quotient  de  la  division  du 
premier  membre  de  l'équation  par  a?-f~a  î  on  écrira  donc  im- 
médiatement l'équation 

**  —  3a?1 -f#  —  5  =  o. 

Le  nombre — a  ne  peut  être  une  seconde  fois  racine,  puis- 
qu'il ne  divise  plus  le  dernier  terme.  Les  seuls  nombres  à 
essayer  sont  maintenant  les  diviseurs  de  3,  savoir +3  et — 3. 
Si  Ton  essaye  +  3,  on  a  les  quotients 

—  i,    o,    — î; 

donc  +  3  est  racine,  et,  en  divisant  par  x  —  3,  on  arrive  à 
l'équation  du  second  degré 

qui  a  deux  racines  imaginaires  + 1  et  —  t. 

L'équation  proposée  est  complètement  résolue  :  ses  six 
racines  sont  + 1,  —  i,  —  a,  -(-  3,  +  Ù  —  »• 

2°  Déterminer  les  racines  entières  de  l'équation 

a*3  —  \*x%  +  i3x— i5=o. 

La  transformée  en  —  x  ne  présentant  pas  de  variation, 
l'équation  proposée  n'a  pas  de  raoine  négative.  On  n'essayera 
donc  que  des  nombres  positifs.  Après  avoir  reconnu  que  i 
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n'est  pas  racine,  on  essayera  le3  diviseurs  de  i5.  Voici  le  ta- 
bleau des  opérations  ; 

2a?3  —  iaa?i  +  i3x— - -i5  =  o 

—  5  +3 

—  %   +a—  3  -|-5 

Le  nombre  5  est  racine.  En  divisant  par  x  —  5>  on  a  l'équa- 
tion 

2X9 —  sx  -)*-  3  =  0, 

qui  a  ses  racines  imaginaires. 

231 .  Remarque  I.  On  diminue  le  nombre  des  essais  en 
cherchant  des  limites  des  racines,  comme  nous  l'avons  expli- 
qué dans  le  chapitre  précédent. 

Considérons  l'équation 

s»  —  6a?*  —  5a:3  +  58a:1  — 144  =  0. 

Si  l'on  partage  l'équation  en  deux  groupes 

x\x%  —  6x  —  5)  +  (58a:8  — 144)  =  o , 

on  voit  que  7  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  l'é- 
quation. Si  l*on  change  le  signe  de  x,  l'équation  devient 

x*  +  6x>  —  5x3  —  58#s  + 144  =  0; 
on  l'écrira 

x\xz  +  6x>  —  5a:  —  58)  + 144  =  0. 

Le  nombre  3,  rendant  positif  le  premier  groupe,  est  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation. 
Ainsi,  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée  sont 
comprises  entre  —  3  et  +  7. 

D'après  cela,  si  l'on  veut  chercher  les  racines  entières  de 
l'équation  proposée,  il  suffira  d'essayer  les  diviseurs  de  144 
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qui  sont  compris  entre  —  3  et  +  7-  On  trouve  d'abord  les 
racines  —  a  et  +  3,  ce  qui  réduit  l'équation  à 

x*  —  5a?1  — 4^  +  a4=o. 

Les  nombres  +4  et  +  6  ne  sont  pas  racines;  il  est  inutile  de 
pousser  les  essais  au  delà  ;  il  est  certain  que  cette  dernière 
équation  n'a  plus  de  racine  entière. 

232.  Remarque  IL  On  diminue  encore  d'une  autre  ma- 
nière le  nombre  des  essais.  Appelons  f(x)  le  premier  membre 
d'une  équation  ayant  ses  coefficients  entiers,  et  a  une  racine 
entière  ;  le  polynôme  f(x)  est  divisible  par  x  —  a,  et,  comme 
nous  l'avons  dit  (n°  230)»  le  quotient  ft  (x)  a  aussi  ses  coef- 
ficients entiers.  Si  dans  l'égalité 

x — a       l    ' 
on  remplace  x  par  un  nombre  entier  quelconque  a,  on  aura 

le  second  membre  étant  un  nombre  entier,  on  en  conclut 
que  le  nombre  entier  f(a)  est  divisible  par  le  nombre  entier 
a  —  a. 

Le  nombre  entier  a  est  arbitraire.  Si  l'on  fait  a  =  1  ou 
0= — 1,  il  en  résulte  que  f(\)  est  divisible  par  a — 1  et  f( — 1) 
par  a  -j-i.  Les  deux  résultats  f(i)  et  f{ — 1)  ont  été  trouvés, 
lorsqu'on  a  essayé + 1  et  —  1  ;  avant  d'appliquer  au  nombre 
entier  a  la  règle  ordinaire,  on  examinera  si  /(1)  est  divisible 
par  a  —  1  et  /"( —  t)  par  a+ 1,  ce  qui  réduira  beaucoup  le 
nombre  des  essais. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

xs  —  4#*  —  îoiff8  +  ifa*  +  5o4^  +  5?6  =  o, 
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dont  les  racines  réelles  sont  comprises  entre  —  9  et  -)•  i5. 
On  a  f[\)  =  990,  f{  —  1)  =  18a.  Prenons  les  diviseurs  de  5?6 
compris  entre  — 9  et  +  i3.  Le  nombre  a  -{-  1  ou  3  ne  divise 
pas  /(  —  1)  ;  donc  a  n'est  pas  racine.  Le  nombre  —  a  satisfai- 
sant aux  conditions  énoncées,  on  essayera  ce  nombre.  Le 
nombre  3  + 1  ou  4  ne  divisant  pas  f{ —  1),  on  rejettera  +  3. 
Le  nombre  —  3 —  1  ou  —  4  ne  divisant  pas  /fi),  on  rejettera 
aussi  —  3.  On  rejettera  de  même  +  4,  — 4,  —  6,  +  8,  +  9. 
On  n'aura  donc  à  essayer  que  les  quatre  diviseurs 

—  a, +6,  —  8, -fia. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

x* — 4#* — ioia?,  +  14^i+5o4a?+57G 

+  27     +47     — 108  — a88 

+  19     +ioo  -f  96 

—  1     -}-   îa      +5     —  54  —  7a 


x>— 

iaff" — 

5x* 

+  54ar+ 

7a 
9 

— 

1 

0 

+  5  + 

6 

x* — 5x — 6=0. 


— " 

a 

+ 

6 

— 

8 

8 

+ 

îa 

On  trouve  les  deux  racines  entières  —  8  et  +  ia;  l'équa- 
tion du  troisième  degré  à  laquelle  on  réduit  l'équation  pro- 
posée n'a  plus  de  racines  entières. 


Recherche  des  racines  commensurables  fractionnaires. 

233.  Nous  supposons  toujours  que  l'équation 

(1)        A.ar +À,*"-1  + +A^x+Am=o 

a  ses  coefficients  entiers.  Une  racine  commensurable  quel- 
conque pourra  être  mise  sous  la  forme  d'une  fraction  irré- 
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ductible  T,  et  Ton  aura 
o 

£1  i  on  multiplie  par  4*-1,  cette  relation  devient 

A       m 

-y-==— (A,a»-|+A,*a»-|  + +AB,i— «); 

le  second  membre  étant  entier,  le  premier  doit  l'être  aussi; 
mais  b  est  premier  avec  a  et  par  suite  avec  am\  donc  b  di- 
vise Ao.  Ainsi,  toute  racine  commensurable  a  pour  dénomina- 
teur un  diviseur  du  premier  coefficient  de  r équation. 
En  multipliant  par  ômet  divisant  par  a,  on  a  de  même 

le  second  membre  étant  entier,  le  premier  Test  aussi  ;  mais  a 
est  premier  avec  bm  ;  donc  a  divise  Am.  Ainsi  le  numérateur 
est  un  diviseur  du  dernier  coefficient  de  réçuation. 

234.  Il  résulte  de  là  qu'une  équation,  à  coefficients  entiers,  et 
dont  le  premier  coefficient  est  Vunité,  ri  a  pas  de  racine  commen- 
surable fractionnaire.  En  effet,  le  dénominateur  d'une  racine 
commensurable,  devant  diviser  le  premier  coefficient  qui  est 
l'unité,  est  lui-même  égal  à  un,  et  par  conséquent  la  racine 
est  entière.  Ainsi,  dans  ce  cas,  toutes  les  racines  commensu- 
rables  sont  entières. 

Ceci  nous  donne  un  moyen  facile  de  ramener  la  recherche 
des  racines  commensurables  fractionnaires  à  celle  des  ra- 
cines  entières.  On  conçoit,  en  effet,  que  si  l'on  multiplie  par 
un  nombre  entier  convenable  k  les  racines  de  l'équation 
proposée,  on  rendra  entières  toutes  les  racines  comraen- 
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curables  fractionnaires.  Pour  multiplier  par  k  les  racines  de 

1*' 

l'équation  proposée,  il  suffit  de  poser  af=kx,  d'où  x= —; 

x' 
en  remplaçant  dans  l'équation  proposée  x  par  —,  on  obtient 

k 

la  nouvelle  équation 

Ûî£_4.±!f l*£ (_ +A   =0, 

OU 

(2)    ar'«+èi**"*-«+^-tf"-»-|- +  *=£=o. 

Déterminons  maintenant  le  nombre  entier  A  de  manière  que 
les  coefficients  de  cette  dernière  équation  soient  tous  entiers; 
le  premier  coefficient  étant  égal  à  l'unité,  toutes  les  racines 
commensurables  de  cette  équation  seront  entières.  La  ques- 
tion revient  donc  à  la  détermination  des  racines  entières  de 
l'équation  (2)  ;  une  fois  ces  racines  trouvées,  en  les  divisant 
par  k  on  obtiendra  les  racines  commensurables  de  l'équa- 
tion (1). 

L'opération  réussit  toujours,  quand  on  fait  *  =  A0  ;  et  on 
comprend  pourquoi  il  en  est  ainsi  ;  les  racines  commensu- 
rables de  l'équation  (1),  ayant  pour  dénominateurs  des  divi- 
seurs de  A0,  deviennent  toutes  entières,  quand  elles  sont 
multipliées  par  A0.  Dans  chaque  exemple,  on  choisira  le 
plus  petit  nombre  entier  qui  rend  entiers  les  coefficients  de 
l'équation  (2). 

Lorsqu'il  s'agit  de  trouver  les  racines  commensurables 
d'une  équation,  on  commence  par  chercher  les  racines  en- 
tières, et  s'il  y  en  a,  on  divise  l'équation  par  les  facteurs 
binômes  correspondants.  On  détermine  ensuite  les  racines 
fractionnaires  à  l'aide  des  racines  entières  de  l'équation  (2)  ; 
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mais,  dans  la  recherche  des  racines  entières  de  cette  der- 
nière équation;  il  est  inutile  de  pousser  les  essais  jusqu'au 
dernier  terme;  car  la  plus  grande  racine  commensurable 
fractionnaire  de  l'équation  proposée  étant  au  plus  égale  à  Am 
divisé  par  le  plus  petit  diviseur  de  A„  la  plus  grande  racine 
entière  de  l'équation  (2)  sera  au  plus  égale  à  k  fois  celle-ci  ; 
on  s'arrêtera  à  cette  limite. 

Exemples* 

1°  Trouver  les  racines  commensurables  de  l'équation 

(1)  ax4+«8 — \ox* —  ax+12=°« 

Cn  trouve  d'abord  la  racine  entière  —  a  ;  divisant  par  x  -f-  a, 
l'équation  se  réduit  à 

(2)  as1  — 3arf  —  4x-j-6=o. 

Cette  équation  n'ayant  plus  de  racine  entière,  on  la  trans- 

forme  en  remplaçants  par  j,  ce  qui  donne 

a"  —  —  x'*  —  2k  V  +  3A*  =  o  ; 

a 

il  faut  faire  ici  k  =  a,  et  l'équation  devient 

(3)  a?"  — 3^"  —  8ar'+a4=o. 

Les  racines  fractionnaires  de  l'équation  (2)  ne  pouvant  être 

que 


±-  et  =fc-,  on  cherchera  les  racines   entières  de 
a  a 


l'équation  (3)  seulement  parmi  les  nombres  ±  t  et  ±3;  on 
trouve    que-f-3   est    racine;    ainsi    l'équation   proposée 

admet  la  racine  fractionnaire  -.  La  dernière  équation  divi- 
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sée  par  s'— 3  conduit  à  l'équation  du  second  degré 

x'*  — 8=0, 

qui  a  deux  racines  incommensurables  zhaya,  d'où  ré- 
sultent pour  l'équation  proposée  les  racines  incommensura- 
bles ±ya.  Ainsi,  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée 

sont  — a,-,-f  va,  —  V*. 
a 

2*  L'équation 

(1)  4**— a83?,+45jr1— 6x— 18=0 

n'a  pas  de  racine  entière.  Si  l'on  remplace  x  par  -r ,  et  si 
l'on  multiplie  par  A4,  elle  devient 

4  »  a 

pour  opérer  la  transformation,  il  suffit  de  prendre  k  =  a,  ce 
qui  donne 

(2)  s"—  i4a/,-f45#,i— ia^— 73=0. 

Les  racines  fractionnaires  de  l'équation  proposée,  devenant 
entières  quand  on  les  multiplie  par  a,  ne  peuvent  être  que 

db-,  ±-,  ±-:  on  essayera  donczhi,  ±3,  dbo. 
a        a        a  v 

L'équation  (2)  admet  la  racine  —  1  ;  la  division  par  oi  -f  1 

donne  l'équation 

a/8 — i5â/f+6oj/ — 73=0. 

Cette  dernière  admet  la  racine  3  ;  la  division  par  x'  —  3  con- 
duit à  l'équation  du  second  degré 

af*  —  iaa/-j-a4=o 
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dont   les   racines   a?'  =  6dtvia  sont   incommensurables. 
Ainsi,   les  quatre  racines   de    l'équation   proposée   sout 

a    a 

235.  Deuxième  méthode.  Il  est  à  remarquer  que  lors- 
qu'une équation 

a  ses  coefficients  entiers  et  que  Ton  divise  le  premier 
membre  par  le  facteur  binôme  x —  7»  qui  correspond  à  une 

racine  commensurable  fractionnaire  t  ,  le  quotient  a  aussi 

ses  coefficients  entiers.  Supposons  en  effet  que  l'on  effectue 
la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes  de  x,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n°  485. 
Le  premier  coefficient  du  quotient  est  A,  ;  on  obtient  le 

second  en  multipliant  le  premier  par  ^  et  ajoutant  À , ,  le 

CL 

troisième  en  multipliant  le  second  par  ^  et  ajoutant  A,,  et 

ainsi  de  suite.  Si  les  coefficients  du  quotient  ne  sont  pas  en- 
tiers, ils  ne  pourront  contenir  à  leurs  dénominateurs  que  les 
facteurs  premiers  de  i. 
Supposons  maintenant  que  Ton  divise  le  polynôme  par 

- — a?,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
o 

de  x  (n°  230).  On  obtient  le  premier  coefficient  du  quotient  en 
divisant  Am  par  -,  ce  qui  revient  à  multiplier  par  -.  Si  à 
ce  premier  coefficient  on  ajoute  Am_,  et  si  l'on  multiplie  par 
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-,  on  a  le  second  coefficient  du  quotient,  et  ainsi  de  suite. 
a 

On  en  conclut  que,  si  les  coefficients  du  quotient  ne  sont 
pas  entiers,  ils  ne  pourront  contenir  à  leurs  dénominateurs 
que  les  facteurs  premiers  de  a.  Mais  nous  avons  déjà  vu  que 
ces  mêmes  dénominateurs  ne  peuvent  contenir  que  les  fac- 
teurs premiers  de  b;  comme  a  et  b  sont  premiers  entre  eux, 
tous  les  dénominateurs  se  réduisent  à  l'unité,  et  par  consé- 
quent les  coefficients  du  quotient  sont  entiers. 

Non-seulement  les  coefficients  du  quotient  sont  entiers, 
mais  encore  ils  sont  tous  divisibles  par  *.  Car,  si  l'on  dé- 
signe par  A^,  B1}  B2, les  coefficients  du  quotient  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  a?,  on  a 


Pour  que  Bf  soit  entier,  il  faut  que  b  divise  A0,  ce  que  Ton 
sait  déjà.  Pour  que  B8  soit  entier,  il  faut  que  b  divise  B„  et 
ainsi  de  suite. 

Les  deux  manières  d'effectuer  la  division  peuvent  être 
appliquées  pour  l'essai  direct  des  racines  commensurables 
fractionnaires.  On  choisira  Tune  ou  l'autre,  suivant  les  cas. 

Exemples. 
1°  Reprenons  l'équation 

4**— a&r3+45x9— Or— 18=0, 
dont  il  a  déjà  été  question.  Après  avoir  reconnu  que  cette 
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équation  n'a  pas  de  racine  entière»  cherchons  les  radius 
fractionnaires.  Essayons  d'abord  -;  si  nous  calculions  le 

a 

quotient  de  droite  à  gauche,  comme  pour  les  racines  entiè- 
res, il  faudrait  diviser  successivement  par  - ,  ce  qui  revient 

a 

à  multiplier  par  a;  toutes  les  opérations  seraient  possibles, 
et  il  faudrait  aller  jusqu'au  bout  pour  voir  si  le  reste  est  nul. 
Au  contraire,  en  calculant  de  gauche  à  droite,  il  faut  mul- 
tiplier successivement  par  -,  ce  qui  revient  à  diviser  par  a; 
nous  emploierons  donc  de  préférence  ce  second  procédé  : 
4  multiplié  par  -  donne  a,  et — a8 —  26;  —  a6  multiplié 

par  -  donne  —  i3  et  +  45 +  3a;  +  3a  multiplié  par  - 

a  a 

donne  +  16  et  —  6 -f- 10;  +  jà  multiplié  par  -  donne 

a 

+5et — 18 — 13.  Il  arrive  ici  que  l'opération  se  pro- 
longe jusqu'à  la  fln  ;  mais  le  reste  — 13  n'est  pas  nul  ;  donc- 

a 

n'est  pas  racine. 
Essayant de  la  même  manière,  toutes  les  opérations 

sont  possibles,  et  l'on  arrive  à  un  reste  nul  ;  donc est 

racine,  et  Ton  a  le  quotient 

4x* — 5ox,+6oap— 36=o, 
ou,  en  divisant  tous  les  termes  par  a, 

2X* — i5#f+3o;r — 18=0. 

1  3 

Après  avoir  essayé  encore  une  fois ,  on  essayera  -. 


n 
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3 
mais  en  allant  de  droite  à  gauche  :  —  18  divisé  par  - 

a 

3 

donne  —  12  ;  ajoutant  +  3o  on  a  +  18  qui,  divisé  par  -, 

a 

3 

donne  -f-  ia;  -ajoutant  —  i5  on  a  —  3  qui,  divisé  par  -, 

a 

donne — a;  ajoutant  le  premier  coefficient + a,  on  obtient 

3 
un  résultat  égal  à  zéro.  Donc  -  est  racine,  et  le  quotient 

3 
de  la  division  par  * est 


a#9 — i2ar-f-12=o> 

on 

x%—  fcr+  6=0. 

Cette  équation  du  second  degré  a  ses  deux  racines  incom- 
mensurables. 
2°  Trouver  les  racines  commensurables  de  l'équation 

Après  avoir  reconnu  que  cette  équation  n'a  pas  de  racine 
entière,  on  essayera  la  fraction  =  en  allant  de  gauche  à 

droite,  et  Ton  verra  que  cette  fraction  est  racine.  Dans  l*é- 

1         a 

quation  simplifiée,  on  essayera  les  fractions  db  - ,  ±  - ,  et 

Ton  verra  que  —  ■=  est  racine.  L'équation  à  laquelle  on  ar- 

rive,  ayant  son  premier  coefficient  égal  à  l'unité,  n'a  plus 
de  racine  commensurable.  Voici  le  tableau  des  calculs  : 


316 

LIVRE   VII, 

}    CHAP. 

11. 

i5x*-f  iGx3  —  4drs  — 

5x 

+  6 

=  0 

i5,    4-21,    —3q,    — 

18, 

0 

1 

ri 

5#3-f-   7a?9  —  i3x  — 

6  = 

=  0 

5,    +   8 

• 

1 

-      5 

5,    +  6 

1 

*  5 

5,    +  9 

5 

5,    -f   5,  — 15,  0 

3 
~~  5 

x*-\-x —  3  =  o. 

236.  Remarque  I.  Nous  avons  expliqué  (n°  205)  par  quelle 
suite  d'opérations,  étant  donné  un  polynôme  X,  on  peut  trou- 
ver des  polynômes  Xn  X„  X„ formés,  le  premier  des 

facteurs  simples  du  polynôme  proposé,  le  second  des  facteurs 
doubles,  le  troisième  des  facteurs  triples,  etc.  Ces  opérations 
consistant  en  divisions,  il  est  clair  que  si  le  polynôme  pro- 
posé X  a  ses  coefficients  commensurables,  les  polynô- 
mes X1?  Xa, qu'on  en  déduit,  auront  aussi  leurs 

coefficients  commensurables.  Supposons  que  le  polynôme  X 
n'ait  qu'une  racine  a  d'un  même  degré  n  de  multiplicité;  le 
polynôme  Xn  sera  du  premier  degré,  et  par  conséquent  la 
racine  a  fournie  par  l'équation  du  premier  degré  X,=o, 
à  coefficients  commensurables,  sera  commensurable.  Ainsi, 
quand  une  équation,  à  coefficients  commensurables,  a  une  seule 
racine  <Tun  même  degré  de  multiplicité,  cette  racine  est  commen- 
surable. 

237.  Remarque  IL  Lorsqu'une  équation  du  troisième  de- 
gré admet  des  racines  égales,  elle  a,  ou  une  racine  double 
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et  une  simple,  ou  une  racine  triple;  dans  les  deux  cas, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  les  racines  sont  com- 
mensurables. 

Lorsqu'une  équation  du  quatrième  degré  admet  des  racines 
égales,  elle  a,  ou  une  racine  double  et  deux  racines  simples, 
ou  deux  racines  doubles,  ou  une  racine  triple  et  une  racine 
simple,  ou  une  racine  quadruple.  Dans  le  premier  cas,  la 
racine  double  est  commensurable;  dans  le  troisième  cas,  la 
racine  triple  et  la  racine  simple  le  sont  également,  et  de 
même  dans  le  quatrième  cas  la -racine  quadruple.  Mais, 
dans  le  second  cas,  les  deux  racines  doubles,  étant  données 
par  une  équation  du  second  degré,  sont  en  général  incom- 
mensurables. 

Lorsqu'une  équation  du  cinquième  degré  admet  des  raci- 
nes égales,  elle  a,  ou  une  racine  double  et  trois  simples,  ou 
deux  racines  doubles  et  une  simple,  ou  une  racine  d'un  de- 
gré égal  ou  supérieur  à  trois  ;  dans  tous  ces  cas,  Tune  au 
moins  des  racines  est  commensurable. 

Ainsi,  quand  une  équation,  à  coefficients  commensurables,  et 
(Tun  degré  égal  ou  inférieur  à  cinq,  a  des  racines  égales,  cette 
équation  a  au  moins  une  racine  commensurable,  excepté  quand 
le  polynôme  est  du  quatrième  degré  et  carré  parfait. 

Tant  que  le  degré  de  l'équation  ne  surpasse  pas  cinq,  on 
peut  donc  se  dispenser  d'appliquer  à  l'équation  la  méthode 
des  racines  égales,  qui  exige  en  général  de  longs  calculs  ; 
après  avoir  reconnu  que  le  polynôme  n'est  pas  carré  parfait, 
on  appliquera  à  l'équation  la  méthode  des  racines  comment 
surables.  Mais  quand  l'équation  est  d'un  degré  plus  élevé, 
elle  peut  avoir  des  racines  ég*k*  8&n*  avoir  des  rati"63 
commensurables* 
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CHAPITRE  III. 


CALCUL    DBS   RACINES    INCOMMENSURABLES. 


238.  Proposons-nous  maintenant  de  calculer  les  racines 
réelles  incommensurables  d'une  équation  algébrique,  & 
coefficients  réels,  commensurables  ou  incommensurables. 
Nous  supposerons  que  l'équation  a  été  préalablement  débar- 
rassée de  ses  racines  égales.  On  commencera  par  déter- 
miner une  limite  supérieure  des  racines  positives  et  une  li- 
mite inférieure  des  racines  négatives  (n*  aa5),  puis  on 
effectuera  la  séparation  des  racines,  c'est-à-dire  que  l'on 
divisera  l'intervalle  compris  entre  ces  deux  limites  en  par- 
ties comprenant  chacune  au  plus  une  racine. 

Une  méthode  générale  pour  arriver  à  ce  résultat  est 
celle  indiquée  par  Lagrange;  elle  consiste  à  former  l'é- 
quation qui  admet  pour  racines  les  différences  des  ra- 
cines de  l'équation  proposée  deux  à  deux,  à  chercher 
une  limite  inférieure  ft  des  racines  positives  de  cette 
équation  (n°  229),  puis  à  substituer  dans  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  proposée,  entre  les  deux  limites  assi- 
gnées, des  nombres  en  progression  arithmétique  ayant 
pour  raison  &;  chaque  intervalle  partiel  ne  comprend 
aucune  racine  ou  en  comprend  une  seule,  suivant  que 
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les  deux  résultats  sont  de  marne  signe  ou  de  signes  con- 
traires. 

JLe  théorème  de  Sturm  fournit  aussi  une  méthode  géné- 
rale pour  la  séparation  des  racines.  Après  avoir  formé  la 
suite  des  polynômes 

on  substitue  des  nombres  équidistants ,  par  exemple  les 
nombres  entiers  successifs,  entre  les  deux  limites. 

Les  intervalles  dans  lesquels  il  7  a  des  variations  perdues 
sont  les  seuls  qui  comprennent  des  racines  réelles,  et  le 
nombre  des  racines  réelles  est  égal  au  nombre  des  varia- 
tions perdues.  Si  l'un  de  ces  intervalles  comprenait  plusieurs 
racines,  on  le  subdiviserait  en  parties  égales,  et  l'on  conti- 
nuerait de  cette  manière  jusqu'à  ce  que  la  séparation  fût 
complètement  effectuée. 

Mais  ces  méthodes,  très-simples  en  théorie,  exigent  de 
longs  calculs.  Dans  la  pratique,  on  parvient  ordinaire- 
ment à  effectuer  la  séparation  des  racines  en  substituant 
directement  des  nombres  équidistants  dans  le  polynôme 
proposé  et  s'aidant  de  la  considération  de  la  dérivée.  Quel- 
ques exemples  feront  bien  comprendre  la  manière  de  pro- 
céder. 

239.  Exemple  I.  Soit  l'équation  du  troisième  degré 

La  règle  de  Descartes  montre  que  cette  équation  a  une  ra- 
cine réelle  négative,  et  zéro  ou  deux  racines  positives.  Par  le 
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groupement  des  termes,  on  voit  que  +  3  est  une  limite  sur 
périeure  des  racines  positives  et—  6  une  limite  inférieure 
des  racines  négatives;  les  racines  réelles  sont  donc  com- 
prises entre  —  6  et  -+*  3,  En  substituant  les  nombres  entiers 
entre  ces  limites,  on  obtient  les  résultats,  suivants  : 

x=— 6,—  5,—  4,—  3,—  a,—  î,     o,      v,      a,     3 

-i,+4o,  +  57,  +  56,+-435  +  24  +5,-8,-9,+8. 

Le  polynôme  ayant  des  valeurs  de  signes  contraires  pour 
x==  o  et  x=  i,  on  en  conclut  qu'une  première  racine  réelle 
positive  est  comprise  entre  o  et  i  ;  la  seconde  racine  positive 
est  comprise  entre  %  et  3;  la  racine  ijégative  entre — 6  et —  5. 
L'équation  proposée  a  ses  trois  racines  réelles,  et  ces  racines 
sont  séparées. 

On  a  ainsi  les' racines  à  moins  d'une  unité  près.  Pour 
avoir  l'une  d'elles  à  un  dixième  près,  on  substituera  des 
nombres  équidistants  d'un  dixième  dans  l'intervalle  qui  la 
comprend.  Mais,  ordinairement,  on  diminue  beaucoup  le 
nombre  des  substitutions  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes :  cherchons,  par  exemple,  la  racine  comprise  entre 
a  et  5.  Quand  x  varie  de  a  à  3,  la  dérivée  3x*-\-6x — *7  étant 
positive,  la  fonction  croît;  on  peut  admettre  que  la  varia- 
tion de  la  fonction  est  approximativement  proportionnelle  à 
celle  de  la  variable;  or,  quand  x  croit  d'une  unité  à  partir 
de  a,  la  fonction  éprouve  un  accroissement  égal  à  9  +  8  ou 
17  ;  pour  que  la  fonction  éprouve  un  accroissement  égal  à  9, 
et  par  conséquent  se  réduise  à  zéro,  il  faut  donner  à  x 

un  accroissement  à  peu  près  égal  à  —,  ou  à  o , 5 ;  il  est  pro- 

l7 

bable  d'après  cela  que  la  racine  diffère  peu  de  a,  5.  La  sub- 
stitution de  x  =  a,5  dans  le  polynôme  proposé  donne  un 
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résultat  négatif  —  3,ia5;  donc  la  racine  est  plus  grande 
que  a,5.  La  substitution  de  #=3,6  donne  encore  un  ré- 
sultat négatif—  i>344;  donc  la  racine  est  plus  grande  que 
2,6.  Mais  la  substitution  de  «=1,7  donne  un  résultat  positif 
-f  o,653  ;  donc  la  racine  est  comprise  entre  2,6  et  2,7. 

Cherchons  de  même  la  racine  comprise  entre  o  et  1. 
Quand  x  varie  de  o  à  1,  la  dérivée  étant  négative,  la  fonc- 
tion décroit;  admettons  encore  que  la  variation  de  la  fonc- 
tion est  approximativement  proportionnelle  à  celle  de  la  va- 
riable; or»  quand  x  croît  d'une  unité  à  partir  de  o,  la  fonc- 
tion éprouve  une  diminution  égale  à  5+ 8  ou  i3;  pour  que 
la  fonction  éprouve  une  diminution  égale  à  5,  et  par  consé- 
quent se  réduise  à  zéro,  il  faut  donner  à  x  un  accroisse* 

5 
ment  à  peu  près  égal  à  —  ou  à  0,4.  Il  est  probable,  d'après 

cela,  que  la  racine  diffère  peu  de  0,4*  La  substitution  de 
x=o,4  donnant  un  résultat  négatif — i,a56,  la  racine  est 
plus  petite  que  0,4.  La  substitution  de  x=  o,3  donnant  un  res- 
tant positif  +°j197>  k  racine  est  comprise  entre  o,5  et  0,4. 

240.  Exemple  II.  Dans  l'exemple  précédent,  les  racines 
ont  été  séparées  par  la  substitution  des  nombres  entiers  ; 
mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Dans  ce  cas,  on  examine 
dans  quel  intervalle  sont  situées  les  racines  qui  n'ont  pas  été 
séparées,  et  Ton  partage  cet  intervalle  en  dix  parties  égales. 

Soit  l'équation 

dont  les  racines  sont  comprises  entre  —  4  et  +  3.  La  sub- 
stitution des  nombres  entiers  donne  les  résultats  suivants  : 

*=?—  4,    —5,    —  2,    —  i,        o,        1,        2,  3 

— »&>   +*»   +l3>   +**»   +?>    +*>    +1*   +,3i 
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Il  y  a  une  racine  négative  entre  —  4  et  —  3  ;  d'ailleurs,  l'é- 
quation transformée  en  —  x  n'ayant  qu'une  variation,  l'é- 
quation proposée  n'admet  pas  d'autre  racine  négative.  La 
condition  de  réalité  des  racines  (n°  214)  étant  ici  satisfaite, 
il  en  resuite  que  l'équation  a  deux  racines  positives,  mais 
ces  deux  racines  sont  comprises  dans  le  même  intervalle; 
il  s'agit  de  voir  dans  lequel.  Considérons  pour  cela  l'équa- 
tion 

3x" — 7=o 

que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier 
membre  de  l'équation  proposée;  nous  savons  (n*  210) 
qu'entre  les  deux  racines  positives  de  l'équation  proposée, 
il  y  a  une  racine  de  la  dérivée;  cette  racine  est  la  racine 

positive i/^  supérieure  à  t,  mais  inférieure  à  a.  L'inter- 
valle qui  comprend  les  deux  racines  cherchées,  devant  com- 
prendre aussi  la  quantité  i/^,  est  celui  de  î  à  a.  Afin 

de  séparer  les  racines,  nous  subdiviserons  cet  intervalle. 
Pour  x  =  i,5  on  trouve  un  résultat  négatif  —  o,ia5  ;  donc 
l'une  des  racines  positives  est  comprise  entre  i  et  i,5,  l'autre 
entre  i,5  et  a. 

Voilà  les  racines  séparées.  L'interpolation  par  parties  pro- 
portionnelles montre  que  l'une  des  racines  est  à  peu  près 
égale  à  i,3,  l'autre  à  1,7.  La  substitution  de  *=  i,3  donnant 
un  résultat  positif-)-  0,097,  et  celle  de  x=  1,4  un  résultat 
négatif —  o,o56,  la  première  racine  est  comprise  entre  i,5 
et  i94-  La  substitution  de  x=  1,7  donnant  un  résultat  positif 
+0,01 3,  et  celle  de  x  =  1,6  un  résultat  négatif — 0,104,  la 
seconde  racine  est  comprise  entre  1,6  et  1,7» 
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241.  Exemple  III.  L'équation 

n'a  pas  de  racine  négative;  a  est  une  limite  supérieure  des 
racines  positives.  La  substitution  des  nombres  entiers  ne 
donne  qu'un  changement  de  signe,  de  i  à  a.  La  dérivée 
fof— 4#-f-5  ayant  ses  racines  imaginaires,  l'équation  pro- 
posée n'a  qu'une  racine  réelle,  et  cette  racine  est  comprise 
entre  i  et  a. 

242.  Exemple  IV.  L'équation 

x* — 4arf+5a? — 7=0 

n'a  pas  de  racine  négative;  4  est  une  limite  supérieure.  La 
substitution  des  nombres  entiers  ne  donne  qu'un  change- 
ment de  signe,  de   3   à  4.  La  dérivée  3x*  —  Sx  -f-  5  a 

5 
ses  racines  réelles  1  et  -.  Si  l'équation  proposée  avait  ses 

trois  racines  réelles,  la  plus  petite  racine  1  de  la  dérivée 

5 
devrait  donner  un  résultat  positif,  la  plus  grande  =  un  ré- 
sultat négatif  (n*  212);  la  valeur  du  polynôme  pour  x=  1 
étant  négative,  on  en  conclut  que  l'équation  proposée  n'a 
qu'une  racine  réelle,  et  cette  racine  est  comprise  entre  3  et  4. 

243.  Exemple  Y.  L'équation 

8a?* — ia#f-}-5a? — 1=0 

n'a  pas  de  racine  négative;  a  est  une  limite  supérieure.  La 
substitution  des  nombres  entiers  ne  donne  qu'un  change- 
ment de  signe,  de  1  à  a.  L'équation  /y(x)=o  ayant  ses  deux 

racines,  xf=  *~      ,  3^=*  *" va,  réelles  et  comprises 
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entre  o  et  1,  si  l'équation  proposée  avait  ses  trois  racines 

réelles,  deux  racines  seraient  comprises  entre  o  et  1.  Mais  on 
peut  écrire  le  polynôme  sous  la  forme 

—  8a:»(i— ar)-(4xt— 3x+i). 

Le  polynôme  du  second  degré  (\x*  — 3x+i  ayant  ses  racines 
imaginaires,  est  toujours  positif;  on  voit  par  laque,  quand  x 
varie  de  o  à  1,  le  polynôme  proposé  reste  constamment  néga- 
tif. Ce  polynôme  n'admet  donc  qu'une  racine  réelle,  et  cette 
racine  est  comprise  entre  1  et  a. 
244.  Exemple  VI.  Considérons  encore  l'équation 

x*-{-nx*  —  io2£-|- 181=0, 

dont  les  racines  réelles  sont  comprises  entre  les  limites 
— 18  et  +  6. 

L'équation  transformée  en  —  x  n'ayant  qu'une  variation, 
l'équation  proposée  a  une  racine  négative  et  une  seule,  et 
cette  racine  est  comprise  entre  — 17  et — 18.  Les  deux  autres 
racines  seront  réelles  et  positives,  ou  imaginaires.  Les  nom- 
bres entiers  positifs  donnant  tous  des  résultats  positifs,  les 
deux  racines  positives,  si  elles  existent,  seront  comprises 
dans  le  même  intervalle.  Pour  reconnaître  cet  intervalle,  on 
examinera  les  racines  de  la  dérivée 

5x*-\-22X — 10a, 

qui  sont  réelles,  l'une  positive,  l'autre  négative.  On  en 
conclut  que,  si  l'équation  proposée  admet  des  racines  po- 
sitives, comme  elles  doivent  comprendre  la  racine  positive 

—■11  -4-  v  4a7  t 

=  3 ,  22 de  la  dérivée,  elles  seront 

elles-mêmes  comprises  entre  3  et  4.  Les  substitutions  de 
#=3,a  et  de  5?  =  3,3  donnent  des  résultats  positifs  +  0,008 
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et  -f- 0,127;  donc  les  deux  racines,  si  elles  existent,  seront 
toutes  deux  comprises  entre  3,2  et  3,3  ;  il  faut  subdiviser  cet 
intervalle.  La  substitution  de  a?=5,d2  donnant  un  résultat 
négatif — o,ooi35a,  il  y  a  deux  racines  positives;  les  substi- 
tutions de  #=3,21  et  2=3,a3  donnant  des  résultats  positifs 
4-0,001261  et  4*  0,000167,  Tune  des  racines  est  comprise 
entre  3,2 1  et  3,22,  l'autre  entre  5,22  et  5,23.  Dans  cet 
exemple,  la  difficulté  de  séparer  lès  racines  provient  de  ce 
qu'elles  sont  très- voisines  l'une  de  l'autre. 
245.  Exemple  VII.  Soit  l'équation  du  quatrième  degré 

xk — 5x3 — 7#f-j-i5#+3=o. 

D'après  le  théorème  de  Descartes,  cette  équation  admet 
0  ou  2  racines  positives,  o  ou  2  racines  négatives.  Les  ra- 
cines sont  comprises  entre  — 3  et  +  7.  La  substitution  des 
nombres  entiers  donne  les  résultats 

a?=— 2,  —  1,      o,      1,        2,        3,         4»        5,        6 

4-1,  — 13,  +3,  +7,  —19,  —69,  — n3,  —97,  -f  57. 

Il  y  a  quatre  changements  de  signe  et  par  conséquent  quatre 
racines  réelles,  comprises,  la  première  entre  —  a  et  —  1, 
la  seconde  entre  —  1  et  o,  la  troisième  entre  1  et  1,  la  qua- 
trième entre  5  et  6. 

Calculons  à  un  dixième  près  la  racine  comprise  entre 
1  et  2.  L'interpolation  par  parties  proportionnelles  entre 

i  et  2  indique  l'accroissement  •—  ou  o,3.  La  substitution 

de  x=  i,3  donnant  un  résultat  positif-}- a, 54 n,  la  racine 
est  plus  grande  que  i,3;  la  substitution  de  a?  =  1,4  don- 
nant encore  un  résultat  positif +o,4<>  16,  la  racine  est  plus 
grande  que  i,4;  la  substitution  de  x=  i,5  donne  un  ré- 
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sultat  négatif  —  9,é6a5  ;  donc  la  racine  est  comprL  e  entre 
1,4  et  i,5. 

Calculons  de  même  la  racine  comprise  entre  5  et  6.  L'in- 
terpolation par  parties  proportionnelles  indique  un  accrois- 
sement-^-  ou  o96.  La  substitution  de  #=5,6  donnant  un 
i54 

résultat  négatif,  la  racine  est  plus  grande  que  5,6  ;  la  sub- 
stitution de  «=5,7  donnant  encore  un  résultat  négatif 

—  9>*949>  1*  racine  est  plus  grande  que  5,7  ;  la  substitution 
de  £=5,8  donne  un  résultat  positif  + 10,6096;  donc  la  racine 
est  comprise  entre  5,7  et  5,8. 

246.  Exemple  VIII.  Soit  l'équation  ' 

xk — 4#8+#+4=o, 

qui,  d'après  le  théorème  de  Descartes,  ne  peut  avoir  plus  de 
deux  racines  positives  et  de  deux  racines  négatives.  Les  ra- 
cines  sont  comprises  entre  —  1  et  +  4-  La  substitution  des 
nombres  entiers  donne  les  résultats 

x=—  1,       o,       1,        2,        3, 

+8>  +4,  +a,  —10,  — ao,  +8. 

On  voit  qu'il  y  a*  deux  racines  positives,  comprises,  l'une 
entre  1  et  a,  l'autre  entre  S  et  4.  S'il  7  avait  deux  racines 
négatives,  elles  seraient  toutes  deux  comprises  entre  o  et 

—  1  ;  or,  dans  cet  intervalle,  les  deux  premiers  termes  étant 
positifs,  ainsi  que  la  partie  x+4,  le  polynôme  reste  constam- 
ment positif;  l'équation  n'admet  donc  pas  de  racines  néga- 
tives. 

341.  Exemple  IX.  Considérons  l'équation  du  cinquième 

degré 

a?8 — 3a?'  -\-x* — 8a? — 10=0 
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qui  admet  i  ou  3  racines  positives,  o  ou  a  racines  négatives. 
En  groupant  les  termes  de  cette  façon 

(x* — 3xf — Sx — io)+#f=o, 

on  trouve  que  3  est  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives. Le  nombre  —  3  est  une  limite  inférieure  des  racines 
négatives.  La  substitution  des  nombres  entiers  donne  les 
résultats 

x=z —     3,  — a,   — i,         o,  i,         a,  3 

— 148,  +a,  +i,   —io,  —19,  —14,  +137. 

Dya  deux  racines  négatives,  comprises,  Tune  entre  —  3 
et  —  a,  l'autre  entre  —  1  et  o.  Il  y  a  une  racine  positive 
entre  a  et  3.  Si  l'on  met  l'équation  sous  la  forme 

— x8(4 — x*) — x{&  —  x*) — (10 — xf)=o, 

on  voit  que  le  premier  membre  reste  constamment  négatif, 
quand  x  varie  de  0  à  a.  U  reste  donc  à  examiner  si  l'équa- 
tion peut  avoir  trois  racines  entre  a  et  5.  Si  Ton  écrit  la 
dérivée 

&p*— 9ff'+ajr— 8 
sous  la  forme 

(5a?4— g*»— 4)+(ax— 4), 

on  reconnaît  que  a  est  une  limite  supérieure  des  racines  de 
la  dérivée.  Ainsi  l'équation  proposée  n'admet  qu'une  racine 
positive.  Nous  avons  déjà  traité  cet  exemple  par  le  théorème 
r!e  Sturm  (n°  222). 
248.  Exemple  X.  Considérons  enfin  l'équation 

8x4  — fax*  -\-5yx*  —  4ox+49=o, 

m 

qui  n'admet  pas  de  racine  négative.  Le  groupement  des 
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termes  fournit  la  limite  supérieure  +  5.  La  substitution  dea 

nombres  entiers  donne  les  résultats 

x=  o,       1,     2,      3,        4>       5 

49)    34,    5,    io,    289,     -f. 

Il  n'y  a  pas  de  changement  de  signe*  Il  faut  recourir  à  la 
dérivée 

3sx'  —  1202*  +  n/\x — 4°=e. 

En  substituant  des  nombres  entiers  de  o  à  la  limite  supé- 
rieure 4,  on  n'obtient  qu'un  changement  de  signe  de  a  à  3. 
La  seconde  dérivée 

6(162*  —  4°#4~  19) 

5=b\/6 
a  ses  deux  racines  réelles  x  =  — ; — .  Si  la  première  dé- 

4 

rivée  avait  ses  trois  racines  réelles,  la  plus  petite  racine  de 

la  seconde  dérivée  devrait  donner  un  résultat  positif;  cette 

3 

racine  est  plus  petite  que  -  ;  comme  on  peut*  mettre  la  pre- 
mière dérivée  sous  la  forme 

— 32-r'  (j— #) — (96a?1 — 114#+4<>)» 

et  que  le  trinôme  du  second  degré  g6x*  —  n4x  +  4o  a  ses 

3 
racines  imaginaires,  on  voit  que  de  oà-,  cette  dérivée  est 

négative  ;  elle  n'a  donc  qu'une  racine  réelle.  On  en  conclut 
que  l'équation  proposée  ne  peut  avoir  plus  de  deux  racines 
réelles  (n°  211);  si  elles  existent,  elles  seront  comprises 
entre  2  et  3.  La  substitution  de  a:  =  2,5  donne  un  résultat 
négatif  —  ?,a5oo  ;  donc  l'équation  proposée  admet  deux  ra- 
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cines  réelles  et  comprises,  Tune  entre  a  et  3,5,  l'autre  entre 
2,5  et  3. 

L'interpolation  par  parties  proportionnelles  entre  a  et  2,5 
indique  l'accroissement  0,2.  La  substitution  de  1  =  2,2 
donnant  un  résultat  négatif —  i,635a,  la  première  racine 
est  plus  petite  que  2,2.  La  substitution  de  x=  2,1  donnant 
un  résultat  positif -f-i,5i48,  cette  racine  est  comprise 
entre  2,1  et  2,2* 

L'interpolation  entre  2,5  et  3  indique  l'accroissement  0,2. 
La  substitution  de  x  ==2,7  donnant  un  résultat   négatif 

—  5,63^2,  la  seconde  racine  est  plus  grande  que  3,7.  La 
substitution  de  x  =  2,8  donnant  encore  un  résultat  négatif 

—  2,4752,  cette  racine  est  plus  grande  que  2,8.  La  substitu- 
tion de  «=2,9  donnant  un  résultat  positif +2,6348,  la  racine 
est  comprise  entre  2,8  et  2,9. 

Dans  les  exemples  précédents,  nous  sommes  parvenus  à 
séparer  les  racines  par  des  substitutions  convenablement  di- 
rigées, et  en  nous  aidant  de  la  considération  de  la  dérivée. 
Pour  que  cette  méthode  réussisse,  il  faut  évidemment  que 
l'équation  n'ait  pas  de  racines  égales.  Lorsque  après  plusieurs 
essais  infructueux  on  n'a  pas  réussi  à  séparer  les  racines, 
on  est  amené  à  voir  si  l'équation  n'a  pas  de  racines  égales  ; 
il  faut  pour  cela  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  le  polynôme  et  sa  dérivée;  il  convient  dans  ce  cas  de 
disposer  les  calculs  de  manière  à  appliquer  le  théorème  de 
Sturm,  et  l'on  est  ramené  ainsi  à  la  seconde  méthode  géné- 
rale que  nous  avons  exposée  au  commencement  de  ce  cha- 
pitre. 


330  LIVRE  Vil,    CHÀP.   IV. 


CHAPITRE  IV. 

MÉTHODES  D'APPROXIMATION. 

Méthode  de  Newton, 

249.  Quand  on  a  séparé  les  racines  d'une  équation  f(x)- 
et  obtenu  l'une  d'elles  avec  un  certain  degré  d'approxima- 
tion, par  exemple  à  un  dixième  ou  un  centième  près,  il  est 
très-facile  de  la  calculer  avec  une  approximation  de  plus  en 
plus  grande.  Nous  parlerons  d'abord  de  la  méthode  connue 
sous  le  nom  de  méthode  de  Newton. 

Supposons  qu'une  racine  et  une  seule  soit  comprise  entre  a 
et  b  ;  représentons  cette  racine  par  a+  A,  la  quantité  h  étant 
moindre  que  la  différence  b  —  a  en  valeur  absolue.  Si  l'on 
développe  f(a  -J-  h)  d'après  la  formule  de  Taylor  (n*  152),  en 
s  arrêtant  à  la  seconde  dérivée,  on  a 

1  1.9 

6  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité,  et  l'équation 
proposée  devient 

/»+w>+*-.,. 

1  1.3 

on  en  déduit 

(1)        A — m — iTW 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  composé  de  deux 
termes,  que  nous  désignerons  par  «  et  p  ;  le  premier  a  est 
connu  ;  le  second  p  ne  l'est  pas,  puisqu'il  renferme  l'incon- 
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nue  h  ;  mais  à  cause  du  facteur  A',  sa  valeur  absolue  est  en 
général  très-petite  par  rapport  à  celle  de  h  ;  si  donc  on  né- 
glige ce  second  terme,  on  aura  une  valeur  approchée 

v  '  '    f\a) 

de  l'inconnue  h.  L'erreur  commise  est 

(3)  p-      irw-' 

on  obtiendra  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de 
l'erreur  p,  en  remplaçant  dans  cette  expression  h*  par  (à— a)* 
et  /*(<*+ M)  par  une  quantité  plus  grande  que  la  valeur  ab- 
solue de  la  seconde  dérivée  /"(a?),  quand  x  varie  de  a  à  b. 

250.  La  méthode  de  Newton  a  une  signification  géomé- 
trique très-simple;  traçons  la  courbe  CD  qui  représente  la 
marche  de  la*  fonction  y  =  f(x),  quand  x  varie  de  a  à  b  ;  les 
ordonnées  f(a)y  f(b)}  qui  se  rapportent  aux  valeurs  a  et  b  de 
la  variable  x,  étant  de  signes  contraires,  la  courbe  coupe  l'axe 
OX  en  un  point  M,  et  la  racine  cherchée  est  figurée  par  la 


longueur  OM.  La  méthode  d'approximation  précédente  re- 
vient à  mener  la  tangente  CAt  à  la  courbe  au  point  C,  et  à 
prendre  la  longueur  0A«  pour  valeur  approchée  de  la  ra- 
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cine  OM.  On  sait,  en  effet,  que  la  tangente  à  1a  courbe  au 
point  C  a  pour  équation 

si  Ton  y  fait  y =o  pour  avoir  le  point  Af>  on  L 

m 

ce  qui  donne  la  valeur  approchée  x=ci-{-ol. 

251.  Cette  seconde  valeur  a-\-a  n'est  pas  toujours  plus  ap- 
prochée de  la  racine  que  la  première  a;  car  il  peut  arriver 
que  le  point  A„  où  la  tangente  à  la  courbe  au  point  G  ren- 
contre Taxe  OX,  soit  plus  éloigné  du  point  M  que  le  point  A, 
et  même  soit  situé  en  dehors  de  l'intervalle  AB  qui  comprend 
le  point  M. 

Lorsque  la  seconde  dérivée  f(x)  conserve  le  même  signe, 
quand  x  varie  de  a  à  é,  on  peut  diriger  le  calcul  de  manière 
à  ce  qu'on  approche  de  plus  en  plus  de  la  racine,  avec  certi- 
tude. Eu  effet,  la  nouvelle  valeur  a  -f  «  sera  plus  approchée 
de  la  vraie  valeur  a+a-f-pdela  racine  que  la  première  va- 
leur a,  si  les  trois  quantités 

a,    a-f-a,    a-|-a-f-p 

sont  consécutives,  ce  qui  exige  que  les  deux  quantités  «  et  (* 
aient  le  même  signe,  et  par  conséquent  que  leur  produit 

Oui  ^Z  '  '  ** 

soit  positif.  Les  deux  quantités  /"(a),  f{b)  étant  de  signes  con- 
traires, on  partira,  pour  effectuer  la  correction,  de  celle  des 
valeurs  a  et  b  où  f(x)  a  le  signe  de  j*(x). 
Pour  fixer  les  idées,  soit  a<ô.  Supposons  d'abord  que  f(a) 
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ait  le  signe  de  f*{x)  ;  nous  partirons  de  la  valeur  a  plus  petite 
que  la  racine  ;  les  deux  quantités  «  et  p,  étant  de  même  signe, 
et  leur  somme  a+p=A  étant  positive,  sont  positives;  la 
nouvelle  valeur  a,  =  a-f-«  est  plus  grande  que  a,  mais  plus 
petite  que  la  racine  a,  +  P;  elle  est  donc  plus  approchée  de 

la  racine  que  a. 

La  quantité  f[a%)  ayant  le  même  signe  que  f[a)  et  par  suite 
que  /*(#),  on  peut,  en  partant  de  ai}  effectuer  une  nouvelle 
correction  analogue  à  la  précédente  ;  la  formule 


a.-       /»•> 


'1 


/>■) 


donne  une  troisième  valeur  a, =a1-|-an  plus  grande  que  a,, 
mais  plus  petite  que  la  racine,  et  par  conséquent  plus  appro- 
chée que  a,;  et  ainsi  de  suite.  On  obtient  de  la  sorte  une  suite 

de  grandeurs  croissantes  a,  ai9  a2,....,  inférieures  à  la  racine, 
et  tendant  par  conséquent  vers  une  limite  déterminée.  Cette 
limite  est  la  racine  elle-même;  car,  puisque  la  différence 

a^x— ««=«»=  —  — ^tend  vers  zéro,  quand  h  augmente 

indéfiniment,  et  que  le  dénominateur  f{an)  conserve  une 
valeur  finie,  il  est  nécessaire  que  le  numérateur  f{a^  tende 
vers  zéro.  Cette  méthode  revient  à  mener  des  tangentes 
à  la  courbe  aux  points  C,C,,Cf,...,  qui  ont  pour  abscisses 
a,a{,at....;  les  points  A,,Ar...,  où  les  tangentes  coupent 
Taxe  OX,  se  rapprochent  très  rapidement  du  point  M. 

232.  Supposons  maintenant  quece  soit  /"(A)qui  ait  le  signe 
de  /*(ar)  ;  nous  partirons  de  la  valeur  b  plus  grande  que  la 
racine,  et  nous  représenterons  cette  racine  par  b-\-h,h  étant 
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une  quantité  négative  ;  il  suffit  de  remplacer  a  par  b  dans  les 
formules  précédentes.  Les  deux  quantités  «  et  p  étant  de 
même  signe,  et  leur  somme  <x-f-p  =  étant  négative,  sont 
négatives  ;  la  nouvelle  valeur  bt=b-\-*  est  plus  petite  que  à, 
mais  plus  grande  que  la  racine  6,-ffî  elle  est  donc  plus  ap- 
prochée de  la  racine  que  b. 

La  quantité  f[b{)  ayant  le  même  signe  que  f[b)et  par  suite 
que  /"(a?),  on  peut,  en  partant  de  bu  effectuer  une  nou- 
velle correction;  la  formule  donne  une  troisième  valeur 
bt=bx-\-<ti,  plus  petite  que  bu  mais  plus  grande  que  la 
racine,  et  par  conséquent  plus  approchée  que  blf  etc.  On 
obtient  ainsi  une  suite  de  grandeurs 


c 
décroissantes  b,  bl9  £t,....,  qui  tendent  vers  une  limite  égale 
à  la  racine.  Ceci  revient  à  mener  les  tangentes  aux  points 
D,  D„  D„ ,  qui  ont  pour  abscisses  b,  bif  b%t 

Exemples. 
253.  Considérons  l'équation 

dont  la  plus  petite  racine  positive  est  comprise  entre  o,5 
et  0,4  (n°  239).  La  seconde  dérivée  est  positive  dans  cet  in- 
tervalle; la  fonction  étant  positive  pour  x=  o,3,  on  partira 
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de  cette  valeur;  la  méthode  de  Newton  donnera  1a  correc- 
tion approchée  par  défaut 


« 


Évaluons  maintenant  l'erreur  commise,  à  l'aide  de  la  for- 
mule (3)  ;  f{x)  a  une  valeur  positive  qui  croit  avec  x,  puis- 
que f"  {x)  est  positive  ;  la  valeur  de  F  («  +  *A)  est  donc  plus 
petite  que  /"(o,4),  et  l'on  a 

»<£&<*x.* 

La  quantité  A  étant  plus  petite  que  o,  i,  on  voit  de  suite  que  p 
est  moindre  que  0,003  ;  il  en  résulte  que  A  est  plus  petite  que 
o,oi4+0>°°3  et  par  conséquent  plus  petite  que  0,017.  En 
mettant  cette  valeur  dans  l'expression  de  l'erreur,  on  a 

P<o,oi7rX  o,3<o,oooi. 

La  valeur  de  A  est  donc  comprise  entre  o,oi3i  et  0,01 33;  on 
prendra  A=o,oi3i  et  Ton  aura  la  racine  x=o,3i3a  à  moins 
d'un  dix-millième  près. 

La  plus  grande  racine  positive  est  comprise  entre  3,6  et 
9,7.  La  seconde  dérivée  est  encore  positive  dans  cet  inter- 
valle; la  fonction  est  positive  pour  x  =  3,7  ;  on  partira  de 
cette  valeur;  la  formule  de  Newton  donne  la  correction 

f{b)  o,653  m 

-P<^3 L-<AtXo,6. 

La  valeur  absolue  de  A  étant  moindre  que  0,1,  on  voit  de 
suite  que  la  valeur  absolue  de  l'erreur  p  est  moindre  que 

22 
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0,006;  on  en  conclut  que  k  valeur  absoluede  A  est  inflérfenre 

à  0,04  ;  en  mettant  cette  valeur  dans  l'expression  de  l'erreur, 

on  a 

—  p  < 0,04*  X  0,6  O,ooi 

La  valeur  absolue  de  A  est  donc  comprise  entre  o,o3o  et 
o,o3a;  on  prendra  A  = —  o,o3i,  et  Ton  aura  la  racine 
x  =  2,669  à  moins  d'un  millième  près. 
254.  Nous  avons  vu  (n°  245)  que  l'équation 

x4 — 5z* — 7#f-|-i5:r-|-3=o 

a  sa  plus  grande  racine  comprise  entre  5,7  et  5,8.  La  seconde 
dérivée  est  positive  dans  cet  intervalle;  la  fonction  est  posi- 
tive pour  x= 5,8  ;  on  prendra 

f(b)  10,6096 

La  dérivée  troisième  étant  positive,  /"(#)  va  en  croissant 
avec  x;  on  a  donc  /*(*+^)</w(*),  et  par  suite 

&^     *TW     _*,X^i5168^ 
~P<:sXîio9,648~  2  X  209,64»  ^      X    ' 
Puisque  la  valeur  absolue  de  A  est  moindre  que  e,i,  l'erreur 
—  p  est  moindre  que  e,o©6  ;  on  en  conclut  que  la  valeur  ab- 
solue de  %  est  inférieure  à  0,06  ;  en  mettant  oette  valeur 
dans  l'expression  de  Terreur,  on  a 

—  P<o,o6l  X  o,5a  <  9,003. 

La  valeur  absolue  de  A  est  comprise  entre  o,o5o  et  o,o53  ;  on 
prendra  A=o,o5a,  et  on  aura  #=5,748  à  moins  de  deux  mil* 
lièmes  près. 

Inttiyolêtàon  par  pûrhes  proportionnette*. 
£55.  Nous  avons  déjà  fait  usage  de  cette  méthode  pour 
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nbréger  ie  calcul  dés  substitutions.  Elle  consiste  à  supposer 
que,  dans  un  intervalle  assez  petit,  la  variation  de  la  fonc- 
tion est  sensiblement  proportionnelle  à  celle  de  la  variable. 
Quand  x  varie  de  a  à  4,  la  fonction  éprouve  une.  variation 
égale  à  f{b)-~f(<t)  ;  à  une  variation  A— a  de  la  variable  cor- 
respond donc  une  variation  f(b)—f{a)  de  la  fonction  ;  cher- 
chons quelle  variation  a'  il  faut  donner  à  la  variable  pour 
que  la  fonction  éprouve  une  variation  égale  à  —  /(a),  et  par 
conséquent  devienne  nulle;  on  a  la  proportion 

«     =    -f(a) 
à -a     f(b)~f(a)'  ; 

d'où 

-(b-a)f(a) 

~    W)-f{a)    ' 

La  valeur  approchée  de  la  racine  sera  a  +  J  ;  mais  nous  ne 
savons  pas  évaluer  Terreur;  il  faudra  donc  faire  de  nou- 
velles substitutions.  Par  exemple,  si  l'on  a  calculé  d'abord 
la  raci&e  à  un  dixième  près,  la  différence  è — a  étant  égale  à 
un  dixième,  on  prendra  a'  à  un  centième  et  on  substituera 
dans  la  fonction  des  nombres  équidistants  de  un  centième,  ' 
en  montant  ou  en  descendant,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne 
deux  résultats  de  signes  contraires.  Quand  on  aura  ainsi 
trouvé  la  racine  avec  deux  chiffres  décimaux  exacts,  on  ef- 
fectuera une  nouvelle  interpolation  ;  la  différence  b—  a  étant 
égale  maintenant  à  un  centième,  oh  calculera  «'  à  un  dix- 
millième;  puis  on  fera  de  nouvelles  substitutions  pour  avoir 
la  racine  avec  quatre  chiffres  décimaux  exacts,  et  ainsi  de 
suite.  En  général,  on  double  à  chaque  opération  le  nombre 
des  chiffres  décimaux. 
Ce  mode  cTinterpototion  revient  i  remplacer  Tare  de  courbe 
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CMD  par  la  ligne  droite  CD.  En  effet,  la  droite  CD  a  pour 

équation 

Si  l'on  y  fait  y=  o,  pour  avoir  le  point  P  où  cette  droite 
coupe  l'axe  OX,  on  en  déduit 

ce  qui  donne  la  valeur  approchée  x=a+a'. 

Lorsque  la  seconde  dérivée  conserve  le  même  signe, 
quand  x  varie  de  a  à  *,  Tare  de  courbe  CMD  est  convexe, 
et  le  point  M,  où  la  courbe  coupe  Taxe  OX,  est  situé  entre 
le  point  P  et  le  point  A  t  ou  B,  où  la  tangente  menée  au 
point  G  ou  D,  pour  l'application  de  la  méthode  de  Newton, 
coupe  ce  même  axe  ;  la  racine  est  donc  comprise  entre  a-}-* 
ou  ft-f-a  et  a-|-«r.  L'emploi  simultané  des  deux  méthodes 
dispense  ainsi  de  l'évaluation  de  l'erreur,  et  l'on  sait,  d'une 
manière  précise,  sur  quelle  approximation  on  peut  compter. 

Reprenons,  par  exemple,  l'équation  (n*  254) 
x4  —  5a:*  —  yx*  -f-  i5x-|-3  =  o, 

qui  a  une  racine  comprise  entre  5,7  et  5,8.  La  méthode  de 
Newton  donne  un  résultat  trop  fort,  et  l'on  a 

x  <  5,8  —  o,o5o6  =  5,7494« 

L'interpolation  donne  au  contraire  un  résultat  trop  faible» 

#_o>iX9>a949 ^flft 

«  = —z —  =  o.oaoo * 

i9>9<>45 
et  l'on  a 

x>  5,7466. 
On  prendra  x= 5,748  à  moins  de  deux  millièmes  près. 
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CHAPITRE  V. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 

256.  On  ne  peut  pas  appliquer  le  théorème  de  Sturm  aux 
équations  transcendantes  ;  mais  on  peut  leur  appliquer  le 
théorème  de  Rolle  (n°  210),  pourvu  que  la  fonction  et  ses  dé- 
rivées restent  finies  ejt  continues;  on  effectuera  parce  moyen 
la  séparation  des  racines  en  dirigeant  convenablement  les 
substitutions.  Une  fois  les  racines  séparées  et  obtenues  avec 
une  certaine  approximation,  on  les  calculera  avec  un  plus 
grand  nombre  de  chiffres  décimaux  par  la  méthode  de 
Newton.  Supposons  qu'une  racine,  et  une  seule,  soit  com- 
prise entre  a  et  *;  on  posera  x=a+  A,  et  Ton  aura,  d'après 
la  formule  de  Taylor, 

o^f(a  +  h)=f(a)  +  hr(a)  +  *r(*+*à)> 

d'où 

f(a)      *'/»(«  +  <*) 

Si  Ton  prend  la  valeur  approchée 

f(«) 

l'erreur  commise  aura  pour  expression 

P— "      •/•«      * 
Le  calcul  est  le  même  que  pour  les  équations  algébriques, 

257.  Exemple  I.  Considérons  l'équation 

£•=100. 
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qui  a  été  traitée  par  Euler.  Si  Ton  prend  les  logarithmes 
vulgaires,  l'équation  devient 

f(x)  =  x\ogx —  a  =  o,    • 
et  Ton  a 

/»  =  loga?  +  M;    A*)  =  -- 

Quand  x  varie  de  o  à  1 ,  f{x)  reste  négative  et  il  n'y  a  pas  de 
racine  dans  cet  intervalle.  Substituons  les  nombres  entiers 

conséeutife 

*  =  *,    loga  =  o,3oi,  aloga=o,6o,  f(x)=— 1,40, 

x ;=3,    log  3 =0.477,  5  log  3  =  1, 43,  f(x)  =— 0,57, 

a?=4i     log4  =  o,6oa,  4log4=a,4i,  /*(*)  = +0,41. 

La  dérivée  s'annule  pour  #  =  -,  et  reste  positive  pour 

toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  cette  valeur  ;  on  en 
conclut  que  f{x)  va  en  croissant  constamment  quand  x  varie 

de  -  à  -4-  00;  cette  fonction  passe  donc  une  fois  et  une  seule 
e 

fois  par  zéro.  Ainsi,  l'équation  proposée  n'admet  qu'une  ra- 
cine réelle,  et  cette  racine  est  comprise  entre  3  et  4* 

Afin  de  diminuer  le  nombre  des  substitutions,  effectuons 
rapidement  une  interpolation  par  parties  proportionnelles 

entre  3  et  4.  On  a  a  =  -^  =  o,58.  Essayons  3,5  : 

0)9° 

x  =  3,5,    log  x  =  0,54406804,    f(x)  =  —  0,09576186, 
x  =  3,6,    log  #  =  o,5563o25o,    f{x)  =  -{-  0,00268900. 
La  racine  est  comprise  entre  3,5  et  3,6  et  très-rapprochéede 
ce  dernier  nombre.    . 

En  appliquant  la  méthode  de  Newton  et  partant  de  la  li- 
mite supérieure,  on  a  là  correction 

268000                       . _ 
■=-^5^8=-°»00a7145 
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On  évalue?»  l'erreur  par  la  formule 

a  /  (3,6)       a  X  o,gg 

Puisque  h  est  moindre  que  o,  1  eu  valeur  absolue,  on  veit  de 
suite  que  Terreur  est  jnoipdre  que  0,0007  ;  on  en  conclut  qu$ 
la  valeur  absolue  de  h  est  inférieure  à  o»ooaS  -f»  0,0007,  01 
à  o,oo35.  En  mettant  cette  valeur  dans  l'expression  de  l'er- 
reur, on  a 

—  p  <  0*0036*  X  0,07  <^o,oooo«u. 

La  valeur  de  A  est  donc  comprise  entre  -*  0*00*7  i4fc  et 
—  0,0037  >56;  on  prendra  A=—  0*003715  et  l'ouaura  la  ya- 

•  •  • 

due  «=5,597285  avec  six  décimales  exacte3. 
258.  exemple  IL  Soit  l'équation 

f(x)  =  x —  cos#=o, 
traitée  aussi  par  Euler.  On  a      . 

f(x)  =  1  +  sin  x9    f[x)  =*&»z. 

Pours=o,  ona/*(x)=— 1;  pour  x=-,  on  &  f(x)=-{--. 

a  2 

L'équation  admet  une  racine  dans  cet  intervalle,  et  elle 

n'en  admet  qu'une,  puisquela  dérivée  ne  s'annule  pas.  Au  delà 

de  -,  x  étant  plus  grand  que  1,  il  n'y  a  plus  de  racine.  U 

n'y  *  pae  90a  plua  do  ractae  négative.  Ainsi*  l'équatk»  pro* 
posée  n'admet  qu'ime  facto*  réelle,  et  elle  est  comprise 
Wtft  o  et  ». 

Pour  faire  les  substitutions*  «eus  aous  servirons  de  la 
partie  des  tables  de  Callet  qui  donne  les  sinus  naturels  sui- 
vant la  nouvelle  division  de  la  circonférence  et  de  celle  qui 
donné  léêf  toifgneàrs  mêmes  de  ces  arcs.  En  suivant  de  l'œil 
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les  deux  tables,  on  voit  que  le  changement  de  signe  a  Ken 
de  47*  à  489  ; 

x  =  47°  =  o,738f    cosx=o,74o,    f(x)  = — 0,002, 
x=4B°  =  0,754,    cos  2=0,729,    f{x)  =  +  0,025. 

La  racine  est  comprise  entre  47*  et  48*  et  très-rapprochée 
du  premier  de  ces  nombres.  L'interpolation  par  parties 

proportionnelles  donne  «= — <o,i.  Ainsi,  il  est  probable 

que  la  racine  est  comprise  entre  47*  et  47%  »  • 
Voici  le  nouveau  calcul  de  substitution  : 


*=47#=     0,73827  4*7 
cosx=     0,73963  109 


x=47°,i=     0,73984  807 
cosx=      0,73857  3o2 

f(x)  =  +  0,00117  ao5 


/•(x)=— 0,001 35  682 

La  racine  est  comprise  entre  47*  et  47%  1. 
La  méthode  de  Newton  donne  la  correction 

0,00127  205  c 

a;== R-f      */   =—0,00075980 

1,67417  349 

On  évaluera  Terreur  par  la  formule 

_p<*^<A.xo>a3. 

2X1,67 

La  valeur  absolue  de  A  étant  moindre  que  0,002,  l'erreur 
est  moindre  que  0,002*  X  o,*5  ou  que  0,000001;  on 
en  conclut  que  la  valeur  absolue  de  A  est  plus  petite  que 
0,000760 +.0,000001  ou  que  0,0008.  Mettant  cette  valeur 
dans  l'expression  de  l'erreur,  on  a 

—  p<o,ooo8*  X  o,23<o,ooooooi5. 
La  valeur  de  A  est  donc  comprise  entre — 0,00075980  et 
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—  0,00075996;  il  en  résulte  que  la  valeur  de  x  est  elle- 
même  comprise  entre  0,73908528  et  0,7390851 1  ;  on  prendra 
2=0,739085*  avec  sept  décimales  exactes. 
239.  Exemple  III.  Soit  l'équation 

f(x)=x—  tangxso, 

que  Ton  rencontre  dans  la  théorie  des  vibrations  des  corps 
élastiques  et  aussi  dans  l'étude  des  lois  de  la  propagation  de 
là  chaleur.  On  a 

/*(*)  = -tang»*,    />)  =  _i^S5. 

On  voit  d'abord  que  les  racines  de  l'équation  sont  deux  i 
deux  égales  et  de  signes  contraires.  Quand  x  varie  de  o  à 


TS 


- ,  Tare  étant  plus  petit  que  la  tangente,  la  fonction  est  néga- 


a 


tive;  de  -  i  «1  la  tangente  étant  négative,  la  fonction  estpo* 

sitive  ;  ainsi  il  n'y  a  pas  de  racine  de  o  à  *.  Quand  x  varie 

3* 

de  *  à  — ,  la  fonction  passe  d'une  valeur  positive  A  une  va- 
leur négative  ;  il  y  a  donc  une  racine  réelle  dans  cet  inter- 
valle, et  il  n'y  en  a  qu'une,  puisque  la  dérivée  ne  s'annule 

3* 

pas;  de  —  à  a*,  la  tangente  étant  négative,  la  fonction 

reste  positive.  Si  l'on  continue  à  faire  croître  x,  on  trouvera 
de  même  deux  racines  réelles  sur  chaque  circonférence,  une 
dans  le  premier,  l'antre  dans  le  troisième  quadrant.  Ainsi, 
Féquation  admet  une  infinité  de  racines  réelles. 
Proposons-nous  de  calculer  la  plus  petite  racine  positive  ; 

pour  x=*+  -,  la  tangente  est  égale  à  1  et  la  fonction  est 

4 
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5s 

encore  positive;   la   racine   est  donc  comprise  entre  — 

3*  4 

et  — ,  c'est-à-dire  entre  5,9  et  5.  Essayons  le  nombre  inter- 

médiaire  4»5.  Posons  x  =  *  -J-  x';  pour  x  =4,5,  Tare  s?  est 
égal  à  i,3584  et  vamt  à  peu  près  ??*3o'  en  degrés  anciens. 
On  cherchera  dans  les  tables  le  logarithme  de  la  tangente, 
puis  la  valeur  même  de  la  tangente*  : 

r=4,5,     ar'  =  77°5o',     logtang  a/ = 0,6865557, 
tang  * '  =  4,6384,    f(x)  =  —  o,  1 384. 

Le  résultat  étant  négatif,  le  nombre  4,5  est  trop  grand. 
Essayons  4,4  : 

ar=~r4,4,    #r=7a*ô',     logtang  4^=  0,490809$, 
tang  x'  =  3,0960,    f{x)  =  -f  1 ,3o4o. 

Ainsi,  la  racine  est  comprise  entre  4,4  et  4,5  et  très~rappro- 
chée  de  ce  dernier  nombre. 

L'interpolation  par  parties  proportionnelles  donne  la  cor- 
rection 0,09.  Nous  essayerons  donc  449 : 
#1=4,49,   *'=77*l5'5o#>  tangar'=4,4aa5,   ^=±+0,0677 
0=x4,5o,   *'=77°49' 5o">  tong4P'=ç4|63y*»   A*)=*— °» ^a- 
La  racine  est  comprise  entre  4,49  et  4,5o.  I/mterpolation 
par  parties  proportionnelles  donne  «=o,oo33  par  défaut;  on 
essayera  donc  4>4934  • 
#^4,4934,  af=xw**7io',5,  tang£'=s4,493»iô,  /p(*)»+o>oooi<)o 
a?=4;4935,  ^=77027'3o",9,  tànga^=4,4955a8,  f(*y*— o,<*i8*8. 

La  racine  est  comprise  entre  4*49^4  et  4,4g35  et  très-rap- 
prochée  du  premier  de  ces  nombres.  L'interpolation  donne 

*'  iqo  -,    ~  , 

=  — 2-r  =  0,094.  On  aura  donc 


0,0001      $018 

x  =  4,4934<>94. 
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860*  Exemple  IV.  Soit  l'équation 

e» — e-*  =  <H?f 

que  l'on  a  à  résoudre  dans  le  problème  de  la  chaînette,  c'est- 
à-dire  lorsqu'on  cherche  la  forme  d'équilibre  d'une  chaîne 
pesante.  Prenons  a  =;  12,54,  on  a 

f(x)  =  e*  —  er* — ia,54  X  x=o, 
/»  =  *•  +  «""—  ^,54, 

On  calculera  e9  et  er*  par  les  formules 

log  e* = Ma?  =  0,45429448  a  X  x,    log  c^ =  —  log  e*. 

L'équation  est  vérifiée  pour  x=  o  ;  mais  elle  admet  en  outre 
une  racine  positive,  que  nous  nous  proposons  de  déterminer. 
La  valeur  x  =  1  donne  évidemment  un  résultat  négatif,  et 
de  mômea=a.  Substituons  les  nombres  suivants: 

a?  =  3,    e*  =  2o,    f(x)=sz — 17^ 
S=4t    e*  =  55,    f(x)  =  +  5. 

La  racine  est  comprise  entre  3  et  4-  L'interpolation  donne 
a =0,8.  Essayons  3,8  : 

ar=3,8t    ^=44,7012,    érx=o,oaa4,    Aar)=^a>973ai 
x=3,q,    e*5=494oa5,    *-*:?=;  o,oaoa.    f(x) =-f-  0,47*3. 

Ut  racine  est  comprise  entre  3,8  et  3,9. 
La  méthode  d'approximation  de  Newton  donne 

0,4763 

*=-36^  =  -°'01291 • 

et  l'on  a 


346  LIVRE  VII,   CHAP.    V. 

La  quantité  A  étant  moindre  que  o,  1,  l'erreur — p  est  moindre 
que  0,007  ;  on  en  conclut  que  la  valeur  de  —  A  est  plus  petite 
que  o,oi3-|-o,oo7  ou  0,02.  D'après  cela,  on  a 

—  p  <  0,0a1  X  0,7  =  0,00028. 
Il  en  résulte  que  la  valeur  de  A  est  comprise  entre  — 0,01291 
et  —  o,oi3ao.  On  prendra  A= — o,oi3  et  Ton  aura x=3,88; 
avec  trois  décimales  exactes. 

261.  Exemple  Y.  La  détermination  du  mouvement  d'une 
planète  ou  d'une  comète  autour  du  soleil  se  ramène  à  la  ré- 
solution de  l'équation 

u — e'sinu=Ç, 
dans  laquelle  la  lettre  î  désigne  un  angle  donné,  u  un  angle 
cherché,  e'  l'excentricité  e  de  l'orbite  divisée  par  sin  1*. 

Quand  on  obtient  cette  équation,  Ç  et  t*  désignent  des 
longueurs  d'arc;  on  la  transforme  en  changeant  les  arcs 
en  angles.  Soit  x  le  nombre  qui  mesure  la  longueur 
d'un  arc,  le  rayon  étant  pris  pour  unité;  on  sait  que, 
dans  la  construction  des  tables  trigonométriques,  la  lon- 
gueur de  l'arc  d'une  seconde  a  été  prise  pour  le  sinus 

de  l'angle  d'une  seconde;  le  quotient  a/=- — ;  exprimera 

donc  combien  l'angle  qui  correspond  i  l'arc  x  contient  de 
fois  l'angle  d'une  seconde.  Ainsi,  pour  transformer  un  arc 
en  angle,  l'angle  de  1'  étant  pris  pour  unité,  il  suffit  de  le 
diviser  par  sin  1*.  Si  donc  on  divise  par  sin  1*  tous  les 
termes  de  l'équation  u — esinti=(>  on  obtient  l'équa- 

tion  u1 : — -sin it=Ç. 

sin  i* 

Quand  il  s'agit  des  planètes  dont  les  orbites  ont,  en  géné- 
ral, des  excentricités  très-petites,  on  peut  résoudre  l'équation 
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par  la  méthode  des  approximations  successives.  Écrivons,  en 
effets  l'équation  sous  la  forme 

En  négligeant  le  second  terme  du  second  membre,  on  a  une 
première  valeur  approchée  u,  =  Ç.  Substituant  cette  valeur 
dans  le  second  membre,  on  a  une  seconde  valeur  ut=Ç+  *'  s*n  ?> 
plus  approchée  que  la  première*  Substituant  cette  seconde 
valeur  approchée  dans  le  second  membre,  on  a  une  troisième 
valeur  encore  plus  approchée  u,  =  Ç  +  é  sin  «flt  et  ainsi  de 
suite.  Soit  Î=6a°a8,54*,6  et  6=0,01679226,  excentricité 
de  l'orbite  terrestre,  d'où  log  e'=3,53g5343.  On  trouve 

é  sin  Ç  =  o° 5i •  1 i",8 ,         a,  =  63* 20'  <?£ ; 

é  sin  Uj  =  o°  5 1'  35*,5 ,         u% = 63p  20'  3o\i  ; 

4  sin  u%  =  o°  5 1'  35*,  7 ,         t*t  =  63°  20'  3o*,3 . 

On  voit  que  les  corrections  deviennent  de  plus  en  plus  pe- 
tites; la  correction  suivante  n'aurait  pas  d'influence  sur  les 
dixièmes  de  seconde, 

Exercice$. 
1°  Partager  un  demi-cercle  en  deux  parties  équivalentes 
par  une  droite  parallèle  au  diamètre. 
2?  Calculer  les  racines  réelles  des  équations 

(1)  (4 — Zx*)smx — 4#cos*=oy 

(2)  (e*  -\-  e^*)  cos  x —  2=0, 

(3)  (e*  +  <r*)cosx-f2  =  o, 


x1  x*  xk 


W       i-*  +  7-T5-77T^  + 


(1.2)»     -  (l.2.3j*    '    (1.2.3.4)» 
x9  x*  XK 


=  0 


=  0. 


(5)      1  —  -4-— _ l 

v;  i^3.2f    .  4(2.3)f  T  5(2.3.4)* 

On  rencontre  ces  équations  dans  diverses  questions  de  mé- 
canique ou  de  physique  mathématique. 
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CHAPITRE  VI. 


DECOMPOSITION  DES  FRAOTIOflS  RATIONNELLES, 


362.  On  appelle  fraction  rationnelle  une  fraction  algé- 
brique dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes  entiers 

d'une  même  lettre  x.  Soit  -?tt  u&e  fraction  de  cette  forme» 

A*) 

Nous  pouvons  toujours  supposer  cette  fraction  irréductible; 
car,  si  les  deux  polynômes  avaient  des  facteurs  com- 
muns, on  les  supprimerait.  Lorsque  le  numérateur  est 
d'un  degré  plus  élevé  que  le  dénominateur,  on  effectue  la 
division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santés  de  #,  ce  qui  donne  un  quotient  entier  et  une  frac- 
tion ayant  son  numérateur  d'un  degré  moins  élevé  que  le 
dénominateur.  Laissant  de  côté  cette  partie  entière,  nous 

avons  à  considérer  une  fraction  irréductible  ~4 .  dont  le 

A*) 

numérateur  est  d'un  degré  moins  élevé  que  le  dénominateur. 
Nous  désignerons  par  m  le  degré  du  dénominateur,  le  nu* 
mérateur  étant  au  plus  du  degré  m  —  t. 

Cas  des  racines  inégales* 

263.  Supposons  d'abord  que  l'équation  A*)— °  n'***  $**&* 
racines  égales.  Appelons  a,  *,  <?, . . . . ,  /les  m  racines  de  cette 
équation,  et  posons 
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Remplaçons x  par  <M-(*— <0t  eU  regardant  x — a  comme  un 
accroissement,  développons  les  deux  polynômes  F{x)  et  ft(x) 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x — a, 


x  —  a 


F(x)=V{a  +  x  —  a)  =  F(a)  +  F'(a) -  + 

Divisons  le  premier  polynôme  par  le  second,  en  ordonnant 
le  quotient  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x —  a; 

le  premier  terme  du  quotient  est  j-j^  ;  appelons  A  ce  pre- 
mier terme  ;  en  multipliant  le  diviseur  par  A  et  retranchant 
le  produit  du  dividende,  on  a  un  reste  qui  ne  contient  plus 
de  terme  constant;  si  Ton  met  a?  —  a  en  facteur  commun,  ce 
reste  peut  être  représenté  par  {x —  a)  F,  (x).  Du  dividende, 
qui  est  au  plus  du  degré  m — 1,  on  a  retranché  le  pro- 
duit A/;  (x)  qui  est  du  degré  m  —  1,  et  Ton  a  mis  a:— a  en 
facteur,  le  polynôme  F,(x)  est  donc  au  plus  du  degré  m — a. 
En  arrêtant  la  division  à  ce  premier  terme,  on  a 

/".M  -    AW      ' 

et,  en  divisant  les  deux  membres  par  *— a» 

F(J)=    A        F>W| 
/(a?)      *  —  <!"*"/;(*)* 

Ainsi,  la  fraction  proposée  est  égale  à  une  première  frac- 

A  F  (x) 

tion  simple ,  plus  une  fraction  rationnelle  -—^ ,  de 

totae  forme  que  la  première*  mais  d'un  degré  moins  élevé  ; 
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le  dénominateur  fx[x)  est  en  effet  du  degré  m— 1,  le  numé- 
rateur Ft  [x)  du  degré  m—  %  au  plus.  Cette  nouvelle  fraction 
est  d'ailleurs  irréductible  comme  la  proposée  ;  car  si  les  deux 
termes  avaient  un  facteur  premier  commun,  ce  ne  pourrait 
être  que  l'un  des  facteurs  de  f%  (x),  par  exemple  x  —  b  ;  ce 
facteur,  divisant  A/i(x)  et  [x—a)Fi(x)i  diviserait  leur 
somme  F(x),  ce  qui  est  impossible,  puisqu'on  a  supposé 
qu'aucun  des  facteurs  de  f(x)  ne  divise  F(x). 
Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  à  la    fraction 


/.(*) 


.  Si  l'on  pose  fi(x)=(x — b)fÈ(x)}  on  aura 
?,(«)_     B         F,(x) 


F  (x\ 

la  nouvelle  fraction  ■  iV  ;  étant  aussi  irréductible,  son  dé- 

nominateur  du  degré  m  —  2,  son  numérateur  au  plus  du 
degré  m — 3.  De  môme  « 

F.(«)=    C      ,  F,(*) 

'  En  continuant  de  cette  manière,  on  arrivera  enfin  à  une 
fraction  du  premier  degré 

F-t(*)_    L 

f^ix)   x-r 

Si  l'on  ajoute  toutes  ces  égalités,  les  fractions  intermédiaires 
disparaissent,  et  l'on  a 

FW A_     _B_  L 

/Y*j~ x—a^x  —  b~*~ 1"j-/# 

Ainsi,  la  fraction  rationnelle  est  décomposable  en  une  somme 
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de  fractions  simples,  ayant  respectivement  pour  dénominateurs 
les  facteurs  premiers  qui  composent  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée  et  pour  numérateurs  des  constantes. 

264.  Je  dis  maintenant  que  la  fraction  proposée  n'est 
décomposable  qu'en  un  seul  système  de  fractions  simples.  On 
démontre,  en  effet,  que  deux  systèmes  de  fractions  simples 

-A-+— ■ 

x  —  a      x —  b 


+r^  + 


A'   4-    B'    4- 

x — a      x — o 

égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  sont  identiques.  Multi- 
plions par  x — a,  il  vient 

A+(»-«)[;JL6+^+ ] 

Donnons  maintenant  à  or  la  valeur  particulière  a  ;  le  premier 
membre  se  réduit  à  A  ;  si  aucun  des  dénominateurs  des  frac- 
tions du  second  système  n'était  égal  à  x  —  a»  le  second 
membre  s'évanouirait  quand  on  fait  x  =  a  ;  il  faut  donc 
que  l'un  de  ces  dénominateurs  soit  égal  à  x — a.  Supposons, 
par  exemple,  a'=a  ;  alors  on  a 

et  si  l'en  fût  #— a,  on  en  déduit  A'= A.  Ainsi  la  fraction 


du  premier  système  fait  partie  du  second.  Suppri- 
me—a 
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mons  ces  deux  fractions  égales,  il  reste  deux  systèmes 
égaux 

b  +j-+ =^,+^+ 


x  —  b      x — c  x  —  V      x  —  c'    . 


On  démontrerait  de  même  que  la  fraction     .  du  pre- 
mier appartient  au  second,  et  ainsi  de  suite.  Alors  les  deux 
systèmes  sont  identiques. 
265.  Calcul  des  numérateurs.  Nous  avons  trouvé 

A_F(a) 

Le  premier  numérateur  A  est  la  valeur  de  la  fraction 

F(*) 


\x  —  a) 


quand  on  y  fait  #=a.  De  même,  le  second  numérateur  B  est 
la  valeur  de  la  fraction 


quand  on  y  fait  x  =  b,  etc. 

On  peut  aussi  calculer  ces  constantes  au  moyen  de  la  dé- 
rivée de  la  fonction  f(x).  En  effet,  nous  avons  posé 

f{x)  =  (x-a)fl{x); 

si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres,  il  vient 

et,  en  faisant  x=a, 
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On  en  déduit 

A~A«) 

On  aura  de  même 

n*ï       r(c) 

Ainsi,  les  numérateurs  des  fractions  simples  sont  les  diverses 

F  (x) 
valeurs  que  prend  la  fraction  Trj-\9  quand  on  y  remplace 

i  (x) 

successivement  x  par  chacune  des  racines  a,  b, ••••  /  de  (équa- 
tion f(x)  =  o. 

Exemples, 

m 

!•  Soit  à  décomposer  la  fraction 

F(x)  _      ax8  +  5xa  —  fi 
f(x)      xk  -f-  ax3  —  x%  —  ax 

En  résolvant  l'équation 

X4  +  2X*  —  x%  —  ax  =  o, 

on  obtient  les  quatre  racines  simples  o,  1,  —  i,  —  a.  Ainsi 
la  fraction  rationnelle  se  décomposera  en  quatre  fractions 
simples  de  la  forme 

F(x)     A  .      B      ,      C      ,      D 


f(x)      x      x — i      x-f-*      x-f-a 

Pour  calculer  les  numérateurs,  nous  nous  servirons  de  la 
dérivée 

f{x)  =  t{X%  +  ^x%  —  *# — a> 
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ce  qui  donne 

r_P(-Q_-5 

n_F(-a)_-a_i 

r(-»)"-«  3" 


Nous  ayons  donc 


3  i 

9 


aa^  +  Sg1— 6  3 6 a 

r*-J-aar* — a:1  —  a#      a:      a: —  î      x+  î 


a?*-j-aar* — a:1  — aa:      x      x — î      x-\-i     a:-j-a 

2#  Soit  à  décomposer  la  fraction 

g»  +  i 

(a?  +  i)  (r— i)  (x  —  a)  (x  —  3)# 
La  fraction  proposée  se  décomposera  de  la  manière  sui- 
vante 

**  +  l  =    A    \     B     |     C .     |     ^ 


(ar+i)(ar— i)(ar— a)(a?— 3)     ar+i'a;—  i  '  a:— a  '  x— 3' 

On  peut  déterminer  les  constantes  immédiatement,  et  sans 
l'aide  d'aucune  formule,  par  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés. Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  le  dénomi- 
nateur, Pégalité  précédente  devient 

a?f  +  »=A(«—  i)(x— a)(ar— 3)+B(*+i)(a:— a)(«— 3) 
+  C(*+i)(*-i)(*-8)+D(*+i)(*-i)(*— •). 
Cette  égalité  doit  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
Donnons  à  x  successivement  la  valeur  de  chacune  des  ra- 
cines —  i,  i,a,3,  tous  les  termes  du  second  membre  s'éva- 

* 

nouissent,  excepté  un,  et  Ton  a  les  relations 

a  =  — a4A,    a=4B,    5  =  — 3G,     io  =  8D; 
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d'où  Ton  déduit  les  valeurs  des  constantes 

À  =  —  ,    B  =  -,    C  =  -£,    D  =  ^. 

Cas  des  racines  multiples. 

266.  Supposons  que  a  soit  une  racine  de  l'équation  f(x)=o 
d'un  ordre  n  de  multiplicité.  Nous  poserons 

fl*}  =  (*-a)Y«M. 
et,  après  avoir  développé,  comme  précédemment,  les  deux 
polynômes  F  (x)  et  ft  (x)  suivant  les  puissances  croissantes 
de* — a, 

A(*)=A(a+ï^"a)=A  (a)+/>)^+ 

nous  effectuerons  la  division  du  premier  par  le  second, 
ordonnant  le  quotient  suivant  les  puissances  croissantes  de 
x — a  et  poussant  l'opération  jusqu'au  terme  du  degré  n —  1  ; 
représentons  ce  quotient  par 

A%+Ai(x-a)+Ai(x-ay  + +  Aa_1(*-a)*-*; 

le  reste  de  la  division,  contenant  à  tous  ses  termes  le  facteur 
[x — a)",  peut  être  mis  sous  la  forme  {x  —  a)*Ft(z).  On  a 
ainsi 

F(x)  (x — a)nFJx) 

?iJ=At+At(x-a)+.....+A^l(x-a)>-'+(      f>(x)>{  \ 

et,  en  divisant  les  deux  membres  par  {x — a)B, 

F(x)_    A,              A,  ,  A^.,      F,(x) 

f{x)     (x— afy'{x— o)*-,-r" ^ar— a  "*"  /",(*)  ' 

Le  diviseur  ft{x)  étant  du  degré1  m — n,  et  le  quotient  du  degré 
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n  —  i,  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  est  du  degré 
m — i,  et,  comme  le  dividende  F  (x)  est  au  plus  du  degré  m — i, 
la  différence  ou  le  reste  de  la  division  sera  au  plus  du  degré 
m —  i  ;  puisqu'on  a  mis  (x — a)n  en  facteur,  il  en  résulte  que 
le  polynôme  Fj  (x)  est  au  plus  du  degré  m — n —  x.  Il  est  évi- 
dent, d'ailleurs,  que  les  deux  polynômes  ft  (x)  et  Fft  (x)  sont 
premiers  entre  eux  ;  car,  s'ils  avaient  un  facteur  commun,  ce 
facteur  diviserait  f(x)  et  F(x),  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo- 
thèse. 

Ainsi  le  facteur  multiple  (x  —  a)"  donne  lieu  à  une  sé- 
rie de  n  fractions  simples,   et  nous  avons  i  décomposer 

la  fraction  irréductible    ';  : ,  dont  le  dénominateur  est  du 

fx  (*) 

degré  m —  n,  le  numérateur  au  plus  du  degré  m — n—  i. 

Supposons  que  l'équation  f(x)=o  admette  une  seconde  ra- 
cine b  d'un  degré  p  de  multiplicité;  nous  poserons 

A(*)=(*-*)'/;(*), 

et  nous  aurons  de  même 

F,(x)_     B„  B,  B,.,      F,(x) 

ft{x)      (x— by^ix— 4)»-,"r      "      ^x—à^fax)' 

S'il  y  a  une  troisième  racine  c  d'ordre  q,  on  aura  encore 

E^ù c    i     c>     | j-Sti+JM. 

ft(x)  —  {x—c)i T  (x— c)»-4^  ^x—c^  f3(x) 

S'il  n'y  a  pas  d'autre  racine  multiple,  le  polynôme  fz(x) 
ne  contenant  plus  que  des  facteurs  simples,  on  aura,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut, 

F,(x)        DE  L 

f%(x)      x-d^~x—e~t "t"x— /* 

En  ajoutant  toutes  ces  inégalités,  on  trouve  enfin 
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*(»>  =     A.  A,  A., 

/(»)      ($— «)n_r  (s— a)"-1  "*■  ""a;— a 

I  B»  I  B»  V  ■      Bn-1 

A  chaque  racine  multiple  correspond  un  groupe  de  frac- 
tions simples.  La  première  fraction  de  chaque  groupe  existe 
nécessairement,  mais  les  autres  peuvent  manquer  ;  en  effet, 
quand  on  effectue  la  division  des  polynômes  F(x)  et  ft(x), 
ordonnés  comme  nous  l'avons  dit,  les  premiers  termes  F  (a) 
et  /i  (a)  ne  sont  pas  nuls,  et  par  conséquent  le  premier 

¥(a) 
terme  A.  =  t-M  du  quotient  n'sst  ni  nul  ni  infini;  mais 

les  autres  coefficients  peuvent  être  nuls. 

267.  Je  dis  maintenant  que  la  fraction  proposée  n'est  décom- 
posable  qu'en  un  seul  système  de  fractions  simples. 

Soient 

A0       .        A,                          B0               B, 
(x-ajnT^^iT mr{x—b)>'r(x—b)>-î~r ' 

A  o       . A i  °      j  '         l 

(X—ay't~{x—ay-i~r ~r(x—bfT{x—by-i'T f 

deux  systèmes  égaux  entre  eux,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  x.  Multiplions  les  deux  expressions  par  (x  —  a)n  et  fai- 
sons x =a;  la  première  se  réduit  à  A0 ;  si  aucune  des  frac- 
tions du  second  système  n'avait  pour  dénominateur  une 
puissance  de  x —  a,  le  second  membre  s'évanouirait  quand 
on  fait  x  =  a  ;  il  faut  donc  que  certaines  fractions  du  second 
système  ai«t  pour  dénominateurs  des  puissances  de  x  —  a. 
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Soit  a!  =  a;  je  dis  que  n'=n\  car  si  les  deux  exposants  dif- 
féraient, si,  par  exemple,  n  était  plus  grand  que  n',  en  mul- 
tipliant par  (x  —  a)",  on  verrait  que  pour  x  =  a  le  premier 
membre  se  réduirait  à  A0,  tandis  que  le  second  s'évanouirait; 
on  a  donc  aussi  ri=n.  Mais  alors  l'égalité  devient»  après  la 
multiplication  par  [x — a)*, 

A.  +A,(*-«)  + +  (x-a)-[{-^+ ] 

=A',+A',(x-«)  + +(*_a)-[^^H- } 

si  Ton  fait  x  =  a,  on  en  déduit  A0  =  A'0.  Ainsi  la  première 
fraction  du  premier  système  se  retrouve  dans  le  second.  En 
supprimant  ces  deux  fractions  égales  et  recommençant  le 
même  raisonnement,  on  verrait  que  la  seconde  s'y  trouve 
également,  et  ainsi  de  suite.  Donc  les  deux  systèmes  sont 
identiques. 

Exemple. 

Soit  à  décomposer  la  fraction  rationnelle 

F(x) 4^'  —  5x-j-a 

f(x)      a:6  — x5 — ar*  -j-  *a  # 

Le  dénominateur 

f(x)  =  x\x—i)\x  +  i) 

contenant  un  facteur  triple,  un  facteur  double  et  un  facteur 
simple,  la  fraction  proposée  se  développera  en  fractions  sim- 
ples de  la  forme  suivante 

F(s)^A0  .  A,     A  B0  B,  C 

f(x)      x'^x^x  "*"(*—  î)*"1"*—  l^X+l* 

Calculons  les  trois  constantes  qui  se  rapportent  au  facteur 
triple  x.  Nous  ordonnons  par  rapport  aux  puissances  crois- 
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santés  de  #, 

F  (x)  =  a  —  5x  +  4#f» 

fi{x)  =  (x— l)\x— 0  =  i— *— ^l+xi, 

et  nous  effectuons  la  division  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions 
au  terme  du  second  degré,  en  remarquant  que  dans  ce  calcul 
il  est  inutile  d'écrire  les  termes  d'un  degré  supérieur  au  se- 
cond, ce  qui  abrège  l'opération, 


a  —  5x 

—  ZX  -f-  2#* 
—    X1 


1  — X  —  X* 


a —  Sx  —  x*. 


Puisque  le  quotient  a  été  représenté  par  A0  -f- Atx  +  A^*, 
on  a  A0  =  a,      Aj=  —  3,      Af  = —  i. 

Calculons  maintenant  les  coefficients  qui  se  rapportent  au 
facteur  double  x  —  i.  On  peut  supposer  que  l'on  commence 
la  décomposition  par  ce  facteur.  Nous  développerons  jusqu'au 
premier  degré,  en  négligeant  les  termes  suivants, 
P(^)=P(i+5=T)=P(i)+F/(i)(x-i)+ =i+7(*_i)+ 

et  nous  effectuerons  la  division 


*+7(«— 0 


»  +  ?(*— 0 


a  a      4 

Ce  quotient  a  été  représenté  par  B0-J-Bj  {x— 1);  on  a  donc 

B0  =  i,     Bf=|. 

Quant  au  coefficient  C,  qui  se  rapporte  au  facteur  simplo 
s-f  i,  si  l'on  pose  ft(x)=x2  (x— i)f,  on  a 

F(-i)_   5    _      5 
u-/-(-i)--4~     4* 
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On  a  ainsi 

i  7  3 

4#s — 5x+a     a      3      l  ,       a       ,      4  4 


a?c — x5  —  #4-f-#3     a:3     #'     x     (a: — î)1     x — î      #-}~l" 
On  peut  employer  aussi  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés. On  a  posé 

flc»— fa+a     =A0     A,     A,         B0  B,  C 

a?6 — #B— #'+£'     x*     a:1     x     (x — i)1     x—  i     x-\-\* 

Si  Ton  chasse  les  dénominateurs,  cette  égalité  devient 

4r*  —  5ar  +  a  =  (A0  -|-  At#  -f*  Atx*)(x  —  i)*(x  -\- 1) 
+[B0  +  Bt(x-i)]x*(x+i)  +  Cx*(x-iy. 

En  donnant  successivement  à  x  les  valeurs  o,  i,  — î,  on  a 

a  =  A0,       i  =  aB0,      3  =  — 4C, 

d'où  a  —,       *  — 1       r—     3 

a  4 

Prenohs  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente, ce  qui  donne 

iax,-5=(A1+aAlx)(jr-i)l(a?+i)+(A0+Ala:+A1a?|x[a(ar--i)(x+i)+(jr-i 
+Blx*{x+i)  +  [Bù+Bi(x-i)][3x*(x+i)+x*] 
+3Ca:,(jr-i)l+aCx,(x-i), 

et  dans  cette  dernière  égalité,  faisons  «^o  et  x=  i,  nous 

aurons 

—  5  =  Af  — A0,      ç  =  *Bi+7B(n 

d'où  A,  =  —  3,      B,=|. 

Il  ne  reste  plus  que  la  constante  Aâ  à  déterminer.  Pour  cela 
nous  prendrons  encore  une  fois  la  dérivée  et  nous  y  ferons 
ar=o.  Il  suffit  d'écrire  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  le 
facteur  x9 

24^=2A,(jr— i),(a?+i)  +  aA1[a(x— i)(x+i)+(x — >,*'] 
+À§[a(*+i)+4(*-i)]+ 
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Si  Ton  fait  x  =  o,  il  vient 

o=2À2 — aAj  —  2À69 
d'où 

A,= — i. 

Cas  des  racines  imaginaires. 

268.  La  décomposition  de   la  fraction  rationnelle  -^ 

A*) 

est  vraie  d'une  manière  générale,  quelles  que  soient  les 
racines  de  l'équation  f(x)=o,  réelles  ou  imaginaires.  Sup- 
posons que  les  deux  polynômes  qui  composent  la  fraction 
proposée  aient  tous  leurs  coefficients  réels  ;  dans  ce  cas,  si 
l'équation  admet  une  racine  imaginaire  simple  «+p«,  elle 
admettra  la  racine  conjuguée  a—  pi.  A  ces  deux  racines  cor- 
respondent dans  le  développement  des  fractions  simples  de  la 

forme 

A  +  Bi  A  — Bi 

X  —  a — pi'      X — ot-f-P«' 

les  numérateurs  de  ces  deux  fractions  sont  des  quantités 
imaginaires  conjuguées;  car  la  seconde  se  déduit  évidem- 
ment de  la  première  par  le  changement  du  signe  de  i.  Si  Ton 
veut  éviter  les  imaginaires  dans  la  décomposition,  il  suffît 
d'ajouter  ces  deux  fractions  simples,  ce  qui  donne 

A-fRi  A  — Bi   _aA(x  — a)  — aBp 


Ainsi,  à  un  couple  de  racines  simples  imaginaires  conjuguées 
correspond  une  fraction  réelle  de  la  forme 

Ms+N 
x*  -\-px-\-q' 

ayant  son  dénominateur  du  second  degré  et  son  numérateur 
du  premier  degré. 
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269,  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  les 
racines  imaginaires  conjuguées  sont  simples;  supposons 
maintenant  qu'elles  soient  d'un  degré  n  de  multiplicité,  et* 
pour  abréger,  représentons  par  x*  -\-px  +  q  le  produit 
(x — «)' +p*  des  deux  facteurs  binômes  du  premier  degré. 
Nous  allons  démontrer  que  la  partie  qui,  dans  le  développe- 
ment, correspond  à  ces  deux  racines  imaginaires  conjuguées 
d'ordre  n,  peut  être  ramenée  à  une  somme  de  n  fractions  de 
la  forme 

M0*  +  N0  M,*  +  N,  M^  +  N.., 


(xa  +  px -f- q)*      (x*  -l-px  +  p)»-1  r  x*-\-px  +  q' 

dont  les  numérateurs  sont  réels  et  du  premier  degré. 

Posons  f[p)=[x%-\-px-\-q)nfx  {x).  On  peut  disposer  des  deux 
constantes  Me  et  Ne  de  manière  que  le  polynôme 

(1)  F(*)-(M0*  +  N0)/;(*) 

soit  divisible  par  x1  -)-px-\-  q.  Il  suffit  pour  cela  que  le  poly- 
nôme s'annule  pour  x  =  a  -|-  fit  et  pour  x=*  —  pi  ;  si  nous 
remplaçons  x  par  chacune  de  ces  deux  valeurs  et  si  nous 
appelons  AzizBtet  CdLDi  les  valeurs  correspondantes  des 
fonctions  F(x)  et  f%  (x),  nous  obtiendrons  les  deux  relations 
(A  +  Bi  )  -  [M0(«  +  pi)  +  N  J  (G  +  Di) = o, 
(A_B0-[M0(a  — pt)  +  N0](G  — Di)  — o. 

On  en  déduit,  en  égalant  séparément  à  zéro  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire, 

(pD  —  *C)Ma  —  CN,=— A,    . 
(pC  +  «D)M0+DN,  =  B. 

Ces  équations  entre  M0  etN0  sont  du  premier  degré;  le 
dénominateur  commun  des  inconnues  p(Cf  +  D*)  n'est  pas 
nul  ;  car  si  p  était  nulle,  les  racines  ne  seraient  pas  imagi- 
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naires  ;  si  Cl+D*  était  nulle,  le  polynôme  ft  (x)  contien- 
drait encore  le  facteur  x%  -{-px  +  q.  On  trouve  ainsi  pour 
M0  et  N0  des  valeurs  réelles,  finies  et  déterminées. 

Le  polynôme  (1  )  devenant  de  cette  manière  divisible  par 
x*+px-\-qf  si  l'on  appelle  ?(a?)  le  quotient  entier,  on  aura 

F(*)  -  (M0*  +  N0)/;(*)  =  (*■  +px  +  ?)?(x), 

d'où  Ton  déduit 


F(x)  =     M0s  +  N0 

/Y*»\         («**  _l_  *»*•  _L_  /»\n    •"  /«.» 


?(*) 


f{x)      (x*+px-\-q)n      (x*  +  px -\- q)"-*  ft(x) 
On  aurait  de  même 

?(*)  _     Mt*+Nt  +(#) 


(^+^+?)^Yi(^)    (**+/>* +?)»-1  ^  (*■  +/»+ )-Vi(^)  * 

et  ainsi  de  suite. 

Exemples. 

!•  Décomposer  la  fraction 

F(s)_  a:8 +  5  a:3 +  5 

/•(ar)- a:4+a?3+a;a  +  ir~rx(ar  +  i)(a;9  +  i)" 

On  a  deux  racines  réelles  o  et  —  î  et  deux  racines  imagi- 
naires + 1  et  — '- 1.  Si  l'on  ne  veut  pas  de  quantités  imagi- 
naires dans  les  développements,  on  écrira 

F(s)_A      JB Cx  +  D 

f(x)~x      X-\-\        X%  -{-l  * 

Pour  calculer  les  numérateurs,  on  emploiera  de  préférence, 
dans  ce  cas,  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Si  Ton 
multiplie  par  f(x),  l'égalité  précédente  devient 

x3  +  5=A(x+i)(xf  +  i)+Bar(a?f  +  i)  +  (Ga?+D)ar(a?+i). 

Si  Ton  y  fait  successivement  x=o  etx= — î,  on  trouve 

A  =  5t       B  =  — a. 
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Il  reste  à  déterminer  les  deux  constantes  C  et  D  qui  corres- 
pondent aux  racines  imaginaires.  On  égalera  les  coefficients 
de  x9  et  de  x%  dans  les  deux  membres  de  l'égalité,  ce  qui 

donne  les  relations 

i  =  A  +  B  +  C; 

o  =  A  +  C  +  D; 
d'où  l'on  déduit 

C  =  — a,      D  =  — 3. 
Ainsi 

x3-|-5  _5  a  ax-f  3 

x4  -f~  x*  +  x%  +  ^     x     a:  -f- 1      x*  -j-  i 
2°  Décomposer  la  fraction 


x(x*  +  l)1 

On  a  une  racine  simple  o  et  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  doubles  db  t.  La  fraction  se  décomposera  donc 
sous  la  forme  suivante 

î  A       Bx  +  C       B'x  +  C 

A *.  "T" /^«  _1_  ,  \t  "T" 


x(x*-\-i)*       x      (x* -f"1)*        x'.+  i 
Si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  on  a  l'égalité 

i  =  A(xJ  +  i)f  +  (Bx  +  C)x  +  (B'x  +  C>(x'  +  i). 

Faisant  x  =  o,  il  vient  A  =  i .  Égalant  ensuite  dans  les  deux 
membres  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x,  on  ob- 
tient les  relations 

A  +  B'=o.     C=o,     aA  +  B  +  B'  =  o,    C  +  C'  =  o; 

d'où  l'on  déduit 

B'=— i,    C'=o,    B=—  if    C  =  o. 
On  a  ainsi 

i        _*.  g  g? 

x(x8  +  i)* —  x"-  (xf  -j-  0*  ~"  *f  +  l  ' 
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CHAPITRE  PREMIER, 

FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 

270.  On  dit  qu'une  expression  renfermant  plusieurs  lettres 
est  symétrique  par  rapport  à  ces  lettres,  lorsqu'elle  ne  change 
pas  quand  on  permute  deux  lettres  quelconques.  Par 
exemple,  les  fonctions 

a'  +  é'  +  c*    f    ab  +  ac  +  bcy 

sont  des  fonctions  symétriques  des  trois  lettres  a,  b9  c.  Nous 
ne  nous  occuperons  que  des  fonctions  symétriques  ration- 
nelles. Une  fonction  symétrique  rationnelle  pouvant  être 
regardée  comme  le  quotient  de  deuï  fonctions  symétriques 
entières»  il  suffit  de  considérer  les  fonctions  entières. 

Il  est  clair  que*  si  dans  un  terme  d'une  fonction  symétrique 
entière  on  permute  deux  lettres  quelconques,  on  reproduit 
soit  le  même  terme»  soit  un  autre  terme  de  la  même  fonc- 
tion. Toute  fonction  symétrique  entière  peut  donc  se  par* 
tager  en  plusieurs  groupes  contenant  chacun  les  termes  qui 
se  déduisent  les  uns  des  autres  par  la  permutation  des  lettres» 
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Pour  abréger,  nous  n'écrirons  qu'un  terme  de  chaqre 
groupe;  on  a,  par  exemple, 

le  signe  E  indiquant  l'ensemble  des  termes  d'un  même 
groupe. 

Somme  des  puissances  semblables  des  racines  dune  équation. 

271.  Considérons  une  équation  algébrique  du  m*  degré 

(1)     X  =  a^+A1a-"-l+Àls,"-,-|- +Am  =  ot 

et  soient  a,  6,  c, ,  /  ses  m  racines.  Nous  nous  proposons 

d'exprimer  une  fonction  symétrique 'et  entière  de  ces  m 
racines  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation.  Nous  connais- 
sons déjà  certaines  fonctions  symétriques  très-simples  :  la 
somme  des  racines,  celle  des  produits  des  racines  deui  à 
deux,  celle  des  produits  trois  i  trois,  etc.  (193).  Ainsi,  on  a 

Sa  =  —  Afl 
lab  =  At, 
(2)  (  2a*c  =  — A, 


abc /=  rfc  Am. 

Cherchons  maintenant  la  somme  des  puissances  sembla- 
bles des  racines  de  l'équation,  et,  pour  abréger,  désignons 
par  S*  la  somme  2  a".  Voici  la  méthode  suivie  par  Newton  : 
la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  est 

X'=ma?»-l  +  (m  —  i)Alal*-,  +  (m  —  a)AJa^-»  + +ÀJirV 

Mais  on  a  aussi  (n°  119),  en  considérant  le  polynôme  X 
comme  un  produit  de  facteurs  binômes, 

X'  =  — +  -^+ 4--^-.. 

x —  a     x —  o  % — / 
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En  calculant  chacun  des  quotients,  d'après  la  règle  établie 
au  n°  1 85,  on  trouve 
X 


+A, 


+Ata 
+A, 


a«-»4-     a' 

+A,a« 

+A,a 

+A, 


+A1am-, 
+A,a 


Si  Ton  fait  la  somme  de  ces  différents  quotients,  il  vient 


+iwA, 

3m-,+-       S, 

+AtS, 
+roA, 

x"*-8-f     S, 
+AtSt 

+»iA, 

-|-A4Si»_t 

•  •  •  •  « 
+»iAm_,. 

En  comparant  cette  expression  de  la  dérii 
on  obtient  les  relations 

fée  à  la  première, 

Is.  +  A.S,- 

o, 

-|-2A|=0, 

V,  =  o, 

S„_,  +  AtS«_,  + A,S„_,  + -f  (m  -  i)  A 

d'où  l'on  déduit 

S,  =  —  A„ 
S,  =  AJ  — aA„ 
(4)(  S,  =  -A;  +  3A,A,-3A„ 

S,  =  A;-/,A:AJ-h4A,A,-|-3A;-4A„ 


«-i  —  o  ; 
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272.  Pour  trouver  ensuite  les  sommes  des  puissances  dont 
le  degré  surpasse  m  —  1 ,  concevons  que,  dans  le  poly- 
nôme Xtf",  on  remplace  x  successivement  par  chacune  des 
racines  a,  4, ,  /,  et  que  l'on  ajoute  les  résultats,  on  aura 

Sm+n  +  AjSm+^i  +AISOT+Il_t+ +AmSn=o. 

Si  l'on  donne  à  n  les  valeurs  o,  1,  2, ,  et  si  Ton  observe 

que  S0  =  m,  on  obtient  les  relations 

Sm     -+-  AtSm_i  +  AjSm-a  + +  m  A»  =  o, 

,  .    ,  Sm+i  +  AtSTO    +  A,Sm_,  + -f  AmSt  =  o, 

Sm+I  + AjSm+i  -{-AiSm     -[- -f-  AmS,  =  O, 

• ? 

dont  la  première  donne  SOT,  la  seconde  Sm+f,  la  troisième 
Sm+i,  etc.  Remarquons  que  la  somme  S(  est  égale  à  une 
fonction  entière  et  du  premier  degré  des  coefficients  de  l'é- 
quation,  la  somme  S,  à  une  fonction  entière  et  du  second 
degré,  d'une  manière  générale,  que  la  somme  Sn  est  égale  à 
une  fonction  entière  et  du  degré  n  des  coefficients  de  l'é- 
quation. 

Fonctions  symétriques  des  racines  (Tune  équation. 

?73.  Nous  venons  de  déterminer  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  d'une  équation,  c'est-à-dire  les  fonc- 
tions symétriques  et  entières  dont  chaque  terme  ne  contient 
qu'une  lettre.  Cherchons  maintenant  les  fonctions  symétri- 
ques dont  chaque  terme  contient  deux  lettres  ;  elles  sont  de 
la  forme  ?La*$.  Supposons  d'abord  que  les  deux  exposants  a 
et  p  soient  différents;  en  faisant  le  produit  des  deux  fonc- 
tions simples  Sa  et  Sp,  on  a 
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(6)     SaS^Sa^P  +  S^p;    d'où    Za^P^S.Sp-S^p. 
Lorsque  les  deux  exposants  «  et  p  sont  égaux,  la  somme 


2a*àV  devient  égale  à  a2aa£a,  et  Ton  a 

(7)  2aa6a=H(Sot)f-StJ. 

Considérons  actuellement  une  fonction  symétrique 
£a*6M,  dont  chaque  terme  contient  trois  lettres,  et  suppo- 
sons d'abord  que  les  trois  exposants  oc,  p,  y  soient  différents. 
On  a 

2a«jP  XST  =  2a"*M  +  2a**n*  +  2a«$+i9 
d'où 

et,  en  remplaçant  les  fonctions  symétriques  qui  entrent  dans 
le  second  membre  par  leurs  valeurs  données  par  la  for- 
mule (6), 

(8)  Ha*bVc* — SaSpSY — SaS$_H — SpSY+a—  S^^p + 2SofP+r 

Lorsque  deux  exposants  «  et  p  sont  égaux  entre  eux,  la 
somme  2a*flct  devient  égale  à  *2aa6acY;  lorsque  les  trois 
exposants  sont  égaux,  elle  se  réduit  à  62aa6V.  On  a  donc 

(9)  2a*6*cY  =  \  [SiSY  -  StaSy  -  aS^S.  +  *SiCtfT], 

(1 0)  Sa'éV  =  JPi  —  5St  ttSa  -|-  2S8a]. 

On  continuera  de  cette  manière  indéfiniment.  On  en  con- 
clut que  toute  fonction  symétrique  et  entière  des  racines  d'une 
équation,  dont  le  premier  coefficient  est  égal  à  V unité,  s'exprime 
par  une  fonction  entière  des  coefficients  de  l'équation.  Nous 
avons  dit  qu'une  fonction  symétrique  rationnelle  peut  être 
regardée  comme  le  quotient  de  deux  fonctions  symétriques 
entières  ;  ainsi,  toute  fonction  symétrique  et  rationnelle  des 
racines  d'une  équation  s'exprime  rationnellement  en  fonction  des 
coefficients  de  C  équation. 
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CHAPITRE  IL 


ELIMINATION. 


274.  Nous  commencerons  par  quelques  considérations  sur 
l'identité  des  fonctions  entières.  On  dit  que  deux  fonctions 

entières  de  plusieurs  lettres  a,  b9  c, sont  identiques 

lorsque,  après  la  réduction  des  termes  semblables,  elles  sont 
composés  des  mêmes  termes,  avec  les  mêmes  coefficients  et 
les  mêmes  signes. 

1*  Lorsque  deux  fonctions  entières  du  degré  m  d'une 

lettre  a  sont  égales  pour  m-J- 1  valeurs  aê,  at9 ,  am 

attribuées  à  cette  lettre,  elles  sont  identiques.  Soient 

A.rf-'  +  À.rf"- »+ +Am$ 

A\ar  +  A!i4*-*+ +A^ 

ces  deux  fonctions  ;  l'équation 

(Aê-A;)a-  +  (A1-A;)a-*+  •  •  •  +(A.-A^=o 

admettant  les  ro-f- 1  racines  a„ax, ,  a,,,  a  tous  ses 

coefficients  nuls;  on  a  donc 

Aê  =  Aê  ,  At  =  A,  , ,  A„,  =  A,,, 

et  les  deux  fonctions  sont  identiques. 

2°  Lorsque  deux  fonctions  entières  de  deux  lettres  a  et  4, 
de  degrés  m  par  rapport  à  a  et  n  par  rapport  à  *,  sont  égales 
pour  les  (m-f- 1)  (n-f- 1)  systèmes  de  valeurs  que  l'on  obtient 
en  associant  m  -|- 1  valeurs  de  a  avec  n  +  î  valeurs  de  6, 
elles  sont  identiques.  Supposons,  en  effet,  les  deux  fonctions 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  a;  les 
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coefficients  A, , .  . ,  A„ ,  A'a ,  '.  .  ,  A^,  seront  des  fonctions 
entières  de  b  du  degré  n;  attribuons  à  b  l'une  de  ses  va- 
leurs; les  deux  fonctions  de  a,  du  degré  m,  étant  égales 
pour  m+  i  valeurs  de  a,  ont  leurs  coefficients  respective- 
ment égaux.  Les  deux  polynômes  A,  et  A^>  étant  égaux  pour 
n+  i  valeurs  de  b,  sont  identiques;  de  même  At  et  A'|}  etc. 
On  en  conclut  l'identité  des  deux  fonctions  proposées. 

On  continuera  de  la  môme  manière. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  l'on  connaisse  d'avance  les 
degrés  des  fonctions  par  rapport  aux  différentes  lettres 
qu'elles  renferment;  il  suffit  que  Ton  sache  que  ces  degrés 
sont  inférieurs  ou  égaux  à  certains  nombres  m,  »,  . . .  : . 

Élimination  par  les  fonctions  symétriques. 

275.  Éliminer  x  entre  les  deux  équations 

j  /(*)  =  *■  + A,*— *  + +Am=o, 

I  ?(*)  =  «n  +  Btarft-1  + +Btt  =  o, 

de  degrés  m  et  n,  c'est  trouver  la  condition  à  laquelle  doi- 
vent satisfaire  les  coefficients  pour  que  les  deux  équations 
aient  une  racine  commune. 

Appelons  x% ,  xlt ,  xm  les  racines  de  la  premier* 

équation,  £,,£,, ,  €»  celles  de  la  seconde.  Poik 

qu'une  racine  de  la  première  équation  satisfasse  à  la  se* 
conde,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l'une  des  quantités 

?  (xt),  <p  (xt) , ,  <f  (xj  soit  nulle,  et,  par  conséquent, 

que  leur  produit 

soit  nul.  Ce  produit,  d'après  sa  formation,  est  une  fonction 
entière  et  du  degré  m  des  coefficient*  B,  ,  Bt ,  ♦ .  .  de  la  se* 
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conde  équation,  et  il  renferme  chacun  d'eux  au  degré  m; 
c'est  aussi  une  fonction  entière  et  symétrique  des  racines 
de  la  première  équation,  et,  par  conséquent,  en  vertu  des 
propriétés  des  fonctions  symétriques,  une  fonction  entière 
des  coefficients  À,  >  À,  »...  de  la  première  équation. 

De  môme,  pour  qu'une  racine  de  la  seconde  équation  sa- 
tisfasse à  la  première9  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  Tune 

des  quantités  /*(£,) ,  /(£,), ,  /'&,)  soit  nulle,  et,  par 

conséquent,  que  leur  produit 

Q  =  AOAU fdn) 

soit  nul.  Ce  produit  est  une  fonction  entière  et  du  degré  n 

des  coefficients  A, ,  A, , de  la  première  équation 

et  il  renferme  chacun  d'eux  au  degré  n  ;  c'est  aussi  une  fonc- 
tion entière  et  symétrique  des  racines  de  la  seconde,  et,  par 
conséquent,  une  fonction  entière  des  coefficients  Bt ,  Bt, . . . 
de  la  seconde  équation. 

il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  expressions  P  et  Q  sont 
égales,  ou  égales  et  de  signes  contraires.  On  a,  en  effet, 

f(x)  =  (x— xt){x—xt) (*— *J, 

<P(*)  =  (*-U(ar-  5.) (*-  U 

et,  par  suite, 

P=  (*,-*,)(*.- 5.) (*.-&.) 

X(*,-  ?,)(*,-*,) (*.-U 

X(xm— ?,)(xm  — ÇJ (xM— ÇJ, 

Q  =  G. -*.)(?,-*.) (5,-*J 

x  &-*,)&-*,) <5,-*J 

X  (&•-*,)  (*.-*.) &-*J. 
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Pour  passer  d'une  expression  à  l'autre,  il  suffit  de  changer 
les  signes  des  mn  facteurs  binômes,  et  de  mettre  dans  une 
colonne  verticale  les  facteurs  d'une  même  lignte  horizontale. 

Il  en  résulte  que  les  deux  expressions  P  et  (—  îJ^Q  sont 
égales,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  racines  et,  par 
conséquent,  celles  des  coefficients;  ces  deux  fonctions  en- 
tières des  coefficients  sont  donc  identiques.  Nous  savons 
que  la  fonction  P  est  du  degré  m  par  rapport  aux  coeffi- 
cients B  et  la  fonction  Q  du  degré  n  par  rapport  aux 
coefficients  A.  On  en  conclut  que  la  fonction  entière  P  est 
du  degré  n  par  rapport  aux  coefficients  de  la  première 
éouation  et  du  degré  m  par  rapport  à  ceux  de  la  seconde. 

276.  Nous  avons  supposé  le  premier  coefficient  de  cha- 
cune des  équations  égal  à  l'unité.  Considérons  maintenant 
deux  équations 

K  ;      j  i{x)  =  b9&+'b%**-1  +.  .  .  +  **  =  o, 

ayant  pour  premiers  coefficients  des  quantités  a%  et  b9  diffé- 
rentes de  zéro.  En  divisant  tous  les  termes  de  la  première 
par  aê,  ceux  de  la  seconde  par  bv  et  posant 

a  —  a«      a  — a»  a   _flm 

Ai  —  -—    ,    A, —  — -    ,    .    •    .  ,    A,, —  —, 

a0               a,  a0 
bi                b-                      bn 

on  ramène  ces  équations  à  la  forme  (1).  Il  suffit  de  rempla- 
cer dans  la  fonction  entière  P  les  coefficients  À  et  B  par 
leurs  valeurs.  En  la  multipliant  par  a?6?,  on  obtient  une 
fonction  entière,  homogène,  et  du  degré  n  par  rapport  aux 
coefficients  at,  atf .  .  *  k  . ,  a*  de  la  première  équation,  et 
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aussi  entière,  homogène,  et  du  degré  m  par  rapport  aux 
coefficients  b%9  bt,  . .  . ,  bn  de  la  seconde.  Nous  désignerons 
par  R  cette  fonction  entière  aj  b~P  des  coefficients  des  deux 
équations  proposées,  et  nous  lui  donnerons  le  nom  de  poly- 
nôme résultant.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  deux  équations  aient  une  racine  commune  est  R=o. 
Cherchons»  par  exemple,  la  condition  pour  que  les  deux 
équations  du  second  degré 

aient  une  racine  commune.  On  a 

P  =  (*:  +  Bfxf  +  B,)  (s»  +  Btxt  +  B,  ) 
.  =  x\x\  +  Btxtxt  {x,  +  xt)  +  Bf  (x\  +  x\)  +  BJ*,*, 
+  BtBt(xt+xt)  +  B\, 

et,  en  remplaçant  x\  +  x\  par  {xt  4-  x%y  —  *xAxê9 
P=(Bi-Air-(BJ-At)(A1Bi-B1Af). 

On  en  déduit  la  condition 

(4)R=a:*iP=(aA-*A),-(«.*t"-*.«.)(û.*.-V.)=o. 
Nous  allons  faire  voir  que  l'on  peut  former  le  polynôme 
résultant  R  à  l'aide  d'un  déterminant. 

Méthode  de  M.  Sylvester. 

277.  Cherchons  d'abord  la  condition  pour  qu'un  système 
de  n  équations  du  premier  degré 

a\xi     +a\x%     +  .  .  .  +ar*x^  +  a:    =o, 
a\xi     +  a\x%    +  •  •  •  +<Ç~*z~A  +  à;    =o, 

ro  ; 

aLtff,  +<*l-*xt  +  •  •  •  +  <CJ* -«  +  «Ct  =o, 
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à  *t —  1  inconnues  xt>xt  , ,  #*_,,  admette  une 

solution. 

En  remplaçant  xi  ,  xt  , xw_,  par  les  rapports 


x 


,  -^,  dans  lesquels  ar'^  est  une  quantité 


x 


arbitraire,  on  obtient  un  système  de  n  équations  homogènes 
et  du  premier  degré 


(6) 


a\x\  +  a\x\+  ......  +flX  =  o, 

a\x\  +  a\x\  + +«  =  0, 


*X+«X  + +a:<  =  o, 

à  n  inconnues  xt ,  x\  , ,  xn.  Si  le  premier  sys- 
tème d'équations  est  vérifié  par  un  système  de  valeurs  de 
x%  »  x%  »  •  •  •  j  x*~t>  Ie  second  sera  vérifié  par  une  infinité 
de  systèmes  de  valeurs  dex',,^,.  .  .,  x'ut  puisque  la  quan- 
tité xn  est  arbitraire.  On  en  conclut  (n*  61)  que  le  détermi- 
nant relatif  à  ce  second  système  d'équations,  c'est-à-dire 


a\  a\. 


«r1  ^ 


est  nul. 


<> 


Remarquons  encore  que,  lorsque  n  équations  homogènes 
et  du  premier  degré  à  n  inconnues,  telles  que  les  équa- 
tions (6),  sont  vérifiées  par  un  système  de  valeurs  dont  l'une 
au  moins  est  différente  de  zéro,  elles  admettent  une  infinité  de 
solutions  ;  car  si  l'on  multiplie  les  valeurs  des  inconnues  par 
un  même  nombre  arbitraire,  on  obtient  une  autre  solution. 


(7) 
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278.  Revenons  maintenant  à  la  question  proposée.  Pour 
faciliter  l'intelligence  de  la  méthode,  nous  l'expliquerons 
d'abord  sur  un  exemple.  Soient  les  deux  équations 

a,xl  -f  axx%  4-  atx  -f  a%  =  o, 

l'une  du  troisième,  l'autre  du  second  degré.  En  multipliant 

les  deux  membres  de  la  première  successivement  par  i  et 

xy  et  ceux  de  la  seconde  par  i  ,x,x\  on  obtient  les  cinq 

équations 

a0x*  -f-  axx%  +  atx%  +  atx  =  o, 

a9x*  +  a^%  +  atx  -+-  a%  =  o, 

b,x*  +  bxx*  +  btxl  =  o, 

bêx*  +  bxx%  +  àtx  —  of 

b%x*  +  bxx  +  *,  =  o, 

que  Ton  peut  regarder  comme  des  équations  du  premier 
degré  à  quatre  inconnues  x ,  x* ,  x% ,  x*.  Si  les  deux  équa- 
tions (7)  sont  vérifiées  par  une  même  valeur  de  x,  le  système 
des  équations  (8)  sera  vérifié  par  les  valeurs  correspondantes 
de  x  ,  x% ,  x%  ,  x\  et,  par  conséquent,  d'après  la  loi  établie 
au  numéro  précédent,  le  déterminant 


(8) 


(9) 


a*  <*•  a%  a%  ° 

o  a%  a,  a%  at 

b9  bt  bt  o    o 

o  b%  bt  bt  o 


o    o    bê  bx  bt 

sera  nul. 
279.  Considérons  actuellement  les  deux  équations 

f{x)  =  a0t»  +  axx'*-i+  .  .  .  +«m=o, 
<t(x)  =  b9x»  +  btx»-*  +  .  >  .  +^  =  o, 


(2) 
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Tune  du  degré  m,  l'autre  du  degré  n.  En  multipliant  les  deux 
membres  de  la  première  successivement  par  les  n  quantités 
1  ,£,#',.., ,  a"-1,  et  ceux  de  la  seconde  par  les  m  quanti- 
tés 1  ,  x ,  x1 ,  .  .  . ,  #w^1,  on  obtient  les  m-\-n  équations 

a0a?»»-i-\-ala?nw-*-\- .  .  =o, 

fl^+n-9_J. ==0^ 


(10) 


£^+«-1  _|_  biafn*n~t  -f- 

^^»ihi»-î  _f_ # 


=  o, 


=  0, 


=  o, 


=  o, 


*o^f  !  +  •  •  •  +  ànx 


=  0, 


\  • 


*•«"+•     •    +  **-!* +*»    =0, 


que  Ton  peut  regarder  comme  des  équations  du  premier 
degré  km-\-n —  i  inconnues.  Si  les  deux  équations  (2)  sont 
vérifiées  par  une  même  valeur  de  #,  le  système  des  équa- 
tions (10)  sera  vérifié  par  les  valeurs  correspondantes  de 
x  ,  x% ,  .  .  .  f  xm+n-1,  et,  par  conséquent,  le  déterminant 


(11)  A  = 
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sera  nul.  Ce  déterminant  est  une  fonction  entière,  homo- 
gène, et  du  degré  m  +  »  des  coefficients  des  deux  équations 
proposées.  Les  n  premières  lignes  horizontales  contenant  les 
coefficients  a# ,  at  ,  .  .  .  .  .  ,  am  de  la  première  équation, 

et  les  m  lignes  suivantes  les  coefficients  bê ,  *,  , ,  bH 

de  la  seconde,  le  déterminant  est  homogène  et  du  degré  n 
par  rapport  aux  premiers  coefficients  ;  il  est  aussi  homogène 
et  du  degré  m  par  rapport  aux  seconds. 

280.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  déterminant  A 
ainsi  formé  est  identique  au  polynôme  résultant  R.  Remar- 
quons d'abord  qu'il  n'est  pas  identiquement  nul;  car  les 
éléments  situés  sur  la  diagonale  donnent  le  terme  irréduc- 
tible a;  £7.  Si  Ton  suppose  les  deux  premiers  coefficients  a, 
et  bQ  différents  de  zéro,  et  si  l'on  pose 

ûi  =  a0Ai  ,  at  =  a,At,  .  .  .,  *t*-=ô„Bt  ,  bt  =  bêB„ .  . ., 

a  cause  de  l'homogénéité  par  rapport  aux  deux  séries  de 
coefficients,  tous  les  termes  contiendront  a\  b~  en  facteur  et 
l'on  aura  k  —  a\bm%  Pt,  Pft  étant  une  fonction  entière  des 
deux  séries  de  quantités  At ,  A, , . . . ,  À^,  et  Bt ,  Bt, . . . ,  Bm1 
du  degré  n  par  rapport  aux  premières  et  du  degré  m  par 
rapport  aux  secondes.  Désignons  comme  précédemment, 
par  «1,  x„  .  .  . ,  xm  etç, ,  f, ,  .  .  . ,  c»  les  racines  des  deux 
équations  proposées  mises  sous  la  forme  (4),  et  remplaçons 
les  coefficients  A  et  B  par  leurs  expressions  en  fonction 
des  racines,  savoir  : 

Aj^  xt  xt  ...  xm  ,  Bc  = —  ç,  —  Çf — •-• — £wi 
At  =  xixt-\-,  •  •  ,      Bf  =  ?!?,  +  •••  1 
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la  fonction  entière  Pt  de  ces  coefficients  deviendra  une  fonc- 
tion entière  de  xt9  xt, . .  . ,  £M,{ft,  ?„...,?..  Les  expres- 
sions des  coefficients  A  renfermant  chacune  des  racines 
xt,  xt,  .  .  . ,  Xm  au  premier  degré  seulement,  la  fonction 
P„  qui  était  du  degré  n  par  rapport  &  l'ensemble  des  coeffi- 
cients A,  contiendra  chacune  de  ces  racines  au  degré  n 
au  plus;  elle  contiendra  de  même  chacune  des  racines 
£i»  ?t>  •  •  •  9  É»au  degré  m  au  plus.  Noijs  avons  remplacé 
ainsi  les  deux  séries  de  quantités  arbitraires  An  Af , . . . ,  A,, 
et  B„  Bt, .  .  . ,  BM  par  deux  séries  de  quantités  également 
arbitraires  xt,  xtJ  .  .  .  ,  Xm  et  Ç4,  lt , .  .  .  ,  Ç.. 

Concevons  maintenant  le  polynôme  Pt  ordonné  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  la  quantité  xt  que 
nons  regarderons  comme  une  variable,  les  autres  quantités 
étant  constantes  et  inégales.  Lorsque  la  variable  xt  est 
égale  à  Tune  des  quantités  l0  Ç„  .  .  .  ,£»,  les  deux  équa- 
tions ayant  une  racine  commune,  le  déterminant  A,  et 
par  conséquent  le  polynôme  Ptf  s'annulent;  ce  polynôme 
est  donc  divisible  par  le'  produit  des  facteurs  binômes 

xi  —  Ê«>  «t  —  Ç.»  •  •  •  »  *i  —  &*  et  lon  a 

P.  =  (*.-W(*i-5 (*.-UP., 

le  quotient  P,  étant  une  fonction  entière  des  diverses 
quantités.  Concevons  de  même  le  polynôme  Pt  ordonné  par 
rapport  à  la  variable  xt,  les  autres  quantités  étant  con- 
stantes et  inégales.  Lorsque  la  variable  xt  est  égale  à  Tune 
des  quantités  Ç„  Çt,  .  .  .  . ,  Ç,,  les  deux  équations  ayant  une 
racine  commune,  le  déterminant  A,  et  par  conséquent  le 
polynôme  Pi,  s'annulent;  ce  polynôme  est  donc  divisible  par 
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le  produit  des  facteurs  binômes:»,  — 5t»^a — 5tt  •  •  •  »*§ — î.f 
et  Ton  a 

P.  =  (*. -*.)(«.-«•  •  .(*.-UP« 

le  quotient  P,  étant  unte  fonction  entière  des  diverses  quan- 
tités. En  continuant  de  cette  manière,  on  arrivera  au  poly- 
nôme 

le  quotient  G  étant  aussi  une  fonction  entière  des  diverses 
quantités.  On  a  jpis  ainsi  en  éridence  les  mn  facteurs 
binômes  qui  composent  le  polynôme  P  (n*  270),  et  l'on  a 
Pt  =  PC. 

Le  produit  P  des  mn  facteurs  binômes  étant  du  degré  n 
par  rapport  à  chacune  des  quantités  xt,  x„  .  .  .  ,  Xm  et  du 
degré  m  par  rapport  à  chacune  des  quantités  £,,  Çt,  -  .  . ,  Çm, 
et  ces  quantités  ne  devant  pas  entrer  dans  le  polynôme  Pt  à 
des  degrés  plus  élevés,  il  en  résulte  que  le  dernier  quotient 
G  ne  les  contient  plus,  et,  par  conséquent,  est  une  con- 
stante numérique.  Comme  on  a  À=aJ*7PC=RC,  on  en 
conclut  que  le  déterminant  A  est  égal  au  polynôme  résul- 
tant R  multiplié  par  un  facteur  numérique  G.  Mais  ce  fac- 
teur est  ici  égal  à  l'unité;  car  le  polynôme  P,  sous  sa 
première  forme,  renfermant  le  terme  irréductible  BT,  le 
polynôme  R  contient  le  terme  a;  àZ  qui  est  le  premier  du 
déterminant.  On  a  donc  identiquement  A= R. 

Méthode  de  Bezout  et  <f  Euler. 

281.  On  arrive  au  même  résultat  par  une  méthode  d'éli- 
mination due  à  Bezout  et  à  Euler,  et  qui  repose  sur  la 
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remarque  suivante  :  lorsque  deux  polynômes  entiers  f{x)  et 
9  (x),  de  degrés  m  et  n,  ont  une  racine  commune  xïf  il  existe 
deux  polynômes  entiers  u  et  v  de  degrés  n — i  et  m —  1,  tels 
que  l'expression  uf(x)  -f-  t>y(s)  soit  identiquement  nulle. 
Posons,  en  effet, 

flx)  =  {x  —  xt)  ft {x) ,  <p(x)  =  {x  —  Xi)  fft{x) ; 

si  Ton  prend 

t*  =  A<p,(ar)  ,  v=—Aft(x), 

A  étant  une  constante  arbitraire,  il  est  évident  que  l'ex- 
pression uf[x)  -\-  w<p(a?)  est  identiquement  nulle. 

Proposons-nous  de  déterminer  ces  deux  polynômes  u  et  v. 
Soient 

Égalant  à  zéro  les  coefficients  du  polynôme  uf(x)-\~v*(x), 
ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  on  ob- 
tient les  m  -\-  n  équations 

a0*e  +  *•?•  =0' 

homogènes  et  du  premier  degré,  km-\-n  inconnues 

*o  f  *t  »   •  •    •  »  •»-!    *    Po  »  Pi  >  •    •    •  i  Pm-l» 

Ces  équations  devant  être  vérifiées  par  des  valeurs  des 
inconnues  dont  Tune  au  moins  est  différente  de  zéro,  le  dé- 
terminant relatif  à  ce  système  d'équations  est  nul  (n*  277)  ; 
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• 

mais  ce  déterminant  n'est  antre  qne  le  déterminant  (il),  dont 

on  change  les  lignes  horizontales  en  ligne3  verticales  (n*  53). 
Par  exemple,  si  les  deux  équations  proposées  sont  l'une 

du  troisième  degré,  l'autre  du  second  degré,  on  a  les  cinq 

équations 

«•«•  +  *A  =°» 

«,«.  +  *.«,  +  *A  +  *A  =°» 

*,«.  +  *.«,  +  *  A  +  *A  +  *  A  =  °> 

*.«.  +  «,*,  +  *A  +  *A  =  °b 

«,«,  +  *A  =°» 

auxquelles  correspond  le  déterminant 

a,    o     *, 

°.    a*    *, 
a.    a.    *. 


a,    a,    o 

o     a,    o 


o 

*• 
*. 
*. 

0 


0 
0 


identique  au  déterminant  (9). 


Méthode  abrégée  de  Bezout. 

282.  Nous  avons  exprimé  le  polynôme  résultant  K  à 
l'aide  d'un  déterminant  de  Tordre  m-f-n,  dont  les  éléments 
sont  les  coefficients  mêmes  des  deux  équations  proposées, 
en  complétant  le  tableau  par  des  zéros. 

Une  autre  méthode  d'élimination,  due  aussi  à  Bezout, 
permet  d'exprimer  ce  même  polynôme  à  l'aide  d'un  déter- 
minant d'ordre  m,  si  n  est  égal  ou  inférieur  à  m,  dont  les 
éléments  ne  sont  plus  les  coefficients  des  équations,  mais 
des  fonctions  entières,  homogènes,  et  du  premier  degré  des 
coefficients  de  l'une  et  de  l'autre  équations. 
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Considérons  d'abord  deux  équations  du  même  degré 

an         I  ****+*****+*  •  -+««=o, 

Partageons  le  premier  membre  de  chacune  des  équations  en 
deux  groupes  comprenant,  le  premier  les  termes  d'un  degré 
égal  ou  supérieur  à  un  nombre/»,  le  second  les  termes  sui- 
vants, et  écrivons-les  sous  la  forme 

+  (û»r-i»t*^i  + +0=0, 

&{b^'  +  iix"-^1  +  .  .  .  +  *-,) 
+  {èmrÊ*t**  + +*J  =  o, 

ou  plus  simplement 

Ga?  +  H=o  ,  GV+H'=of 

en  désignant  par  6,  H,  G',  H'  les  polynômes  placés  entre 

parenthèses.  En  les  combinant  par  voie  d'addition  après 

les  avoir  multipliées  respectivement  par  —  G'  et  G,  on  en 

déduit  Téquation 

GH'  —  G'H=o, 
c'est-à-dire 

(14)    {a9x~+  +  .  .  .+^)(J^tlaf«  +  .  •  .  +  *J 
—  (*,*"-*  +  .  .  .+*w^)(omrP+1ar^l  +  .  .  .-faJ=o? 

qui  est  du  degré  m —  1.  En  attribuant  à  p  successivement 
les  m  valeurs  1 ,  a ,  3 ,  .  .  . ,  m,  on  obtient  les  m  équations 

(a,**1-1  +. .  .+am_1)ém— (é.a^-f  ...  +  5^) am=o, 
(«5)   {      -(*, *-■  +  ...  +  *„_,) (fl^,*+O  =  0, 

ai(*t«,,^l  +  .  .  .  +  *m)  — Ô,(û|Xm-,+  .    .   .  -fOwJsO, 

25 
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que  nous  représenterons  par 

A;x"-t-t-À;*",-t-t- +A7 

+  a;*«-'  + +  k 


(16) 


AJx"1-1 


=o, 
=  0, 


Ala^-^H-  klx»-*+ -M:=o, 


et  que  îxms  regarderons  comme  des  équations  du  premier 
degré  à  m —  1  inconnues  a:,  a?1,  .  .  .  ,  s*1-1,- 

Si  les  deux  équations  proposées  (43)  sont  satisfaites  par 
une  même  valeur  de  x,  les  m  équations  (16)  seront  satis- 
faites par  les  valeurs  correspondantes  des  m —  1  quantités 
x,  z*9 .  .  . ,  a?*-1  et  par  conséquent  le  déterminant 


(17) 


a;  a; 
a;  aï 


A; 
AT 


A„  A,» A,* 


sera  nul.  Les  lettres  A,  affectées  de  deux  indices,  désignant 
des  fonctions  entières,  homogènes,  et  du  premier  degré  des 
coefficients  a#, .  . .,  am,  et  aussi  des  coefficients  *,,...,  bm1 
ce  déterminant  est  une  fonction  entière,  homogène,  et  du 
degré  m  de  chacune  des  séries  de  coefficients. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  équations  proposées 
sont  du  second  degré,  le  système  des  équations  (45}  se 
réduit  aux  deux  équations 

(a,x-f  ai)  A,—  (V  +  *i)ai=°» 
a,(6iar+  b%)  —  b9(atx  +  a»)  =  0, 


OU 


(a,ét  —  b0at)x  +  (a,  b%  —  Mi)  =  0, 
(«.*.  ~  \«,)*  +  («0*.  —  'A)  =  0 i 
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en  égalant  A  zéro  le  déterminant 

(a  A  —  W  —  (a9bt  -  b,at)  {afit  —  b,a%\ 

nous  retrouvons  la  condition  obtenue  au  n°  276. 

283.   Considérons  maintenant  deux  équations  de  degrés 
différents 

(2)  i  *&*  +  ******  +  •  -  •  +Om=0, 


et  soit  m>n.  En  multipliant  tous  les  termes  de  la  seconde 
par  af*,  on  a  deux  équations  du  même  degré 


*.*m  +  M"-1  +  ".  •  .  +  bna?*-*=o. 

Nous  partagerons  le  premier  membre  de  chacune  de  ces 
équations  en  deux  groupes  comprenant,  le  premier  les 
termes  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  un  nombre  />,  plus 
grand  que  m — n,  et  nous  les  mettrons  sous  la  forme 

x'ia^-P  +  ai**»-*-*  + .  .  .  +  Om-p) 
+  (am^+l#>-1  +  .  .  .+aw)  =  o, 

&(bjf-*  +  ba^-P-1  +  .  .  .  -f  *m_,) 

En  les  combinant  par  voie  d'addition  oomm e  précédemment, 
on  en  déduit  l'équation 

(18)  (a9a~-P  +  .  .  .+  a*-,)  [b^,  ,«■-«  +  .  .  .+bm*»* ) 
—  (b0ar-*  +  .  .  .  +Am-P)(a,^+t3*-l-f.  .  . +aw)  =  o. 

Cette  équation  se  déduit  d'ailleurs  immédiatement  de  l'é- 
quation (14),  dans  laquelle  on  suppose  que  les  coefficients 
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£»+i,  •  •  •  >  àm  sont  nuls.  En  attribuant  à  p  successivement 
les  n  valeurs  m  —  n-f-  i»  »»  —  n  +  a>  •  .  .,  m,  on  obtient 
les  n  équations 

(a- a»-1  +  •  . .  +fl^i)*«a^* 
_(*,**-■  +  .  .  .  +  *,_,)(*,*•■*  +  ..  .+a»)=o, 

(a0x*-*  +  .  .  .+a^,)(*n.,j-»-*+14-*>,a^-*) 
(19)]  _(éa**-i  +  .  .  .  +b^t){a^iaf^^  + ...  +(u)=o, 

a9(bi±m-i-\-...+bnxm'*)—  *f(a,a^-!+  ...+aj  =  o, 

que  Ton  représentera  par 

A;*"-1  +  AJa--»  + +  A;  =o, 

(20)      i  Ai*-1  +  A-,*-»  + .  +  A7=q, 

A  ces  n  équations  on  joindra  les  m  —  n  équations 

*i«,l*-1  +  *laf*-t+  •  •  • =o» 

bê&»-*-\- =o, 


(21) 

b%  a?  -j-  •  •  .  -}-  A*  =  o, 


=o, 


que  l'on  forme  en  multipliant  les  deux  membres  de  la 
seconde  des  équations  (2)  successivement  par  les  m — n  quan- 
tités î,  #,  #*,  .  .  . ,  aï*-*-1,  et  Ton  aura  ainsi  un  système 
de  m  équations  que  Ton  regardera  comme  des  équations 
du  premier  degré  à  m  —  î  inconnues  xf  x*, .  .  . ,  a»-1. 

Si  les  équations  proposées  (2)  sont  satisfaites  par  une 
même  valeur  de  x,  les  m  équations  (20)  et  (21)  seront  satis- 
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faites  par  les  valeurs  correspondantes  des  m  —  1  quantités 
x,  x*, .  .  . ,  af1-1  et,  par  conséquent,  le  déterminant 


(22)     ±= 


Aï 

A!.  .  .  . 

.  .  A" 

Al 

AÎ.  .  .  . 

.  .  A" 

•**i 

Ai 

a:.  . . . 

0 

*, — 

6, 

.  •    *■ 

K  • 

.    .  0 

0 

.  6. 

sera  nul.  Ce  déterminant  est  une  fonction  entière,  homo- 
gène, et  du  degré  n  des  coefficients  a,  et  aussi  une  fonction 
entière,  homogène,  et  du  degré  m  des  coefficients  b. 

On  démontrera,  comme  au  n*  280,  que  ce  déterminant 
est  égal  au  polynôme  résultant  R,  multiplié  par  un  facteur 
numérique.  Ce  facteur  est  aussi  égal  à  l'unité  ,v  car  si  l'on 
suppose  que  tous  les  coefficients  des  équations  proposées 
soient  nuls,  excepté  a#  et  bnt  tous  les  coefficients  des  équa- 
tions (20)  s'annulent,  excepté  ceux  placés  sur  la  diagonale 
qui  deviennent  égaux  à  aêbmf  et  le  déterminant  se  réduit  à 
son  premier  terme  a?  ftT,  qui  est  le  même  que  celui  de  R. 
Le  déterminant  (22)  est  donc  identique  au  polynôme  R  et, 
par  conséquent,  au  déterminant  (11). 

Appliquons  cette  méthode  aux  deux  équations  (7),  dont 
l'une  est  du  troisième  degré,  l'autre  du  second  degré.  Nous 
formerons  les  deux  équations 

(a0x  +  at  )  b%x  —  (b9x  -f  bt)  (atx + a,)  =  o, 
«#(*ia?l  +  *i*)  — '  b0(aiX*  +  a*x  +  as)  =  o, 
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c'est-à-  dire 

[aQb%  —  bQa%)x*  +  (atbt  —  Ms  —  *,a,)x  —  bla%  =  o, 
{aùbi  —  6Aa,)£f  +  (a0ô,  —  *0a,)  ar—  é,a»  =  o, 

auxquelles  nous  joindrons  l'équation 

*,*■  +  *<*+*,  =  (>. 

On  obtient  ainsi  un  déterminant  du  troisième  ordre 

a0At  —  bflt  ,  dib% — bidt  —  b^a%  ,  — bta3  ] 
(23)        ae6t  — *0a,  ,  a0£,—  £0a,  ,  —  £#a8 

qui  est  identique  au  déterminant  du  cinquième  ordre  (9) 
trouvé  par  la  première  méthode  (n°  278). 

Complément  de  la  théorie  *. 

284.  Nous  avons  trouvé  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  deux  équations  aient  au  moins  une  racine 
commune.  Je  me  propose  de  compléter  la  théorie  de  l'élimina- 
tion, en  indiquant  la  manière  de  reconnaître  le  nombre  des 
racines  communes,  lorsque  la  condition  précédente  est  rem- 
plie, et  de  former  l'équation  qui  donne  ces  racines  commu- 
nes. Je  généraliserai  pour  cela  la  remarque  sur  laquelle 
repose  la  méthode  de  Bezout  et  d'Euler  (n*  284)  :  lorsque 
deux  polynômes  entiers  f(x)  et  f(x),  de  degrés  m  et  n,  ont 
p  racines  communes,  c'est-à-dire  un  plus  grand  commun 
diviseur  ty(x)  du  degré  pf  il  existe  un  couple  de  polynômes 
u  et  v,  de  degrés  n — p  et  m — p,  tels  que  la  quantité 
uf(x)  -f-  v<p(2)  soit  identiquement  nulle,  et  il  n'en  existe 
qu'un,  abstraction  faite  d'un  facteur  constant  arbitraire. 
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Si  Ton  pose,  en  effet, 

et  si  Ton  désigne  par  u  et  v  deux  polynômes  entiers  quel* 
conques,  on  a 

uf{x)  +  v<?(x)  =  ty(x)[ufi{x)  +  vfi{x)]. 

Toute  valeur  de  x>  autre  que  les  racines  communes,  qui 
annule  la  quantité  uf(x)  +  "?(#)>  n'annulant  pas  le  premier 
facteur  ty(x)  du  second  membre,  annule  le  second  facteur 
u/i(ar)  -+"  *f  ft(s).  Si  la  première  quantité  est  identiquement 
nulle,  la  seconde  Test  également,  et  l'on  &uft(x)= — vyt{x)\ 
les  polynômes  ft{x)  et  <p,(#)  étant  premiers  entre  eux,  le 
polynôme  u  est  divisible  par  ©,(#)  ;  on  en  déduit 

"=<Pi(*)Q  »  v=—ft(x)Qf 
Q  étant  un  polynôme  entier  quelconque.  Telle  est  l'ex- 
pression générale  des  polynômes  entiers  u  et  v  qui  rendent 
la  quantité  uf(x)-\-v<f(x)  identiquement  nulle.  Si  q  est  le 
degré  du  polynôme  Q,  les  degrés  des  polynômes  u  et  v  sont 
n — p  +  j  et  m — p-\-q>  On  obtient  les  polynômes  des 
moindres  degrés  en  faisant  9=0,  c'est-à-dire  en  rempla- 
çant Q  par  une  constante  arbitraire  A  ;  on  a  alors 

u=A^{x)  ,  v  =  —  Aft{x); 

faisant  abstraction  de  ce  facteur  constant,  nous  dirons  qu'il 
existé  un  seul  couple  de  polynômes  u  et  t>,  de  degrés  n  — p 
et  m — p,  jouissant  de  la  propriété  énoncée.  U  n'en  existe 
pas  de  degrés  moindres.  Mais  il  en  existe  une  infinité  de 
degrés  plus  élevés,  puisque  le  polynôme  Q  est  arbitraire. 

D'après  cela,  la  détermination  du  nombre  p  des  racines 
communes  revient  à  celle  des  degrés  *— p  et  m—p  des 


(24) 
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polynômes  u  et  »,  de  manière  que  la  recherche  de  ces  poly- 
nômes comporte  une  solution  et  une  seule.  Nous  regardons 
comme  une  même  solution  les  couples  de  polynômes  u  et  v 
dont  les  coefficients  sont  proportionnels.  Voici  comment  on 
procédera. 

285.  Supposons  que  le  déterminant  A,  représenté  par  la 
formule  (11),  et  qui  est  identique  au  polynôme  résultant  R, 
soit  nul.  Les  deux  équations  proposées  (2)  ont  au  moins  un 
racine  commune  et,  par  conséquent,  il  existe  au  moins  un 
couple  de  polynômes  u  et  v  de  degrés  n —  i  et  m —  î  ;  il 
n'en  existe  qu'un,  s'il  n'y  a  qu'une  racine  commune;  il  en 
existe  une  infinité,  s'il  y  a  plusieurs  racines  communes. 
Nous  avons  calculé  ces  polynômes  au  n*  281,  et  nous  avons 
remarqué  que  le  déterminant  A  est  formé  avec  les  coeffi- 
cients des  équations  (12),  les  coefficients  d'une  même  équa- 
tion étant  disposés  par  colonnes.  En  faisant  abstraction  de 
la  dernière  de  ces  équations,  on  a  ro+» —  i  équations  du 
premier  degré 

*•«.  ~tbA  ="-0, 

àw  +  n-i  inconnues  —,—,...,-,—,....   On  a 

a       a  a       oc 

obtenu  ces  équations  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  x  dans  l'expression  uf[x)-\-v<?(x); 
pour  chaque  solution  des  équations  (24),  cette  expression  se 
réduit  à  une  constante,  qui  est  le  premier  membre  de  la 
dernière  des  équations  (12)  ;  mais  cette  constante  est  nulle; 
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car  les  deux  polynômes  f(x)  et  ?(#)  ayant  une  racine  com- 
mune, si  Ton  attribue  à  x  cette  valeur,  l'expression  s'annule. 
Ainsi  à  chaque  solution  des  équations  (24)  correspond  un 
couple  de  polynômes  u  et  v  de  degrés  n  —  1  et  m — 1,  et  réci- 
proquement. Si  le  déterminant  des  coefficients  des  incon- 
nues dans  les  équations  (24)  est  différent  de  zéro,  il  n'y 
a  qu'une  solution  et,  par  conséquent,  une  seule  racine  com- 
mune ;  si  ce  déterminant  est  nul,  comme  il  n'y  a  pas  impos- 
sibilité,  il  y  a  une  infinité  de  solutions  (n°  62)  et,  par  con- 
séquent, plusieurs  racines  communes. 

Examinons  la  formation  de  ce  déterminant.  On  le  déduit 
du  déterminant  principal  A,  en  supprimant  les  coefficients 
de  «t,  c'est-à-dire  la  première  ligne,  et  les  coefficients  de  la 
dernière  des  équations  (12),  c'est-à-dire  la  dernière  colonne. 
C'est  .donc  le  déterminant  mineur  relatif  au  premier  élé- 
ment de  la  dernière  colonne  lu  déterminant  A  (n°  56).  Mais, 
dans  ce  déterminant  mineur,  les  éléments  de  la  première 
colonne  sont  tous  nuls,  excepté  bê;  si  on  l'ordonne  par 
rapport  à  ces  éléments,  il  ne  renferme  que  le  terme 
(— i)*-1  *#AW,  en  désignant  par  À*1*  le  nouveau  détermi- 
nant mineur  relatif  à  cet  élément  bê9  savoir  : 


(25)      A«  = 
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Le  déterminant  principal  A  est  formé  de  m  +  »  lignes  y  con- 
tenant,  les  n  premières  les  coefficients  a,  les  m  suivantes 
les  coefficients  b  ;  on  déduit  A(1)  de  A  en  supprimant  la  pre- 
mière ligne  de  chaque  groupe,  ainsi  que  la  première  et  la 
dernière  colonnes. 

Lorsque  le  déterminant  A(l)  est  différent  de  zéro,  il  n'y  a 
qu'une  racine  commune;  on  la  calculera  de  la  manière  sui- 
vante :  repçrtona-nous  aux  équations  (10)  du  n°  279.  En 
supprimant  la  première  équation  de  chaque  groupe,  on  a 
m  -f-  n  —  2  équations  du  premier  degré 

0,a?w4'n~,+ai£,,,+,*~8  + =0^ 

a0arm+"-*  + =o, 


(26) 


a%&»l+ +  amx  =o, 

60a«+n-t  +  61xm+n-8-|-,  .  .  Y =o, 

^£jn+«r-a_|_ ^q^ 


b9£n+t-{-...-\-bnz  =o, 


à  m-\-n — a  inconnues,  xy  xf, .  .  . ,  x"1**-1.  Le  déterminant 
des  coefficients  des  inconnues  est  précisément  A(1).  La 
valeur  de  x  est  donnée  par  l'équation  du  premier  degré 

(27)  AW*  +  A«  =  o, 

dans  laquelle  A(J>  désigne  le  déterminant  que  l'on  obtient 
en  remplaçant  dans  A^  les  éléments  de  la  dernière  colonne 
par  les  termes  connus 

o ,  •  •  •  »  o,  0m,  o ,  .  .  .,o,  i„, 

Par  exemple,  s'il  s'agit  des  équations  (7),  dont  la  for- 
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mule  (9)  représente  le  déterminant  principal,  le  système  (26) 
est  formé  des  trois  équations 

a0x*  •+-  axx*  +  atx  +  a%  =  o, 
bQx*  -f  bsx%  -f  btx         =  o, 
bjf  +  bxx  +  bt  =o, 
et  Ton  a 


AW  = 


a.  ai  at 
à.  à,  », 


o 


M. 


A<!>  = 


ao    Qi    °> 

0  b*  K 


286.  Supposons  que  Ton  ait  à  la  fois  A=o,  A<j>=o. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  deux  équations 
proposées  ont  au  moins  deux  racines  communes,  et,  par  con- 
séquent, il  existe  au  moins  un  couple  de  polynômes  t*  et  v 
de  degrés-  n  —  a  et  m  —  a  ;  il  n'en  existe  qu'un,  s'il  n'y  a  que 
deux  racines  communes;  il  en  existe  une  infinité,  s'il  y  a 
plus  de  deux  racines  communes. 

Calculons  ces  polynômes;  soient 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différentes  puissances 
de  x  dans  l'expression  uf(x)  -(-  *>?(«),  on  obtient  les  m-\-n — a 
équations 


«.«• 


fl|«#+ffi*i 


O, 

o» 


0m*H-3-|-fl>n-|a 


n-2 


+  ^?m-8  +  VlPm-«    =°> 


homogènes,  et  du  premier  degré  à  m-J-n  — a  inconnues 
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«#,  «t,  •  •  m  «n-i»  Po>  Pu  •  •  -jPm-i-  L0  déterminant  ae  ce  sys- 
tème, quand  on  place  les  coefficients  de  chaque  équation 
dans  une  même  colonne  n'est  autre  que  l(l).  En  fa.saul 
abstraction  de  la  dernière  des  équations  (2S),  on  aw-fn 3 

équations  à  t»-|-n — 3  inconnues  —  ,  — ,  ...,—  ,&,  . 


at     a#  «• 


On  obtient  ces  équations  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de 
a?***-*,  jc***-8. . . ,  x*  dans  l'expression  uf(x)  -f-  Vf  (x),  qui 
se  réduit  alors  à  un  polynôme  du  premier  degré  Ax  +  B  ; 
mais  comme  les  deux  polynômes  f(x)  et  %{x)  ont  au  moins 
deux  racines  communes,  c'est-à-dire  admettent  un  diviseur 
du  second  degré,  on  a  séparément  A  =  o,  B=o  et  l'ex- 
pression est  identiquement  nulle.  Ainsi  i  chaque  solution 
des  équations  du  premier  degré  correspond  un  couple  de 
polynômes  t*  et  0,  de  degrés  n — 9  et  m  —  a,  et  réciproque- 
ment. Si  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  dans 
ces  équations  est  différent  de  zéro,  il  n'y  a  qu'une  solution 
et,  par  conséquent,  les  deux  équations  proposées  n'ont  que 
deux  racines  communes;  si  le  déterminant  est  nul,  comme 
il  n'y  a  pas  impossibilité,  il  y  a  une  infinité  de  solutions  et, 
par  conséquent,  plus  de  deux  racines  communes. 

On  déduit  ce  déterminant  du  déterminant  A(1>,  repré- 
senté par  la  formule  (25),  en  supprimant  les  coefficients  de 
<x0,  c'est-à-dire  la  première  ligne,  et  ceux  de  la  dernière  des 
équations  (28),  c'est-à-dire  la  dernière  colonne.  C'est  donc  le 
déterminant  mineur  relatif  au  premier  élément  delà  dernière 
colonne  de  A(,).  Mais  alors  les  éléments  de  la  première 
colonne  sont  tous  nuls,  excepté  l'élément  àê;  si  on  l'ordonne 
par  rapport  à  ces  éléments,  il  ne  renferme  que  le  terme 
(—  i)"-'6êA(i},  en  désignant  par  àfl  le  nouveau  déterminant 
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(29)       A«  = 


o    a0 


o    o. 
o    o. 


o 
o 


o 

0 


fl»v-8  Ûm-8 
O  O 

O  O 


O     O Ô*_t    6„_i 

O     O.  .    ! 6«_s    & 


'n-3    Vjt-i 


On  déduit  A<*>  de  A(l,f  comme  A^  de  A,  en  supprimant  la 
première  ligne  des  a  et  la  première  ligne  des  à,  ainsi  que  la 
première  et  la  dernière  colonnes. 

Lorsque  le  déterminant  Aw  est  différent  de  zéro,  il  n'y  a 
que  deux  racines  communes  ;  on  les  obtiendra  de  la  manière 
suivante  :  en  supprimant  dans  le  système  (26)  la  première 
équation  de  chaque  groupe,  onaw  +  n  —  4  équations  du 
premier  degré 


a^ + ■"•  +  ^jc""*""4  -f- =o, 

a,****"4  + =o, 


a0x»«+1-f.  .  .+amx 


=  o, 


(30) 


6#xm+tt-3+//la^,+,|-4-f =o, 

4#xm+,,-4+ +o. 


éêa^+,-{-.  .  .+6,,x  =o, 

*Qrn+.  .  .  +  (*«-,* +  *„)=:Of 


190  LIVRE   VIII,   GHAP.    II. 

ï  m  -f-  n  —  4  inconnues  x%  x", .  .  . ,  «■"♦  *"*,  les  termes  qui 
contiennent  x  à  la  première  puissance  étant  regardés  comme 
connus  et  joints  aux  derniers.  Le  déterminant  des  coeffi- 
cients db3  inconnues  est  précisément  Aw  ;  en  résolvant  ces 
équations,  on  en  déduit  pour  l'inconnue  x*  une  expression 
de  la  forme  Ax  -f-  B.  Les  deux  racines  communes  sont  donc 
données  par  l'équation  du  second  degré 


(31) 


AWxf+A<î>x  +  A<;>  =  o, 


où  AW  et  AÇ  désignent  les  déterminants  que  l'on  obtient  en 
remplaçant  dans  A(,)  les  coefficients  de  x%  c'est-à-dire  les 
éléments-de  la  dernière  colonne,  par  les  coefficients  de  x,  ou 
par  les  termes  connus. 
Par  exemple,  si  m=4  et  n  =  3,  on  a 


a,  at  at 


A«  =|  b%  bt  bt 
o    *.  àt 


,  A«  = 


a,  a,  a, 

à.  A,  *, 

.  A»  = 

0    *.*, 

*•  ««  «« 

M.  o 

o     6,*, 


287.  Supposons  que  l'on  ait  à  la  fois  A=o,  A(1,=o,  AW=o. 
D 'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  deux  équations  propo- 
sées ont  au  moins  trois  racines  communes,  et  par  conséquent 
il  existe  au  moins  un  couple  de  polynômes  u  et  v  des  degrés 
n — 3  et  m  — 3;  il  n'en  existe  qu'un,  s'il  n'y  a  que  trois 
racines  communes;  il  en  existe  une  infinité,  s'il  y  a  plus  de 
trois  racines  communes.  En  calculant  ces  polynômes,  on  sera 
conduit  à  considérer  un  déterminant  Aw  qui  se  déduit  de 
AW,  comme  Aw  de  Aw,  ou  A(1)  de  A.  Si  ce  nouveau  détermi- 
nant A<">  est  différent  de  zéro,  il  n'y  a  que  trois  racines 
communes,  qui  seront  donnés  par  une  équation  du  troisième 
degré 
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(32)  A*»*3  +  A<*>x2  -f  AÇar  -f  A»  =  o. 

S'il  est  égal  à  zéro,  les  deux  équations  proposées  ont  plus 
de  trois  racines  communes. 

On  continuera  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
un  déterminant  dérivé  6P>  différent  de  zéro.  On  conclut  de 
là  que,  si  les  p  déterminants  successifs 

A,  A»,  A«, .  .  . ,  A<t~*\ 

dont  chacun  se  déduit  du  précédent  suivant  la  loi  indiquée, 
sont  nuls,  et  si  le  suivant  A**)  n'est  pas  nul,  les  deux  équa- 
tions proposées  ont  p  racines  communes  et  n'en  ont  que  p. 
Ces  p  racines  communes  sont  données  par  l'équation 

(33)  A«af  +  A«af-|+.  .  .+AÇ>  =  o, 

du  degré  p,  dont  les  coefficients  sont  des  déterminants  de 
Tordre  m  +» — ap,  et  sont  homogènes  et  du  degré  n — p  par 
rapport  aux  coefficients  a,  et  aussi  homogènes  et  du  degré 
m  —  p  par  rapport  aux  coefficients  è. 

288.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  un  théorème 
important  dû  à  Bezout  et  qui  se  rattache  à  la  question  de 
l'élimination.  Étant  donnés  deux  polynômes  entiers  f{x)  et 
?(x),  premiers  entre  eux,  des  degrés  m  et  n,  il  existe  deux 
polynômes  entiers  t*  et  v,  des  degrés  n  —  i  et  m —  1,  tels  que 
f  expression  uf(x)-\-vy(x)  soit  indépendante  dex. 

Lorsque  les  deux  polynômes  f(x)  et  ?(a?)  sont  premiers 
entre  eux,  le  déterminant  (il)  est  différent  de  zéro.  La 
valeur  de  ce  déterminant  ne  change  pas,  quand  on  remplace 
les  éléments  de  la  dernière  colonne  par  les  résultats  que 
l'on  obtient  en  leur  joutant  ceux  de  Pavant-dernière  colonne 
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multipliés  par  x,  ceux  de  la  précédente  multipliés  par 
x* ,  .  . .  ,  enfin  ceux  de  la  première  multipliés  par  a***-1 
(n°  58)  ;  mais  ces  résultats  ne  sont  autre  chose  que  les  pre- 
miers membres  des  équations  (1 0),  c'est-à-dire 

**-*/•(*),  «-VW»  •  •  •  >  A*),  *— !?(*)>  •  •  •  y  *(•*)• 

Si  maintenant  nous  ordonnons  le  déterminant  par  rapport 
aux  éléments  de  la  dernière  colonne,  nous  aurons  (n°  56) 

(34)  A  =  [ Ar**-1  +  à;«V-H-  •  •  •  +  A;-]/(*) 

+  [An:*-1 + a^*""-1 + . . .  +  a;-]  i(x). 

En  désignant  par  uetv  les  deux  polynômes  placés  dans  les 
parenthèses  et  qui  sont,  le  premier  du  degré  n  —  i,  le  se- 
cond du  degré  m  —  i,  on  obtient  l'expression 

(35)  «/(*)  + »?(*)  =  A, 

dans  laquelle  A  est  une  quantité  indépendante  de  x  et  diffé- 
rente de  zéro. 

Remarquons  que  les  polynômes  u  et  v  sont  les  détermi- 
nants que  Ton  obtient  quand  on  remplace  dans  le  détermi- 
nant A  les  éléments  de  la  dernière  colonne  par 

a*-1,  a*-f, .  .  . ,  a?,  i,     o,       o,    .  .  .  ,  o,  o, 

ou  par 

*  o,        o  , .  .  .  ,  o,  o,  a?m-\  #m-*,  ...,*,!. 

Ils  sont  premiers  entre  eux;  car,  s'ils  avaient  une  racine 
commune,  en  attribuant  à  x  cette  valeur,  on  aurait  A  =  o. 
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289.  La  question  est  de  déduire  d'une  équation  donnée 

une  nouvelle  équation  dont  les  racines  aient  avec  celles  de 
la  première  une  relation  donnée. 

Supposons  d'abord  que  cl  aque  racine  y  de  la  nouvelle 
équation  soit  égale  à  une  fonction  rationnelle 

(2)  y=^ 

d'une  racine  x  de  la  première,  <p(ar)  et  ù(x)  étant  deux  poly- 
nômes entiers  premiers  entre  eux.  On  obtiendra  l'équation 
cherchée  en  éliminant  x  entre  les  deux  équations  (1)  et  (2). 
A  une  valeur  de  x  correspond  une  seule  valeur  de  y;  si  les 
deux  polynômes  f(x)  et  y(x)  sont  premiers  entre  eux,  les 
m  valeurs  de  y  étant  finies,  l'équation  en  y  sera  aussi  du 
degré  m.  Si  les  deux  polynômes  f(x)  et  ?(x)  avaient  un  plus 
grand  commun  diviseur  du  degré  /?,  la  nouvelle  inconnue  y 
aurait  p  racines  infinies,  et  l'équation  en  y  serait  du  degré 
w — p;  mais,  dans  ce  cas,  on  diviserait  le  premier  membre 
de  l'équation  (1)  par  ce  plus  grand  commun  diviseur,  de 

manière  à  l'abaisser  au  degré  m — p\  nous  supposerons  donc 

les  deux  polynômes  f(x)  et  y(x)  premiers  entre  eux. 

26 
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Considérons,  en  particulier,  la  transformation  linéaire 

&x4~b      ,,  v  * — b'y 

ax-\-o  ay  —  a 

l'équation  nouvelle,  mise  sous  forme  entière,  est 

b-by 


(4)  («'y-«)v(^)=o. 


A  cette  catégorie  appartiennent  :  1°  la  transformation 
y=ax,  qui  consiste  à  multiplier  les  racines  de  l'équation 
proposée  par  un  nombre  constant  a;  nous  en  avons  fait 
usage  pour  ramener  la  recherche  des  racines  commensu- 
rables  fractionnaires  à  celle  des  racines  entières  (n°  234); 
lorsque  a  =  —  i,  les  racines  sont  simplement  changées  de 
signes  (n°  208)  ;  2°  la  transformation  y=x-\-b,  qui  consiste 
à  augmenter  les  racines  d'une  quantité  constante  b\  elle 
nous  a  servi  à  faire  disparattre  le  second  terme  d'une  équa- 
tion (n°  213);  3°  la  transformation  y  =  -,  qui  donne  l'équa- 


x 


tion  ymf  ( -  )  ==  o,  dont  les  racines  sont  les  inverses  de  celles 

de  la  proposée  (n°  215). 
390.  La  transformation  linéaire 

y=—\-^9  d'où  x= % 

x+b  y— i 

permet  de  ramener  l'équation  du  troisième  degré  à  la  forme 
binôme.  Prenons  l'équation  sous  la  forme 

(5)  '    x*  -\-px-\-q=o. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  y1  et  de  y  dans  l'équa* 
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tion  transformée,  on  a  les  deux  relations 

3aô*  +  pa  +  *pb  —  3 q  =  o    ,    3asô  +  2/>a  -f /)£  —  3y  =r  o  ; 

en  éliminant  successivement  les  deux  premiers  termes  et 
les  deux  derniers,  et  divisant  par  la  quantité  a  —  6  qui  est 
différente  de  zéro,  on  en  déduit 

«  +  6  =  ^     ,    ab  =  -%. 
o  3 

Les  deux  constantes  a  et  b  sont  les  racines  d'une  équation 
du  second  degré  et  l'équation  transformée  devient 

(6)  (*•+/»*- dy1  -  (a* +pa-î)=of 

d'où  Ton  tire 


(7)  VA8+^-?. 

9      V  b*+pô  —  q 

On  opère  ainsi  la  résolution  de  l'équation  du  troisième 
degré. 

291  \  On  démontre  aisément  que  toute  transformation 
rationnelle  (2)  peut  être  ramenée m  à  une  transformation 
entière.  Car  m  et  n  étant  les  degrés  des  deux  polynômes 
f(x)  et  y(x)  premiers  entre  eux,  on  sait  (n°  288)  qu'il  existe 
deux  polynômes  u  et  w,  des  degrés  n  —  î  et  m  —  i ,  tels  que 
l'expression  uf(x)-\-vy{x)  est  égale  à  une  quantité  indé- 
pendante de  x  et  différente  de  zéro.  Si  l'on  multiplie  par  v 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  traction,  on  a 

y      vy{x)      A — u/Vz)' 
en  vertu  de  l'équation  (1),  cette  fraction  se  réduit  à  une 
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fonction  entière 

•   vUx) 
*  =  -*" 

On  peut  supposer  aussi  que  la  fonction  ne  renferme 
aucune  puissance  de  x  supérieure  à  m —  1.  En  effet,  de 
l'équation  (1)  on  déduit 

Mtft  — —  __  A  .  ««m— 1  __  ___  A      • 

«6  XXI»*»  •      •      •  Aja|  | 

en  multipliant  les  deux  membres  par  x,  et  remplaçant  x" 
par  sa  valeur,  on  a  l'expression  de  am+l  par  un  polynôme 
entier  du  degré  m  —  i  et  ainsi  de  suite.  En  portant  ces 
valeurs  de  x"1,  xm*ii .  ..  .  dans  la  fonction  entière,  il  ne 
restera  que  les  puissances  inférieures  à  m. 

On  conclut  de  là  que  la  transformation  rationnelle  la  plus 
générale  se  ramène  à  la  transformation  entière  du  degré 
«t  — î, 

(8)  y  =  a$x*-i+aixm-*  +  .  .  ,+a^u 

qui  renferme  m  coefficients  arbitraires.  On  obtiendra  l'équa- 
tion en  y  en  éliminant  x  entre  l'équation  (1)  et  l'équa- 
tion (8)  mise  sous  la  forme 

(9)    a^^ayO**-*  -f.  .  .  +  flm-stf  +  (ffm-t  —  y)  =  o. 

En  procédant  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n*  279,  on 
égalera  à  zéro  le  déterminant  A,  qui  est  du  degré  m  par 
rapport  à  y. 

L'équation  (27)  du  n°  285  donne  l'expression  de  x  pnr 
une  fraction  rationnelle  en  y,  ce  qui  montre  que  Ton  peut 
revenir  de  l'équation  en  y  à  l'équation  en  x  par  une  trans- 
formation rationnelle. 
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292.  On  appelle  équation  réciproque  une  équation  telle  que 

si  x  est  une  racine,  -  est  aussi  une  racine.  Soit 

x 

A^-f  A,*"1"1  +  .  .  .  +Am_,ar  +  Aw=-o 

l'équation  proposée.  En  opérant  la  transformation  y  =  -t 

x 

on  obtient  l'équation 

Amjr  +  A^jT-1  + .  .  .+Aiy  +  A0  =  o. 

Ces  deux  équations,  devant  admettre  les  mêmes  racines, 
ont  leurs  coefficients  proportionnels.  On  a  donc 

Ao_   A'   _  _A* 


•       .       a 


(A  \f 

par  suite —S- =±  1.  Ainsi,  pour  qu'une  équation  soit  réci- 
Am 

proque,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  coefficients  des 
termes  également  distants  des  extrêmes  soient  égaux,  ou 
égaux  et  de  signes  contraires. 

L'équation  peut  admettre  les  racines  +  iou  —  i,  qui  sont 
à  elles-mêmes  leurs  inverses;  après  la  suppression  d'un 
facteur  tel  que  (x —  \)p{x-\-  1)*,  on  a  une  équation  dont  les 
racines  se  correspondent  deux  à  deux,  et  qui,  par  consé- 
quent, est  de  degré  pair;  le  produit  des  racines  étant  égal 
à  -f-  i,  le  dernier  coefficient  est  égal  au  premier,  et,  par 
suite,  les  coefficients  des  termes  également  distants  des 
extrêmes  sont  égaux;  l'équation  est  donc  de  la  forme 
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(1 0)      A0*«»  +  A,a?8"-!  + ,  .  .  +  ktx  +  A,  =  o. 
On  l'abaisse  au  degré  moitié  par  la  transformation  du 
second  degré  y=x-| — ;  car  à  chaque  couple  de  racines 

inverses  correspond  une  seule  valeur  de  y.  Si  Ton  divise 
tous  les  termes  par  z"  et  si  l'on  groupe  deux  à  deux 
les  termes  également  distants  des  extrêmes  »  l'équation 
devient 

(H)  Ai(^  +  i)+Al(af-+^)...+A.=o. 
Mais  on  a  identiquement 

d'où 

En  donnant  à  p  successivement  les  valeurs  i,  a,  5 , ...  on 
trouve 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (11),  on  obtient  une 
équation  en  y  du  de#ré  n.  A  chaque  valeur  de  y  correspon- 
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dent  deux  valeurs  de  y  données  par  l'équation  du  second 
degré  x*  —  yx  +  1  =  o. 

293.  Supposons  maintenant  que  chaque  racine  y  de  la 
nouvelle  équation  soit  égale  à  une  fonction  rationnelle 
f(xi,xt)  de  deux  racines  xt  et  x%  de  la  proposée.  Pour  obte- 
nir la  nouvelle  équation,  il  suffira  d'éliminer  xx  et  x%  entre 
les  trois  équations 

(12)         f(Xi)=o    ,    f(x*)=o    ,    y  =  <f{xt  ixj, 

c'est-à-dire  de  chercher  la  condition  pour  que  ces  trois 
équations  soient  satisfaites  par  un  même  système  de  valeurs 
de  Xi  et  Xf. 

Si  m  est  le  degré  de  l'équation  proposée,  le  nombre  des 
valeurs  de  y  est  égal  au  nombre  des  arrangements  des  m 
racines  deux  à  deux,  c'est-à-dire  à  m  (m  —  1).  Mais,  dans  le 
calcul»  rien  n'indique  que  la  racine  xt  n'est  pas  la  même 
que  xt,  de  sorte  que  l'équation  finale  admettrait  les  m  solu- 
tions étrangères  y  =  y(xi  ,*,),  et  serait  du  degré  m1.  On 
évite  cet  inconvénient,  en  remplaçant  l'équation  f(xt)=o 
par  /(«t)— Axi)=0»  et  divisant  le  premier  membre  de 
celle-ci  par  «t—  xt ,  afin  de  supprimer  l'hypothèse  xÈ=xt. 
On  effectue  cette  division,  en  remarquant  que  l'on  a  identi- 
quement 


î  i  •  ji  •  •  •  in 

d'où 

X  f— -  X.  1  »î>  l  .2  •  •  •  •  Wl 

Lorsque  la  fonction  f  (x& ,  *%)  est  symétrique  par  rapport  à 
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Xi  et  à  a?„  le  nombre  des  valeurs  de  y  est  égal  au  nombre 
des  combinaisons  des  m  racines  deux  à  deux,  c'est-à-dire  à 

— -;  tel  sera  le  degré  de  l'équation  finale. 

294.  Cherchons,  par  exemple,  l'équation  dont  les  racines 
sont  les  différences  des  racines  de  l'équation  proposée  deux 
à  deux.  On  posera  y =xÈ  — xt  ;  en  remplaçant  x%  —xt  par  y 
dans  l'équation  (13),  on  aura  à  éliminer  xv  entre  cette 
équation  et  l'équation  /■(tft)=o,  c'est-à-dire  x  entre  l'équa- 
tion 

1.2  1.2 ...  m 

et  l'équation  proposée  f{x)  =  o.  L'équation  en  y  sera  du 
degré  m(m —  î)  ;  mais,  comme  elle  a  ses  racines  égales  deux 
à  deux  et  de  signes  contraires,  elle  ne  contiendra  que  des 
puissances  paires  de  y  et,  par  conséquent,  on  l'abaissera  au 
degré  moitié  en  posant  y*  —  z. 

La  combinaison  de  deux  racines  réelles  donne  une  valeur 
de  z  réelle  et  positive  ;  celle  de  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  une  valeur  de  z  réelle  et  négative.  On  en  déduit 
une  manière  de  trouver  les  conditions  pour  qu'une  équa- 
tion, à  coefficients  réels,  ait  toutes  ses  racines  réelles; 
l'équation  en  z,  devant  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et 
positives,  sera  complète  et  son  premier  membre  ne  pré- 
sentera que  des  variations  (n*  207).  Celte  condition  est 
d'ailleurs  suffisante;  car,  lorsqu'elle  est  remplie,  l'équation 
en  z  n'a  pas  de  racine  négative  et,  par  conséquent,  la  pro- 
posée n'a  pas  de  racines  imaginaires. 

Si  l'équation  proposée  est  du  troisième  degré  et  de  la 
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forme 

(15)  x*  -\-px-\-q  =  o, 

l'équation  (1 4)  est 

(46)  5xt  +  3*y  + (y* +/>)  =  <>. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par  3, 
ceux  de  la  seconde  par  xy  et  retranchant  membre  à  membre, 
on  obtient  l'équation 

(17)  Zyx*  +  (y*  —  ap)  x  —  3  q  =  o. 

On  a  alors  à  éliminer  x  entre  les  deux  équations  du  second 
degré  (16)  et  (17),  ce  qui  donne  l'équation  (n°  276) 

(18)  z%  +  Gpz*  +  çp*z  +  (Ap*  +  *yq*)  =  o. 

La  condition  pour  que  l'équation  proposée  ait  ses  trois  ra- 
cines réelles  est  4/?,  +  27?,  <o.  C'est  ce  que  nous  avons 
trouvé  par  d'autres  méthodes  (n0-  214  et  220). 

295.  Cherchons  encore  l'équation  qui  admet  pour  racines 
les  sommes  des  racines  de  l'équation  proposée  deux  à  deux. 
Nous  poserons  y=Xi+Xt;  en  remplaçant  x%  par  y  —  xt 
dans  l'équation  (1 3),  on  a  à  éliminer  x  entre  l'équation 


(19)  n*)+y— ^/»+.~..+(y_  a*],n">(*)=o 


et  l'équation  proposée.  La  relation  y=arf-f-#i  étant  sy- 

m 

métrique,  l'équation  en  y  sera  du  degré • 

Si  l'équation  proposée  est  l'équation  (15)  du  troisième 
degré,  l'équation  (1 9)  est 

(20)  &  —  yx+{y*+p)  =  o. 
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En  multipliant  par  x  les  deux  membres  de  cette  équation, 
et  retranchant  de  l'équation  (15)  membre  à  membre,  on  a 

(21)  yx%—  y*x  +  q=o. 

Comme  à  une  même  valeur  de  y  correspondent  deux  valeurs 
xi  et  x%  de  x,  les  deux  équations  du  second  degré  (20)  et  (21) 
doivent  avoir  deux  racines  communes  et  par  conséquent 
leurs  coefficients  proportionnels,  ce  qui  donne  la  condition 

(22)  y*  +  py  —  q  =  0. 

Cette  équation  en  y  a  ses  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires à  celles  de  l'équation  proposée,  oe  qui  est  évident 
à  priori  y  à  cause  de  la  relation  zx-\-xt  -\-xt  =  o,  d'où 
y==x1  +  xf  =  —  xt. 
Considérons  l'équation  du  quatrième  degré 

(23)  xk  -f-  px*  +  qx  -J-  r  =  o. 

L'équation  en  y  sera  du  sixième  degré;  mais,  à  cause  de  la 
relation  xx  4-  xt  +  #s  -\-xk  =  o,  les  valeurs  de  y  étant  deui 
à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  on  l'abaissera  au  troi- 
sième degré  en  posant  y*  =  z.  L'équation  (19)  est  ici 

(24)  ayx1  -  ay"x  +  (y3  +  py  +  q)  =  o. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (23)  par  ay, 
ceux  de  l'équation  (24)  par  a?',  et  retranchant  membre  à 
membre,  on  en  déduit  l'équation  du  troisième  degré 

(25)  ay  "x3  —  (y»  —  py  +  q)  x*  +  a  qyx  -f  ary  =  o. 

Une  combinaison  analogue  des  deux  équations  (24)  et  (25) 
donne  l'équation  du  second  degré 

(26)  (y*  -f-py  _  q)x*  —  y  (y3  +  py  —  q)x  -fary  =o. 
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Les  deux  équations  du  second  degré  (24)  et  (26),  devant 
avoir  deux  racines  communes,  ont  leurs  coefficients  pro- 
portionnels ;  on  obtient  de  la  sorte  l'équation 

(27)  z*  +  2pz*  +  {p*  —  47-)  *  —  q*  =  o, 

que  nous  avons  déjà  trouvée  par  une  autre  méthode  (n°  216). 
On  ramène  ainsi  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième 
degré  à  celle  d'une  équation  du  troisième  degré  ;  à  chaque 
racine  de  l'équation  (27)  correspondent  deux  racines  de 
l'équation  (23)  données  par  l'équation  (24). 


CHAPITRE  IV*. 


RÉSOLUTION  DE  DEUX  ÉQUATIONS  A  DEUX  INCONNUES. 


CONTINUITÉ  DES  RACINES. 

296.  Lemme  I.  Lorsque  les  n  derniers  coefficients  dune 
équation  algébrique  entière,  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x,  sont  très-petits,  l'équation  admet  n  racines 
très-petites. 

Soit 
(1)       f(z)=afP  + a,*"1-1  -f .  .  .  +am_tx  +  am=o 

l'équation  proposée.  Nous   appelons   quantité  très-petite 
une  quantité»  réelle  ou  imaginaire,  dont  le  module  est  très» 
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petit,  et  de  même  quantité  très-grande  une  quantité,  réelle 
ou  imaginaire,  dont  le  module  £st  très-grand.  Nous  suppo- 
serons d'abord  que  le  premier  coefficient  aê  ne  soit  pas  très- 
petit,  par  exemple  soit  égal  à  l'unité. 

Nous  pouvons  mettre  les  relations  qui  existent  entre  les 
petits  coefficients  et  les  racines  sous  la  forme 


:%xz  .  .  .  a?w-r#tkZr[ — (      î)1"""  — - — , 


«. 


fl„-< 


x3x, . . .  xm+(x1+5?ï)sri+.x1^s;:i=(-i)«-«^=î, 

a. 


en  désignant  par  Sj  la  somme  des  produits  des  p  dernières 
racines  q  à  q.  Si  le  dernier  coefficient  aM  est  très-petit,  le 
produit  des  racines  ayant  une  valeur  très-petite,  Tune 
d'elles  xt  sera  très- petite.  Si  l'avantrdernier  coefficient  a 
est  aussi  très-petit,  d'après  la  seconde  des  relations  précé- 
dentes, le  produit  x%xt  .  .  .  xm  étant  très-  petit,  une  seconde 
racine  x%  sera  très-petite,  et  ainsi  de  suite. 

Réciproquement,  lorsque  n  racines  sont  très-petites,  les  n 
derniers  coefficients  sont  très-petits. 

297.  Lemme  IL  Lorsque  les  n  premiers  coefficients  d'une 
équation  sont  très-petits,  l  équation  admet  n  racines  très-grandes. 

Supposons  d'abord  que  le  dernier  terme  aM  ne  soit  pas 

très-petit;  si  l'on  pose  ar=-,  l'équation  se  transforme  et 
devient 
(2)  a-y»  -f  a^y—'  +  .  .  .  -fa,  y + a,  =  a 
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Cette  dernière  équation  ayant  n  racines  très-petites,  la 
première  a  n  racines  très-grandes. 

Supposons  maintenant  que-le  dernier  terme  a«  soit  aussi 
très-petit.  Si  Ton  faitar=a?'+a,  et  si  l'on  pose 

,      m 
«,  =  -  a,a  +  ai, 

(3)  (     ,      m(m— i)       ,      m—  1 

1.2  1 


l'équation  (4)  devient 

(4)       <z,ar'm  +  a,V*-f  +  a,'**-1  + +  fll=o. 

Les  n  premiers  coefficients  de  cette  nouvelle  équation,  étant 
des  fonctions  entières  et  homogènes  des  n  premiers  coeffi- 
cients de  Téquation  proposée,  sont  très-petits;  d'ailleurs  le 
terme  constant  f(<x)  a  une  valeur  arbitraire  c£  (il  suffit  de 
prendre  pour  a  une  racine  finie  de  l'équation  /(a)  —  aJl=o). 
La  nouvelle  inconnue  x'  ayant  n  valeurs  très-grandes, 
l'inconnue  x  a  aussi  n  valeurs  très-grandes. 

Il  en  résulte  que  si  les  n  premiers  et  les  n'  derniers  coeffi- 
cients d'une  équation  sont  très-petits,  l'équation  admet  n 
racines  très-grandes  et  n'  très-petites.  Nous  venons  de  dé- 
montrer la  première  partie  de  cette  proposition;  on  déduit 

la  seconde  de  la  première  en  posant  x=  -• 

298.  Théorème.  Lorsqu'une  équation  admet  n  racines  égales 
à  a,  V équation  que  ron  obtient  en  faisant  varier  très-peu  les 
coefficients  de  V équation  proposée  admet  n  racines  voisines  de  a. 

Si  l'équation  (1)  admet  n  racines  égales  à  «.  l'équation  (h\ 
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que  Ton  obtient  eu  posant  x=x'  +  «,  aura  n  racines 
égales  à  zéro;  le  premier  membre  devait  être  divisible 
par  af*9  les  n  derniers  coefficients  <C-*i-i»  .  -  . ,  «!_,  ,  a. 
seront  nuls.  En  vertu  des  relations  (3),  quand  les  coeffi- 
cients a#,  af  y  .  .  . ,  dm  de  l'équation  proposée  éprouvent  des 
variations  très-petites,  les  coefficients  a,,  a,',  aj , . .  de  l'équa- 
tion (4)  éprouvent  aussi  des  variations  très-petites;  les  s 
derniers,  étant  d'abord  nuls,  auront  des  valeurs  très* 
petites;  après  cette  variation  des  coefficients,  l'inconnue  x' 
aura  donc  n  valeurs  très-petites,  et  par  conséquent  l'in- 
connue x  aura  n  valeurs  voisines  de  a. 

En  particulier,  si  a  est  racine  simple,  l'équation  nouvelle 
admettra  une  racine  voisine  de  a  et  une  seule. 

Il  résulte  de  là  que  les  m  racines  d'une  équation  sont  des 
fonctions  continues  des  coefficients.  Supposons  que,  pour 
des  valeurs  particulières  des  coefficients,  les  m  racines  soient 
inégales;  si,  à  partir  de  ces  valeurs,  on  fait  varier  les 
coefficients  d'une  manière  continue,  les  m  racines  varieront 
d'une  manière  continué;  lorsque  les  coefficients  acquerront 
des  valeurs  satisfaisant  à  certaines  relations  déterminées, 
plusieurs  racines  deviendront  égales  entre  elles;  elles  se 
sépareront  ensuite,  puis  d'autres  racines  deviendront  égales 
pour  d'autres  valeurs  des  coefficients,  etc. 

Lorsque  les  n  premiers  coefficients  tendent  vers  zéro, 
n  racines  augmentent  à  l'infini. 

Corollaire.  Considérons  une  équation  algébrique  et 
entière  F(ar,y)  =o  du  degré  m  entre  les  deux  variables  x  et 
y;  si  on  l'ordonne  par  rapport  à  y,  les  coefficients  sont  des 
fonctions  entières  de  x  et,  par  conséquent,  varient  d'une 
manière  continue  avec  x\  les  m  valeurs  de  y  sont  donc  des 


(5) 
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fonctions  continues  de  x;  on  dit  que  y  est  une  fonction 

m 

implicite  de  x  (n°  148}. 

Résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 

299.  Deux  équations  algébriques  entre  les  deux  incon- 
nues x  et  y,  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  décrois* 
santés  de  y,  sont  de  la  forme 

àj/n  +  biy«-l+biy*-*  +  .  .  .  +  bn  =  o, 

les  coefficients  étant  des  polynômes  entiers  en  x. 

Il  s'agit  de  trouver  les  systèmes  de  valeurs  de  x  et  y  qui 
satisfont  à  la  fois  aux  deux  équations  proposées.  Soit  x= xx , 
y  =  yt  une  solution;  si  dans  les  équations  (5)  on  remplace  x 
par  ii,  on  a  deux  équations  à  une  seule  inconnue  y,  qui 
admettent  une  racine  commune  yt.  Comme  nous  l'avons  vu 
(n°  279),  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
deux  équations  (5)  aient  une  racine  commune  est 

a„    a o       o 


(6)     A  = 


=  0. 


Cette  équation  à  une  seule  inconnue  donnera  les  valeurs 
de  x.       i% 
300.  Lorsque  les  équations  proposées  sont  complètes,  si 
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m  est  le  degré  de  la  première  par  rapport  aux  deux  incon- 
nues x  et  y,  n  celui  de  la  seconde,  aê  et  b9  sont  des  coeffi- 
cients constants,  ax  et  bf  des  polynômes  du  premier  degré 
en  x  renfermant  chacun  deux  coefficients,  a%  et  bt  des 
polynômes  du  second  degré,  et  ainsi  de  suite;  4»  est  un 
polynôme  du  degré  ro,  bn  un  polynôme  du  degré  n.  Le  degré 
de  chacun  de  ces  polynômes  est  marqué  par  l'indice  de  la 
lettre  qui  le  représente.  Nous  supposerons  en  outre  que 
leurs  coefficients  ont  des  valeurs  tout  à  fait  arbitraires.  Un 
terme  quelconque  du  déterminant  A  est  de  la  forme 

^&~  a« #«   bn   ba ba    • 

aat  étant  un  élément  de  la  première  ligne,  aa%  un  de  la 

seconde, ,  a     un  de  la  n*  ligne,  b*    un  de  la 

première  ligne  du  second  groupe,  b^  un  de  la  seconde, 

......  épm  un  de  la  dernière;  les  indices  «,,  a„ ,  «„, 

P,,  p, , ,    pm  indiquent  les   rangs   des  colonnes 

dans  lesquels  sont  situés  ces  éléments.  D'après  cela,  l'élé- 
ment aai   est  du  degré  «l  —  1,    l'élément  aa    du  degré 

«i  —  a, ,  l'élément  a^  du  degré  a*  —  n  par  rapport 

à  x;  de  même,  l'élément  b^   est  du  degré  pt  —  1,  l'élément 

ba   du  degré  pt — a, ,  l'élément  b*    du  degré  p„— *n. 

Le  produit  de  ces  éléments  est  du  degré 

(«i+««.  -  .+«n  +  P,+Pa+...+P«)  —  (i  +  a  +  .  •  .+«) 

—  (1  +  2  +  .  .  .  +  wi); 

mais,  comme  chaque  terme  du  déterminant  renferme  un 
élément  de  chacune  des  colonnes,  la  somme     . 

«i  +  aa  +  .  .   •+Pt+Ps  +  «   •  •» 
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est  la  somme  des  m-\-n  premiers  nombres;  le  degré  du 
déterminant  est  donc  égal  à 

(tn  +  n)(m-f-«-4'1)       n(n+I)      m(m-\-i) 

• =  mnt 

a  a  a 

c'est-à-dire  au  produit  des  degrés  des  deux  équations  pro- 
posées. Les  coefficients  de  l'équation  (6),  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  de  x,  sont  des  fonctions  entières 
des  coefficients  des  équations  proposées.  Nous  supposerons 
que  l'équation  (6)  a  ses  mn  racines  inégales,  sans  quoi  ces 
coefficients  satisferaient  à  une  certaine  condition. 

Les  valeurs  de  y  qui  correspondent  aux  diverses  valeur? 
de  x  sont  données  par  l'équation  du  premier  degré 

(7)  .  A«y  +  AW  =  o, 

dans  laquelle  A*1*  et  A({>  sont  des  polynômes  entiers  en  x 
(n°  285).  Nous  supposerons  aussi  que  pour  les  mn  valeurs 
de  x  qui  satisfont  à  l'équation  (6),  le  dénominateur  A{1>  est 
différent  de  zéro,  sans  quoi  les  deux  équations  A=o,  A(1>=o 
auraient  une  racine  commune,  ce  qui  exigerait  encore  que 
les  coefficients  vérifiassent  une  certaine  relation.  Ainsi, 
dans  le  cas  général,  à  chaque  valeur  de  x  correspond  une 
seule  valeur  de  y,  et  les  deux  équations  proposées  admet- 
tent mn  solutions.  L'équation  (6),  à  une  seule  inconnue  x, 
et  l'équation  adjointe  (7),  forment  alors  un  système  équiva- 
lent au  système  des  deux  équations  (5). 

301.  Si  l'on  fait  varier  d'une  manière  continue  les  coeffi- 
cients des  deux  équations  proposées,  les  coefficients  de  l'é- 
quation (6),  qui  sont  des  fonctions  entières  de  ces  coefficients, 
varieront  aussi  dune  manière  continue,  et  par  conséquent 

71 
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les  m»  valeurs  de  x>  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes 
dey,  varieront  d'une  manière  continue.  Concevons  que  deux 
racines  xt  et  x%  deviennent  égales  entre  elles,  les  deux 
valeurs  correspondantes  de  y  tendront  vers  des  valeurs  yf 
et  y«;  les  deux  polynômes  A(1)  et  A(|>  s'annuleront  pour 
j?=a?f ,  et  les  deux  valeurs  de  y  seront  données  par  l'équa- 
tion du  second  degré 

(8)  AV  +  AÏÏ+A^©, 

dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  x  (n*  286). 
En  général,  si  p  racines  de  l'équation  (6)  deviennent 
égales  entre  elles,  les  p  valeurs  correspondantes  de  y  sont 
données  par  l'équation  du  degré  p, 

(9)  A<*y  +  A0;y-«  -f .  .  .+*<;>  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  x  (n*  287). 

Si  les  jo  premiers  coefficients  de  l'équation  (<>),  ordonnée 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  ar,  deviennent  nuls, 

p  valeurs  de  x  augmentent  à  l'infini;  en  d'autres  termes,  p 

valeurs  de  -  deviennent  égales  à  zéro  ;  c'est  un  cas  particu- 
lier des  racines  égales.  L'équation  (9),  dont  on  divisera 
tous  les  termes  par  la  plus  haute  puissance  de  r  qu'ils 
renferment,  donnera  les  p  valeurs  correspondantes  de  y.  En 
général,  le  dernier  terme  est  d'un  degré  plus  élevé  que  les 
autres,  et  les  p  valeurs  de  y  soitf  aussi  infinies. 

302.  Supposons  maintenant  que  les  coefficients  des  poly- 
nômes a#,  a„  .  •  . ,  a^,  éel  i0  .  .  . ,  if-, ,  ordonnés  sui- 
vant les  puissances  de  x,  tendent  simultanément  vers  zéro; 
1m  deux  équations  proposées  m  réduisent  A 
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W 


(10) 


Pour  avoir  les  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux  valeurs 
finies  de  y,  il  faut  égaler  à  zéro  le  déterminant 


(11) 


8  = 


0, 

«I+» 

0 

<h 

0 

0 

K 

Vh 

0 


0 


o 
o 


a 

o 
o 


m 


Chaque  terme  de  ce  déterminant  contient  n—q  éléments 
a  et  m  — p  éléments  b.  Si  Ton  diminuait  de  p  unités  le  degré 
de  chaque  élément  a  et  de  q  unités  celui  de  chaque  élément 
b,  en  vertu  du  raisonnement  précédent,  le  degré  de  S  serait 
(m — p)  (n — q).  Mais  comme  il  faut  ajouter  (n — Jr)p+(m — p)  q 
unités,  le  degré  est  mn — pq.  Tel  est  le  nombre  des  solutions 
finies.  Dans  leapq  autres  solutions,  la  valeur  de  y  est  infinie. 

Note  sur  le  nombre  des  racines  <tune  équation;  méthode 

de  Cauchy.  * 

303.  On  dit  qu'une  quantité  imaginaire  zanç+yi  varie 
d'une  manière  continue,  lorsque  les  deux  quantités  réelles 
x  et  y  varient  d'une  manière  continue.  Cette  variation  est 
figurée  par  la  courbe  que  décrit  le  point  *.  Le  module  r  varie 
d'une  manière  continue  et  aussi  chacun  des  arguments  •.  Il 
y  a  exception  toutefois  lorsque  la  quantité  s'annule,  c'est- 
à-dire  lorsque  la  courbe  passe  par  l'origine)  dans  ce  cas, 
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l'argument  éprouve  une  variation  brusque  égale  à  *,  si 

la  branche  de  courbe  décrite  par  le 
point  %  admet  une  tangente  unique  au 
point  o. 

Lorsque  le  point  %  décrit  une  courbe 
fermée  dans  te  plan,  il  est  évident  que 
le  module  de  la  quantité  imaginaire 
reprend  la  même  valeur;  mais  l'argument  peut  changer. 
Quand  la  courbe  fermée  ne  comprend  pas  l'origine  o,  l'ar- 
gument reprend  aussi  la  même  valeur;  mais,  quand  la 
courbe  comprend  l'origine,  l'argument  augmente  ou  dimi- 
nue de  aie,  suivant  le  sens  dans  lequel  s'effectue  le  mouve- 
ment. Pour  préciser,  nous  supposerons  que  la  courbe  est 
décrite  dans  un  sens  tel  qu'un  observateur  ait  toujours  à  sa 
gauche  l'aire  enveloppée  par  la  courbe  ;  c'est  ce  que  nous 
appellerons  le  sens  direct  ou  positif.  Dans  ce  cas,  lorsque  la 
courbe  comprend  l'origine,  l'argument  augmente  de  2*. 
Une  fonction  entière 

/'(*)=À.*-+Al<-'  +  .  .  .+A„ 

admet  une  valeur  unique  et  déterminée  X + Tt  pour  chaque 
valeur  de  la  variable  z.  Nous  allons  démontrer  que  cette 
fonction  varie  d'une  manière  continue  avec  la  variable. 
304.  Lemmb.  Étant  donné  un  polynôme  entier 

À*  +  Bz*-f +  Gz" 

ne  renfermant  pas  de  terme  constant,  on  peut  assigner  un  nombre 
positif  f ,  tel  que  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est 
égal  ou  inférieur  à  p ,  le  module  du  polynôme  soit  plus  petit 
qu'un  nombre  donné  «,  si  petit  qu'il  soit, 
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Appelons  a,  *, ......  g  les  modules  des  coefficients;  le 

module  d'une  somme  de  quantités  imaginaires  étant  plus 
petit  que  la  somme  des  modules  de  ces  quantités  (n#  164), 
le  module  du  polynôme  est  plus  petit  que 

Mais  on  peut  assigner  un  nombre  p,  tel  que  pour  toutes  les 
valeurs  de  r  égales  ou  inférieures  à  p,  ce  dernier  polynôme 
ait  une  valeur  plus  petite  que  a  (n°  175);  pour  toutes  les 
valeurs  de  %  dont  le  module  est  égal  ou  inférieur  à  p,  le 
polynôme  proposé  aura  un  module  plus  petit  que  «. 

305.  Théorème  I.  Une  fonction  entière  d'une  variable  ma- 
ginaire  est  continue. 

Si,  dans  le  polynôme  proposé 

(1)  /(*)=Ài**-fA1s'-1  +  .  .  .+À*, 

nous  remplaçons  %  par  z*=z-\-h  et  si  nous  développons 
chaque  terme  d'après  la  loi  du  binôme,  nous  obtiendrons 
un  résultat  de  la  forme 

f(z  +  A)=/(z)+AA  +  BA»+.  .  . +GA~, 

d'oïi 

f(z')  -  f(z)=Ak  +  BAf  + .  .  .  +  GA«\ 

En  vertu  du  lemme  précédent,  on  peut  assigner  un  nombre 
p,  tel  que  pour  toutes  les  valeurs  de  A  dont  le  module  est  égal 
ou  inférieur  à  p,  le  module  de  la  différence  /(O — f{z)  soit 
moindre  qu'un  nombre  donné  a. 

Le  point  z'  représente  la  différence  x' — z=A,  par  rapport 
à  des  axes  menés  par  le  point  z  parallèlement  aux  axes 
primitifs;  il  en  résulte  que,  si  du  point  z  comme  centre, 
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avec  un  rayon  égal  à  p,  on  décrit  un  cercle,  pour  tous  les 
points  4  situés  dans  ce  cercle,  le  module  de  la  différence 
{{%*)  —f(z)  sera  moindre  que  «;  c'est  en  cela  que  consiste  la 
continuité. 
Corollaire.  Du  développement  précédent  on  déduit 

G£=£®-A+Bk  + +GA~; 

lorsque  le  point  z'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  *, 
d'une  manière  quelconque,  le  second  membre  tend  vers  une 
limite  déterminée  A;  cette  limite  est  ce  qu'on  appelle  la 
dérivée  du  polynôme;  on  la  calcule  par  la  règle  énoncée  au 
n°  116. 

306.  Lemmb  I.  La  variation  qu'éprouve  F  argument  d'une, 
fonction  entière,  quand  la  variable  décrit  une  ligne  ab  ne  pa>- 

/à     sant  par  aucun  point  racine ,  est  égale  à  la 
/  somme  des  variations  qu'il  éprouve  sur  les 

différentes  portions  ab,  bc,  cd  de  cette  li- 
gne, et  cela  quel  que  soit  celui  des  argu- 
ments possibles  que  ton  prenne  au  commencement  de  chacun  des 
arcs. 

Lemme  II.  Si  ton  divise  une  aire  en  plusieurs  parties  par  des 
transversales,  la  variation  qu'éprouve  V argument  d'une  fonction 
entière,  quand  la  variable  décrit  le  contour  de  taire  totale  dans 
le  sens  positif,  est  égale  à  la  somme  des  variations  qu'il  éprouve, 
quand  la  variable  décrit  le  contour  de  chacune  des  aires  partielle 
dans  le  même  sens. 

Considérons  Taire  enveloppée  pat*  la  courbe  abcd,  et  qui 
est  divisée  en  quatre  parties  par  des  transversales.  Nous 
supposons  qu'aucune  des  lignes  ne  passe  par  un  point  racine» 
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et  que  chaque  contour  est  parcouru  dans  le  sens  positif, 

c'est-à-dire  dans  un  sens  tel  qu'un 
observateur  ait  toujours  à  sa  gauche 
Taire  enveloppée  par  le  contour.  La 
variation  de  l'argument  de  la  fonc- 
tion suivant  le  contour  abea  est  égale 
à  la  somme  des  variations  suivant 
les  arcs  ab,  bey  ea\  de  même  la  varia- 
tion de  l'argument  suivant  le  con- 
tour bceb  est  égale  à  la  somme  des  variations  suivant  les 
arcs  bc9  ce,  eb>  et  ainsi  de  suite.  Mais  chacune  des  transver- 
sales ae,  bey  ce9  de  est  parcourue  deux  fois  dans  des  sens  op- 
posés, ce  qui  donne  des  variations  égales  et  de  signes  con- 
traires ;  il  reste  donc  dans  la  somme  les  variations  relatives 
aux  arcs  ab>  bc,  cd,  da,  c'est-à-dire  la  variation  relative  au 
contour  entier  abeda. 

307.  Théorème  IL  La  variation  de  F  argument  (Tune  fonc- 
tion entière  est  nulle,  lorsque  la  variable  décrit  le  contour  d'une 
aire  ne  comprenant  aucune  racine. 

Désignons  par  u  la  fonction  entière  u=f{z);  à  chaque  va^- 
leur  z=x-f-y»'  de  la  variable  correspond  une  valeur  u=X+Yt 
de  la  fonction,  que  nous  représenterons  géométriquement 
comme  la  variable.  Soit  *#  une  valeur  de  la  variable  z  à 

laquelle  correspond  pour 
la  fonction  une  valeur  u0 
différente  de  zéro.  La 
fonction  étant  continue, 
on  peut  assigner  un 
nombre  p,  tel  que  si  le  module  de  z — zê  est  égal  ou  inférieur 
à  p,  le  module  de  u  —  u#  ou  la  distance  u9u  soit  moindre  que 
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le  module  de  uQ  ou  la  distance  ow0.  D'après  cela,  si  le  point  z 
décrit  une  courbe  fermée  comprise  dans  le  cercle  décrit  du 
point  z0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  p,  le  point  u  dé- 
crira une  courbe  fermée  située  dans  le  cercle  décrit  du 
point  t*0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  <w0  ; 
l'argument  de  t*  reprendra  donc  sa  valeur  primitive. 

Supposons  maintenant  que  le  point  z  décrive  le  contour 
d'une  aire  ne  comprenant  aucune  racine.  On  pourra  partager 
cette  aire  en  parties  assez  petites  pour  que  chacune  d'elles 
jouisse  de  la  propriété  précédente.  Puisque  la  variation  de 
l'argument  de  la  fonction  est  nulle  sur  le  contour  de  chaque 
aire  partielle,  d'après  le  lemme  II,  elle  est  nulle  aussi  sur  le 
contour  de  l'aire  totale. 

308.  Théorème  III.  La  variation  de  V argument  (Fun  poly- 
nôme entier  suivant  le  contour  (Tune  aire  parcourue  dans  le  sens 
positif,  est  égale  au  produit  de  aie  par  le  nombre  des  racines 
comprises  dans  cette  aire. 
Marquons  les  points  aif  a,,...,  an,  qui  représentent  les  ra- 
cines situées  dans  l'aire  considérée;  si 
l!on  prend  pour  origine  successivement 
chacun  de  ces  points,  en  conservant  la 
direction  des  axes,  le  même  point  z 
représentera,  par  rapport  à  ces  diffé- 
rents systèmes  d'axes,  les  binômes 
% — a,,  z —  af, ,  z  —  an.  Mais  on  a 

et  l'argument  du  polynôme  f(z)  est  égal  à  la  somme  des  ar- 
guments des  facteurs.  Quand  le  point  z  décrit  la  courbe 
fermée,  dans  le  sens  positif,  l'argument  de  chacun  des  fac- 
teurs z — at\  z — af , ,  z — an  augmente  de  aw;  puisque  le 
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polynôme  ?(*)  n'a  aucune  racine  à  l'intérieur  de  la  courbe, 
en  vertu  du  théorème  précédent,  son  argument  reprend 
sa  valeur  primitive;  donc  l'argument  du  polynôme  f(z) 
augmente  de  aw  X  n.  Ceci  ne  suppose  pas  que  toutes  les  ra- 
cines soient  distinctes. 

aoy.  Théorème  IV.  Un  polynôme  entier  du  dégreva  a  m 
ractnes. 


1 


Posons  J  =  -  et  soit  J = r'  (cos  6' + 1  sin  ô*)  ;  nous  aurons 

f*  =  - ,  tf = — 0.  Concevons  que  Ton  représente  la  nouvelle 

variable  z!  sur  un  autre  plan,  à  partir  d'une  origine  ©'.  Quand 
le  point  z  décrit  autour  du  point  0  un  cercle  de  rayon  r,  dans 
le  sens  positif,  le  point  /  décrit  autour  du  point  0'  un  cercle 

de  rayon  -,  dans  le  sens  négatif;  à  la  partie  du  premier  plan 
r 

extérieure  au  premier  cercle  correspond  la  partie  du  second 

plan  intérieure  au  second  cercle,  et  réciproquement. 

Mettons  le  polynôme  proposé  sous  la  forme 

(3)  />(*)  =  s«(À0  +  A1z'+À,z''  + +  Amz""), 

et  considérons  le  polynôme 

(4)  A^A^  +  A,^ +  AM^ 

placé  entre  parenthèses.  Si  Ton  désigne  par  a0,  a,,  .  .  . ,  aw 
les  modules  des'  coefficients,  le  module  de  ce  second  polynôme 
est  plus  grand  que  la  différence 

mais  on  peut  déterminer  un  nombre  p',  tel  que  pour  toutes 
les  valeurs  de  r9  égales  ou  inférieures  à  p',  la  valeur  du 
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polynôme 

«/  +  «/"  + +  ««/w 

soit  plus  petite  que  a0;  si  Ton  appelle  a  le  plus  grand  des 
modules  at,  as, ,am,  il  suffit  pour  cela  de  prendre 

t'=      *   ■  (n°  175);  pour  toutes  les  yaleqrs  de  i'  dont  le 

module  est  égal  ou  inférieur  h  p',  le  polynôme  (4)  a  un 
module  différent  de  zéro,  et  par  conséquent  ce  polynôme  n'a 
aucune  racine  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  l'origine  o 
comme  centre  avec  le  rayon  p\  Il  en  résulte  que  toutes  les 
racines  du  polynôme  proposé  sont  situées  à  l'intérieur  du 
cercle  décrit  de  l'origine  o  comme  centre  avec  un  rayon 

Régalai- 

Supposons  maintenant  que  la  variable  z  décrive  la  circon- 
férence R  dans  le  sens  positif,  la  variable  z  décrira  en 
même  temps  la  circonférence  p'  dans  le  sens  négatif.  L'ar- 
gument du  facteur  zm  augmente  de  aw  X  m.  Le  cercle  p' 
relatif  à  la  variable  ï  ne  comprenant  aucune  racine,  l'ar- 
gument du  second  facteur,  c'est-à-dire  du  polynôme  (4), 
reprend  sa  valeur  primitive  (n°  307). 

L'argument  du  polynôme  proposé  éprouve  donc  une  varia- 
tion égale  à  aie  x  m  ;  on  en  conclut,  en  vertu  du  théorème 
précédent,  que  le  nombre  des  racines  de  ce  polynôme  est  m. 

Toutes  les  racines  étant  comprises  dans  le  cercle  R,  ce 

nombre  R=i  +—  est  une  limite  supérieure  des  modules 
des  racines. 

FIN, 


